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ANALYSE  DEMONTREE- 

O U 

LA  METHODE 

DE  RESOUDRE  LES  PROBLEMES 

DES  MATHEMATIQUES. 

ET 

D’APPRENDRE  FACILEMENT  CES  SCIENCES; 

Expliquée  & démontrée  dans  le  premier  Volume , & 
appliquée , dans  le  fécond , à découvrir  les  propriétés 
des  figures  de  la  Geometrie  fimple  & compolée  ; à 
refoudre  les  Problèmes  de  ces  fciences  & les  Problèmes 
des  fciences  Phyfico- mathématiques,  en  employant 
le  calcul  ordinaire  de  l’Algebre,  le  calcul  différentiel 
& le  calcul  intégral.  Ces  derniers  calculs  y font  auffi 
expliqués  & démontrés. 


Dediee  a Monseigneur  le  Duc  de  Bourgogne. 
Par  un  Prêtre  de  l’Oratoire. 

TOME  I. 


A PARIS, 

Chez  J ACQJJ  E QUILLAU  , Imprimeur- Juré- Libraire  de  PUniverfité, 
rue  Galande  près  de  la  rue  du  Fouare,  aux  Armes  de  l’Univcrfité.  » 


M D C C V 1 1 1. 

AVEC  APPROBATION  ET  PRiyilEGE  DV  ROT. 


A monseigneur 


LE  DUC 

DE  BOURGOGNE. 


ONSEIGNEUR. 


L’honneur  que  vous  me  faites  de  permettre 
que  cet  Ouvrage , compofé  pour  faciliter  l 'étude 
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des  Mathématiques , & pour  le  s conduire  à leur 
perfettion  par  un  progrès  rapide  3 paroijfe  fous 
vos  Aufpices  & fous  la  protection  de  votre  au- 
gufie  Nom  , ejt  le  plus  fort  préjugé'  quon  puiffe 
avoir  de  fbn  utilité'.  Tout  le  monde  fçait , 
Monseigneur,  votre  goût  pour  toute  forte 
de  Sciences  en  general , & pour  les  Mathéma- 
tiques en  particulier  ; que  ce  goût  ef  plein  de 
difcernement  i qu’il  ef  exquis. 

On  voit  avec  admiration  qu’un  jeune  Héros 
qui  a fçu  conduire  des  Armées  , vaincre  t En- 
nemi y & emporter  les  plus  fortes  Places  pref 
qu’aujfi - tôt  quil  a été  en  âge  de  manier  les  ar- 
mes j toujours  plein  d’une  noble  ardeur , qui  ne 
refpire  que  de  nouvelles  conquêtes  & de  nou- 
veaux triomphes  j toujours  prêt  a s’cxpofer  pour 
le  bien  de  l’Etat,  /oit  qui  l faille  porter  la  terreur 
au  dehors  en  fondant  fur  nos  Ennemis , ou  raf 
furer  la  confiance  au  dedans  du  Royaume  } en 
rendant  inutile  leur  irruption  fur  une  de  nos 
Provinces  : qui  ne  négligé  aucun  des fins  qu’un 
Prince  defiiné  à.  gouverner  un  grand  Roy  aume , 
doit  prendre  de  s’infruire  par  avance  de  tout  ce 
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qui  concerne  le  bien  de  l’Etat  & les  avantages 
particuliers  de  chaque  Province , & générale- 
ment de  tout  ce  qui  peut  contribuer  au  bonheur 
des  Peuples  & à la  grandeur  du  Souverain  : 
On  voit  y dis-je  y avec  admiration  que  fans  rien 
prendre  furie  temps , qu’une  piete' folide  lui  fait 
un  devoir  de  donner  au  culte  de  Dieu  & à 
t étude  ajfidue  des  Livres  faints  3 il  fçait  encore 
en  dérober  a fes  plaifrs  pour  déveloper  ce  qu’il 
j a de  plus  cache'  dans  les  Sciences  s quelles  lui 
fervent  de  délajfement  s & qu'il  honore  de  fa 
protection  ceux  qui  les  cultivent , apre's  s’être 
mis  en  état  de  juger  par  lui -même  de  leurs 
fciences  , & de  décider  de  leurs  Ouvrages. 

Mais  y Monseigneur,  traits  de  la 
plume  d"un  Ceometre  n ont  pas  ajfeZj  de  délica- 
tejje  ni  de  vivacité  pour  reprefenter  au  naturel 
le  portrait  que  vous  avez»  tracé  vous-même  dans 
tous  les  efprits  & dans  tous  les  cœurs  par  cette 
conduite  toujours  remplie  de  fagejfe  & de  bonté , 
formée  fur  les  admirables  Exemples  & fur  les 
Royales  Inftrudions  du  plus  Sage , du  plus  Reli- 
gieux y du  plus  Magnanime  3 en  un  mot  du 
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Premier  & du  plus  Grand  des  Rois  votre  au- 
gujle  Aycul.  > 

Je  puis  a Jurer  , MONSEIGNEUR,  qu'il 
n'y  a perfinne  en  qui  il  produifè  de  plus  vifs 
fentimens  de  vénération  que  dans  celui  qui  a 
l'honneur  et être  avec  un  très  profond  refpeft , 


Monseigneur, 


Votre  très  humble  & très  obéilfant 
Serviteur  Chaule  s Reyneav, 
Prêtre  de  l’Oratoire. 


j • 
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P RÉ  FACE- 


'ESPRIT  de  l’homme  eft  fi  borne, 
qu’il  ne  peut  voir  diftin&ement  d’une 
(impie  vue  beaucoup  d’objets  à la  fois. 
Les  perceptions  vives , comme  font 
toutes  celles  des  fens  & de  l'imagina- 
tion, leblouifient,  & elles  occupent  tellement  fon 


étendue,  qu’il  ne  peut  découvrir  les  raports  & les 
propriétés  des  objets  fcnfiblcs , qu'en  les  confide- 
rant  par  parties  les  unes  après  les  autres  avec  une 
application  pénible  & fatigante  ; & quand  il-  eft 
attentif  à quelqu’une , il  a perdu  de  vue  les  autres, 
qui  lui  (croient  pourtant  néccflaires  afin  d’en  ap- 
percevoir  les  raports. 

C’eft  une  des  principales  caufès  du  peu  de  pro- 
grès qu’ont  fait  les  fciences  fenfibles  : Mais , pour 
ne  parler  ici  que  des  Mathématiques,  que  eur 
utilité , leur  beauté  , leur  évidence  & leur  certi- 


tude ont  toujours  fait  cultiver;  pendant  que  l’on 
ne  s’y  eft  appliqué  que  par  la  contemplation  des 
figures  mêmes,  que  l’on  a cherché  les  propriétés 
des  figures  en  les  regardant,  ou  en  les  formant 
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dans  Ton  imagination , on  n’a  pas  fait  beaucoup 
de  chemin  : les  découvertes  étoient  fort  bornées  : 
on  ne  trouvoit  avec  beaucoup  de  peine  que  des  refo- 
lution»particulieres  des  Problèmes  ; on  fefatiguoitj 
on  fe  rebuttoit  ; & l’on  ne  peut  allés  louer  le  tra- 
vail, la  patience  & la  foree  d'efprit  des  anciens 
Geometres , d’avoir  porté  les  Mathématiques  par 
des  moyens  fi  difficiles,  à l’état  où  ils  nous  les  ont 
biffées. 

On  s’avifa  heureufement,  dans  le  dernier  fîcclc, 
d’exprimer  les  lignes  & les  figures  par  les  carac- 
tères familiers  de  l’alphabet,  & de  réduire  ces  ex- 

{>reffions  à un  calcul  facile , qui  exprimât  auffi  tous 
es  raports  fimples  & compolés  que  peuvent  avoir 
ces  lignes  & ces  figures.  On  forma  un  Art  métho- 
dique ( qui  eft  ce  que  l’on  nomme  l ’Analyfe  ) pour 
trouver , par  les  raports  connus  qu’ont  les  gran- 
deurs inconnues  que  l’on  cherche  dans  les  Pro, 
blêmes  avec  celles  qui  font  connues  , des  équa- 
tions qui  exprimafïent  les  conditions  & la  nature, 
pour  ainfi  dire,  des  Problèmes  ; & pour  découvrir  les 
valeurs  des  grandeurs  inconnues  de  ces  équations  ; 
ce  qui  donne  la  refolution  des  Problèmes.  Monfieur 
Defcartes  perfectionna  & réduifit  à une  extrême 
facilité  ces  calculs  & cette  Analyfe  naiffante.  Il  y 
ajouta  l’excellente  méthode  d’employer  les  expref- 
fions  indéterminées,  qui,  quelques  fimples  qu’elles 
étoient,  reprefentaffent  pourtant  une  infinité  de 
grandeurs  ; & de  les  déterminer  aux  grandeurs 
particulières  de  tous  les  cas  aufquels  elles  peuvent 
convenir  : la  méthode  de  réduire  les  lignes  courbes 
à des  équations  qui  en  exprimaffent  les  principales 
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propriétés  ; & de  tirer  de  ces  équations  toutes  les 
chofes  que  l’on  pouvoir  defirer  de  connoître  fur 
ces  courbes  : enfin  la  maniéré  d’employer  les 
courbes  elles-mêmes  à la  refolution  des  équations 
& des  Problèmes. 

Ces  nouvelles  méthodes,  réduifànt  la  Geometrie 
à un  calcul  fimple  &c  facile,  retranchoient  ce  qu’il 
y avoit  d’embaraflant  dans  les  figures,  c’eft  à dire, 
tout  ce  qui  fatiguoit  l’imagination  , & ce  qui  rem- 

fdifloit  la  capacité  de  l’eiprit.  Elles  lui  laiffoient 
a liberté  de  penetrer  fon  fiijet , & de  découvrir 
avec  évidence  tout  ce  qu’il  renfermoit.  Elles  aug- 
mentoient  même,  pour  ainfi  dire  , l’étendue  de 
l’efprit  par  l'art  de  lui  reprefentcr,  comme  dans 
une  perfpeétive , fous  des  exprefllons  fimples  & 
abrégées,  un  nombre  infini  d’objets.  Les  Mathé- 
matiques devinrent  par  là  fi  faciles , que  chaque 
trait  de  plume  donnoit  naiflance  à des  décou- 
vertes. Alors  le  plaifir  fucceda  à la  peine,  & le 
cœur  dédommagé  permit  à l’efprit  de  voir  les  uti- 
lités & les  beautés  des  Mathématiques , & il  s'y 
rendit.  Auffi  ces  fciences  changerent-elles  de  for- 
me. On  vit  une  Geometrie  nouvelle,  qui  conte- 
noit  tout  ce  que  nous  avions  reçu  des  anciens, 
& qui  alloit  infiniment  plus  loin  : les  refolutions 
étoient  generales,  & aucun  cas  particulier  ne  leur 
échapoir. 

On  vit  fiaître  de  la  meme  fburce  des  fciences 
curieufes  & utiles,  & prefque  toutes  les  autres 
en  tirèrent  un  nouvel  éclat  : comme  celle  qui  a 
appris  à donner  aux  horloges  toute  la  juftefle  ne- 
ceflaire  pour  les  rendre  la  mefure  exalte  du  temps  ; 
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celle  qüi  nous  a donne  les  moyens  d etendre  notre 
vue  aux  objets  qui  nous  étoient  inconnus  par  leur 
trop  grand  éloignement , ou  par  leur  extrême  peti- 
teflè  : celle  qui  a découvert  la  maniéré  de  jetter 
les  bombes,  & de  les  faire  tomber  prccilément  où 
l’on  voudrait,  ôcc. 

Ces  méthodes  étoient  afles  fécondés  pour  pro, 
duirc  toutes  les  découvertes  -,  mais  il  leur  manquoit 
des  expreffions , & un  calcul  qui  fuivît'pas  à pas  la 
nature,  laquelle,  produifant  les  figures  par  le  mou- 
vement, n’en  fait  décrire,  aux  corps  mobiles  qui 
les  forment,  que  des  parties  infenfibles  plus  per 
tites  que  toutes  celles  que  nous  pouvons  déter- 
miner , dans  chacun  des  inftans  qui  paffent  plus 
vite  que  tout  temps  que  nous  pouvons  mclurcr. 
On  ne  penfoit  pas  à donner  des  expreflions  à ces 
elpaccs  qui  étoient  trop  petits  pour  avoir  un  ra- 
port  déterminé  avec  ceux  aulquels  convenoient 
les  exprefiïons  ordinaires , ni  à ces  inffants  que 
leur  petiteffe  infinie  empêchoit  d'entrer  en  com- 
parailon  avec  le  plus  petit  temps  que  l’on  pût 
prendre  pour  la  mefure  de  tous  les  autres.  On 
penfoit  encore  moins  à réduire  ces  premiers  éle- 
mens  des  grandeurs  à un  calcul  qui  leur  fût  pro- 
pre , & qui  les  fournit  aux  méthodes  de  I’Anaîyfè.  * 

Cependant  le  principe  de  ce  calcul  cfl  fi  naturel , 
que  les  premiers  Géomètres  l’ont  fait  fervir  à quel- 
ques unes  de  leurs  de'tnonftrations.  La  plûpart  des 
propofitions  du  douzième  livre  d'Euclide  ne  lont  dé- 
montrées que  par  ce  prirçpipe  ; & on  le  voit  fup- 
pofé  dans  quelques-unes  des  découvertes  d'Archi- 
mede,  Oa  s’apperçut  bien  du  befom  que  l’on  avoit 
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de  ce  calcul,  pour  réfoudre  des  Problèmes  qui  fu- 
rent propole's  du  temps  de  Moniteur  Delcartes  , 
& il  hit  oblige  d’exclure  de  les  méthodes  les  cour- 
bes qu’on  a nommees  apres  lui  Mechaninues , qui 
font  pourtant  un  nombre  infini  de  courbes  dont 
les  propriétés  font  aufli  utiles  que  celles  des  cour- 
bes Géométriques j & qui,  à l’aide  de  ce  calcul,  de- 
viennent foumifes  à ces  méthodes  comme  les  au- 
tres. Les  Geometres , qui  ont  fuivi  les  méthodes  de 
Moniteur  Defcartes , ont  été'  oblige's,  aufit  bien  que 
les  plus  anciens , de  fuppofer,  dans  la  rc'folution  de 
plufieurs  Problèmes,  le  principe  de  ce  calcul  que 
l’on  touchoit  du  doigt , pour  ainfi  dire  : mais  il 
falloir  que  differentes  Nations  euflent  part  à la 
gloire  des  decouvertes.  Celles  ci  le  font  faites  en 
même  temps  en  Allemagne  par  Monficur  Ltibnits , 
& en  Angleterre  par  Monficur  Newton;  l’un  & l’au- 
tre ont  trouve'  des  expreffïons , & un  calcul  pro- 
pre à ces  premiers  élemens  des  grandeurs  d’une 
petiteffe  infinie  par  raport  aux  grandeurs  entières 
dont  ils  font  les  premiers  elemens;  & l’on  a pu, 
par  le  moyen  de  ces  expreflions  & de  ce  nouveau 
calcul,  leur  appliquer  les  méthodes  de  l’Analyfè, 
& remonter  de  ces  e'iemcns  infiniment  petits  aux 
grandeurs  entières  dont  ils  font  les  élemens.  Ces 
nouveaux  calculs  s’appellent  le  calcul  différentiel  & 
le  calcul  intégral. 

Monfieur  Lcibnits  n’eut  pas  plutôt  rendu  publiques 
fes  nouvelles  découvertes , dont  il  cacha  pourtant 
une  partie  exprès,  comme  il  le  dit  lui-même,  pour 
laifTer  aux  autres  le  plaifir  de  les  trouver  , que 
Meffeurs  Bernoulli , qui  en  virent  toute  l’utilité,  s’y 
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appliquèrent  avec  tant  de  fuccès , qu’ils  les  péne- 
trerent,  Te  les  rendirent  propres,  y ajoutèrent  de 
nouvelles  méthodes,  & en  firent  ufage  dans  lare- 
folucion  d’une  grande  quantité  de  nouveaux  Pro- 
blèmes. 

Monfieur  le  Marquis  de  t Hofiital  donna  l’excellent 
Ouvrage  de  l'Analjfie  des  infiniment  petits } où  le  cal- 
cul différentiel  , & les  principaux  ulàges  de  ce 
calcul  pour  toutes  les  courbes,  font  expliqués:  & 
il  fie  voir  qu’il  avoit  pénétré  dans  tout  ce  cjue  le 
calcul  intégral  pou  voit  avoir  de  plus  cache,  par 
les  refolutions  complétées  qu’il  trouva  des  plus  dif- 
ficiles Problèmes,  qui  furent  propofés  par  ceux  qui 
s’en  étoient  rendu  les  maîtres.  Monfieur  Vangnon  doit 
bientôt  donner  une  fcience  generale  du  Mouve- 
ment toute  nouvelle , qui  eft  le  fruit  des  profondes 
découvertes  qu’il  a faites  dans  ces  nouvelles  métho- 
des , & dans  la  Gcometrie  comporte.  On  doit  juger 
du  prix  de  l’ouvrage  par  les  beaux  morceaux  qui 
paroiffent  tous  les  ans.  Ce  font  des  pièces  achevées, 
remplies  de  nouvelles  découvertes,  qui  font  bien 
defirer  l’ouvrage  entier  dont  elles  ne  doivent 
faire  que  quelques  parties.  Monfieur  Carré  employa 
le  principe  le  plus  general  du  calcul  intégral  à la 
melure  des  furfaces,des  folides,  des  diftances  des 
centres  de  pefantcur  & d’ofcillation.  Monfieur 
Nevtton  fit  paroître  de  fon  côté  le  fçavant  Ouvrage 
des  Principes  Mathématiques  de  la  Phtlofophie  naturelle  , 
qui  eft  tout  fondé  fur  ces  nouvelles  méthodes  qu’il 
avoit  inventées , mais  dont  il  n’a  laiffe  voir  que 
quelques  vertiges , pour  donner  lieu  à ceux  qui 
voudroienc  entrer  dans  l’invention  même  des 
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vérités  qu’il  y découvre,  de  Te  rendre  propres  les 
méthodes  qui  en  font  la  clef.  Enfin  depuis  l’inven- 
tion de  ces  nouveaux  calculs,  on  a non  foulement 
réfolu  d’une  maniéré  courte  & generale  les  Problè- 
mes les  plus  difficiles , qui  avoicnt  été  trouvés  par 
les  méthodes  de  Monfieur  Defoartes  appliquées  au 
calcul  ordinaire  de  l’Algebre  ; mais  on  a vu  les 
A£le s de  Lipfic  , les  Journaux  des  Sçavans  & les  Mé- 
moires de  l’Academie  Royale  des  Sciences  remplis  de 
refolutions  de  Problèmes -,  que  l’on  n’auroit  ofé 
tenter  auparavant.  Elles  étoient  tirées  comme  du 
fond  de  la  nature , & des  premiers  & plus  in- 
times principes  du  mouvement , de  la  courbure 
meme  des  courbes  & des  petits  angles  que  forment 
entr’clles  les  tangentes  de  leurs  points  qui  Ce  tou- 
chent , que  l’on  peut  bien  concevoir , mais  que 
l’on  ne  lçauroit  comparer  avec  les  angles  détermi- 
nés que  nous  mefurons*  & l’on  s’eft  ouvert  par  le 
moyen  de  ces  nouveaux  calculs  une  voye  qui  con- 
duit à une  nouvelle  Geometrie  des  courbes  mecha- 
niques  & parcourantes , qui  eft  au  (fi  utile  que 
celle  que  l’on  avoit  déjà. 

Les  refolutions  d’un  fi  grand  nombre  de  Pro- 
blèmes nouveaux,  que  nous  ont  donné  les  illuftres 
Inventeurs  des  calculs  différentiel  & intégral,  ôc 
ceux  qui  après  eux  fe  les  font  rendu  propres  par 
leur  travail , font  les  fruits  que  l’Analyfe  a recueillis 
de  ces  calculs  ; mais  ils  ne  font  que  pour  un  petit 
nombre  de  Sçavans  -,  c’eft  le  prix  de  la  peine  qu’il 
faut  prendre  pour  inventer  foi- même  quelques- 
unes  des  méthodes  qui  ont  fervi  à les  découvrir. 
Pour  les  poffcder , il  faut  fe  mettre  en  état  de  faire 
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de  pareilles  découvertes  -,  & ce  n’eft  que  depuis  peu 
de  temps  que  l’on  a vu  des  réglés  du  calcul  inte* 
gral  dans  l’ouvrage  de  Monfieur  Cheinée  Ecoffois, 
de  APctbodo  fluxionum  inversa , (les  Anglois  donnent 
apres  Moniteur  Newton,  au  calcul  différentiel,  le 
nom  de  calcul  des  fluxions , ) &c  dans  le  petit  traité 
de  quadraturis  curvarum , que  Monfieur  Newton  a mis 
à la  fin  de  fon  ouvrage  fur  les  couleurs. 

On  a toujours  regardé  les  Mathématiques  com- 
me très  utiles  pour  la  pcrfeélion  de  la  Phyfique 
& des  Arts  , & pour  former  l’efprit  des  jeunes 
gens  , en  les  accoutumant  à apporter  aux  fujets 
de  leurs  applications  toute  l’attention  qu'ils  de- 
mandent j à mettre,  dans  toutes  les  démarches  que 
doit  faire  leur  efprit  dans  la  recherche  de  la  vérité , 
l’ordre  qu’il  faut  pour  y arriver  ; à ne  donner  leur 
contentement  entier  qu'à  l’évidence  dans  les  teicn- 
ces  naturelles  : en  leur  rendant  familière  la  prati- 
que des  règles  qui  font  découvrir,  dans  toutes  les 
occafions  où  ils  peuvent  te  trouver , le  parti  le 
plus  railonnable  : & enfin  en  leur  faitent  acqué- 
rir la  tegacité  necefiàire  pour  trouver  dans  les 
queftions  difficiles  les  moyens  les  plus  propres  à 
les  réfoudre.  Gette  utilité  des  Mathématiques  , & 
l’habitude  de  les  mettre  à la  portée  des  commen- 
çants acquite  pendant  vingt-deux  années  de  temps 
que  je  les  ai  enfeignées  publiquement, m’ont  porté 
à mettre  toutes  les  méthodes  que  nous  avons  re- 
çues de  Monfieur  Deteartes  & de  tes  Diteiples  , 
& celles  qui  ont  été  découvertes  parles  fçavans 
Geometres  de  notre  temps,  dans  leur  ordre  na- 
turel, de  maniéré  quelles  s eclaircilffent  mutuelle- 
ment, 
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jflent,  & fuffent  toutes  démontrées  dans  cet  Ou- 
vrage, que  je  nomme  à caufe  de  Cela  l’ Analyfe  dé- 
montrée. Je  me  luis  propofé  de  rendre,  par  le  moyen 
de  ces  méthodes,  les  Mathématiques  faciles  à ceux 
qui  commencent,  & qui  veulent  les  fçavoir  à fond  j 
en  leur  découvrant  les  voyes  qui  les  conduiront  des 
permiers  principes  à tout  ce  qu’ils  peuvent  defirer 
d’en  connoître,  fans  fa  fatiguer  l’imagination,  fans 
être  obligés  de  lire  de  gros  volumes , fans  qu’il  faille 
charger  leur  mémoire  d’un  grand  nombre  de  pro- 
pofitions  : en  leur  ôtant  par  là  ce  qu’il  y avoir  de 
rebutant  & de  plus  pénible  dans  l’étude  des  Ma- 
thématiques r en  les  faifant  entrer  dans  l’invention 
naturelle  de  ces  fciences , qui  les  mènera  far  chaque 
fa  jet  à-  des  refolutions  (impies  & generales  : en  les 
mettant  enfin  en  état  d’entendre  toutes  les  nou- 
velles découvertes,  & défaire  eux-mêmes  celles 
qu’ils  voudront  entreprendre. 

Cet  Ouvrage  eft  partagé  en  huit  Livres  : l’Analy- 
fa  eft  expliquée  & démontrée  dans  lesfept  premiers 
Livres, qui  font  le  premier  Volume;  &lc  huitième, 
qui  eft  comme  une  faconde  partie  de  l'Ouvrage , & 
qui  en  eft  le  fecond  Volume , fait  voir  les  ufages  de 
l’Analyfa,  & apprend  aux  Le&curs  qui  commen- 
cent , la  manière  d’en  appliquer  les  méthodes  à la 
Geometrie  fimple  & compofée,  & àlarefolution  des 
Problèmes  des  faiences  Phyfico-Mathematiques,  en 
fa  farvant  du  calcul  ordinaire  de  l’Algebre,  du  calcul 
differendel  & dü  calcul  intégral  : ces  nouveaux  cal- 
culs y font  au  lïi  expliqués  & démontrés,  comme  on 
le  diradans  là  Préface  de  ce  huitième  Livre. 

Le  premier  Livre  contient  l’Analyfa  fimple , St 
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la  refolution  de  plusieurs  Problèmes  qui  n'ont  be- 
fbin  que  del’Analyfè  (Impie.  Lesfix  Livres  fuivants 
expliquent  & démontrent  l’Analyfe  compofée.  Le 
fécond  & le  troifiéme  enfeignent  les  premiers  prin- 
cipes de  l’Analyfè , & les  préparations  qu’il  faut 
donner  aux  équations  compofées  pour  les  refoudre, 
La  méthode  de  réduire  les  Problèmes  aux  équa- 
tions qui  en  expriment  toutes  les  conditions , eft 
expliquée  dans  le  fécond  Livre  avec  plufieurs  pré- 
parations qu’il  faut  faire  fur  les  équations  , pour  en 
rendre  la  refolution  plus  facile;  comme  la  maniéré 
d’en  ôter  les  fractions  & les  incommenfurables,  & 
la  maniéré  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun  à plufieurs  équations  d’un  même  Problème, 
On  explique  dans  le  troifiéme  Livre  la  formation 
des  équations  : elle  fert  à faire  concevoir  claire- 
ment  leur  nature  aux  Lcéteurs  qui  commencent. 
On  leur  apprend  à diftinguer  le  nombre  6c  les 
qualités  des  valeurs  de  l’inconnue  de  chaque  équa- 
tion ; & on  leur  enfèigne  les  differentes  transfor- 
mations des  équations  avec  leurs  ufages.  Après 
avçir  appris  les  premiers  principes  de  l’Analyfè  dans 
les  trois  premiers  Livres,  qui  font  comme  des  pré- 
parations pour  refoudre  les  équations  &c  les  Pro- 
blèmes quelles  expriment,  on  enfeignc  la  refblu- 
tion  des  équations,  dans  les  quatre  Livres  fuivants. 

Le  quatrième  Livre  contient  plufieurs  méthodes 
pour  refoudre  toutes  les  équations  de  quelque  de- 
gré quelles  puifTent  être,  lorfque  les  valeurs  de  l’in- 
connue font  commenfiirables;  6c  les  méthodes  ge- 
nerales de  réduire  les  équations  compofées  aux 
plus  (Impies  qu’il  eft  poffible,  jLes  réglés  qu’a  don- 
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nées  Monfieur  Huddc  dans  la  lettre  intitulée  de  re- 
duclione  œauationum  , qui  eft  à la  fin  du  premier  Vo- 
lume de  la  Geometrie  de  Monfieur  Deicartes,  y 
font  mifes  en  ordre  & démontrées.  La  méthode 
d’employer  les  grandeurs  indéterminées  qui  re- 
prelèntent  toutes  les  grandeurs  particulières,  pour 
découvrir  celles  que  l’on  cherche , eft  expliquée  dans 
ce  quatrième  Livre,  & mile  en  ûlàge  dans  tous 
Jesluivants.  LesLeéteurs  qui  commencent,  doivent 
fe  rendre  familière  cette  méthode  de  Monfieur 
Deicartes  :elle  eft  comme  la  clef  qui  ouvre  l’entrée 
prefquc  à toutes  les  découvertes. On  explique  dans  le 
même  Livre  tout  ce  qui  regarde  les  valeurs  égales 
des  inconnues  des  équations  ; ce  qui  eft  de  grand 
ufage  dans  la  refolution  de  plufieurs  Problèmes. 

On  a mis  dans  le  cinquième  Livre  les  méthodes 
de  refoudre  les  équations  compofées  en  particulier 
du  fécond  degré , du  troifiéme , du  quatrième , &:c. 
On  tâche  de  faire  entrer  les  commençants  dans  ces 
refolutiotts,  qui  font  la  plupart  de  l’invention  du 
Pere  Prcfiet,  comme  s’ils  les  découvroient  eux-mê-/ 
mes.  Ils  y remarqueront  qu’il  y a dans  l’Analyfè , 
auifi  bien  que  dans  la  Geometrie  fimple,  des  Pro-* 
blêmes  dont  l’on  n'a  pu  jufiju’à  prefent  démontrer" 
l’impoflibilite , ni  trouver  des  mechodes  qui  en! 
donnaient  la  refolution  exaéte  -,  qu’on  n’a  pas  laifle 
cependant  de  trouver  des  méthodes  qui  en  don- 
naient des  refolutions  fi  approchantes'  que  les 
Mathématiques  pra&iques  & les  !Arts  en  rirent  les- 
mêmes  avantages  qu’ils  auroîent  des  refolutions 
exaéles  : & comme  l’on  a trouvé  dans  la  Geometrie 
des  valeurs  fi  approchantes  de  la  longueur  de  la, 

éij 


*ij  PREFACE. 

circonférence  & de  la  quadrature  du  cercle,que 
leur  différence  d’avec  les  valeurs  exactes  eft  inlen- 
fible  j on  a de  même  trouvé  des  méthodes  d’appro- 
cher de  Ç prés  des  valeurs  des  inconnues  des  équa- 
tions dans  les  cas  où  l’Analyfe  n’en  a pas  encore 
pû  trouver  d’expreffions  exactes  , qu’on  en  peut 
rendre  la  différence  plus  petite  qu’aucune  grandeur 
que  l’on  voudra.  Ces  méthodes  d’approximation 
font  le  fujct  du  fîxiéme  & du  feptiéme  Livre. 

•.  On  explique  l’on  démontre  dans  le  fîxiéme 
Livre  la  méthode  de  trouver  les  grandeurs  qui 
font  lès  limites  des  valeurs  de  l’inconnue  dans  les 
équations  numériques  de  tous  les  degrés  \{  Mon ficur 
Rolle  eft  t Auteur  de  cette  méthode  ; ) & l’on  donne  plu- 
sieurs maniérés  de  trouver,  par  le  moyen  de  ces  li- 
mites, les  valeurs  des  inconnues  des  équations  nu- 
mériques aulfi  peu  differentes  des  valeurs  exactes 
qu’on  le  peut  defirer. 

La  maniéré  de  faire  une  formule  generale  pour 
élever  une  grandeur  complexe  dp  tant  de  termes 
qu’on  voudra  .à  une  puiflancp  quelconque,  donc 
l’expofant  indéterminé  reprefonte  un  nombre  quel- 
conque entier  ou  rompu , pofitif  ou  négatif,  eft 
expliquée  ;&  démontrée  pour  tous  les  cas  dans  le 
feptiéme  Livre.  Llle  cft  de  grand  ulage  pour  for- 
mer toute  forte  de  puiflances,  pour  extraire  toute 
forte  de  racines,  par  de  (Impies  fubftitutions;  pour 
fiàire  des  formules  generales  dans  larefolution  des 
Problèmes  & dans  le  calcul  intégral;  & pour  ré- 
duire à une  extrême  facilité  la  pratique  des  métho- 
des qui  font  trouver  par  des  fuitesinfinies  les  valeurs 
ffç  çclles  4es  inconnues  que  l’on  voudra  de  t.Qutes 
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fortes  d’équarions  qui  en  ont  plusieurs  , comme 
auflï  de  toutescelles  qui  contiennent  les  différen- 
tielles de  pluficurs  grandeurs  changeantes  meflées 
cnfomble.  Ces  méthodes,  de'couvertes  par  MeJJteurs 
Lcibmts  & Newton , font  expliquées  & démontrées 
dans  ce  feptiémc,  Livre  : & comme  elles  font  de 
grand  ufage  dans  la  refolution  d’une  infinité  de 
beaux  Problèmes,  & qui  font  très  utiles,  comme 
on  le  verra  dans  la  derniere  Se&ion  de  la  fécondé 
Partie  du  huitième  Livre  ; on  n’a  rien  oublié  pour  les 
faire  concevoir  clairement  aux  Leéteurs  qui  com- 
mencent, & pour  les  leur  rendre  familières  par  plu- 
fieurs  exemples  : on  les  applique  auffi , à la  fin  de  ce 
foptiéme  livre , à l’approximation  des  valeurs  des 
inconnues  des  équations  littérales  déterminées  de 
quelque  degré  quelles  puiffent  être. 

Ainfi  les  Leéteurs  apprendront , dans  les  fept 
premiers  Livres,  la  maniéré  de  réduire  en  équa- 
tions les  Problèmes  des  Mathématiques,  & (ùrtout 
de  la  Geometrie  fimple  & compofée , &c  des  fcien- 
ces  Phyfico-Mathematiques,  que  l’on  a eues  prin- 
cipalement en  vue  dans  cet  Ouvrage.  Ils  appren- 
dront les  méthodes  pour  refoudre  ces  équations 
& les  Problèmes  dont  elles  font  les  exprelfions  : * 
Elles  leur  feront  trouver  des  refolutions  exaétes,, 
quand  cela  fo  peut;  & quand  elles  ne  le  pourront 
pas , elles  leur  donneront  des  approximations  qu’ils 

{>ourront  continuer  à l’infini.  Enfin  ils  verront  dans  • 
e huitième  Livre  les  ufages  de  ces  méthodes;  &c 
ils  y apprendront  la  maniéré  de  les  appliquer  à dé- 
couvrir les  propriétés  des  figures  de  la  Geometrie 
fimple  & compofée  -,  & à refoudre  les  Problèmes  de 
ces  Sciences , & les  Problèmes  des  -Sciences  Phyfico- 
Mathematiques. 
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T)  OV  R former  une  notion  de  £ Analyfe  aux  LeClcurs  qui  Corn. 
•*■  mencent , on  leur  fera  remarquer , que  dans  tous  les  Problèmes 
des  Mathématiques  il  y a des  grandeurs  inconnues  que  £ on  cherche, 
des  grandeurs  connues , (fi  des  raports  connus  entre  les  grandeurs 
connues  (fries  inconnues  : (fi  que  c’efi  par  le  moyen  de  ces  raports  con- 
nus qu'on  peut  découvrir  les  grandeurs  inconnues  que  l’on  cherche - 

L' Analyfe  efi  la  fccence  qui  contient  les  méthodes  pour  décou- 
vrir les  grandeurs  inconnues  que  fon  cherche.  Ces  méthodes  en  fei- 
gnent à marquer  par  les  lettres  de  £ alphabet  les  grandeurs  incon- 
nues (fi  les  grandeurs  connues  5 à trouver , par  le  moyen  des  raports 
connus  qui  font  entre  les  unes  (fi  les  autres,  des  équations  qui  ex- 
priment les  Problèmes  que  ton  veut  re foudre , fi  enfin  i re foudre 
tes  équations ,c‘ efi  à dire,  à faire  découvrir  les  valeurs  des  lettres 
qui  marquent  les  grandeurs  inconnues  que  l'on  cherche.  C’efi  ainfi 
que  £ Analyfe  donné  la  refolution  des  Problèmes - 

Quand  les  équations , que  £ Analyfe  fait  découvrir  pour  la  refo- 
lution des  Problèmes , contiennent  des  lettres  qui  marquent  les 
inconnues  qui  ne  font  point  multipliées  par  elles  - mêmes , ni  par 
d'autres  lettres  qui  reprefentent  d'autres  inconnues , ces  équations 
s'appellent  (Impies  ; (fi  £ Analyfe,  par  raport  d ces  équations , 
s'appelle  l’Analyie  (Impie.  Le  premier  Livre  explique  £ Analyfe 
fimple. 

Quand  tes  lettres  des  inconnues  font  multipliées  par  elles-mêmes 
eu  par  d'autres  lettres  des  inconnues  dans  les  équations  , on  les 
nomme  des  équations  compofées  ; (fi  £ Analyfe  par  raport  à ces 
équations , s'appelle  l’ Analyfe  compofée  : Elle  efi  le  fujet  des 
Livres  qui  fuivent  le  premier. 

Quand  £ inconnue  ne  fait  qu'un  feul  terme  de  £é quation  dont 
tous  les  autres  termes  ne  contiennent  que  des  grandeurs  connues,  fi 
elle  efi  multipliée  par  elle -même , £ équation  efi  compofée  , (fi  elle 
fe  refout  par  les  méthodes  des  équations  compofées  ; mais  comme  elle 
fe  refout  auffî  par  une  fimple  extraction  de  racines  , on  peut  U 
regarder  comme  une  équation  fimple , qui  peut  être  reflue  pat 
l' Analyfe  fimple. 
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Ceux  qui  voudront  profiter  de  cet  Ouvrage , ne  doivent  U lire 
que  la  plume  à la  main , fi  foi™  eux -meme  s les  calculs  qu ils  y 
trouveront. 

Pour  F entendre  avec  plus  de  facilité,  fi  pour  fe  le  rendre  propre 
peu  à peu  fans  fe  rebuter,  ils  pourront  fe  contenter  dans  une  pre- 
mière lecture  de  lire  le  premier,  le  fécond  (fi  le  troifiémc  Livre  juf- 
qu a la  page  y 2 art.  qq , paffer  tout  le  rejle  du  troifième  Livre  , 
(fi  tout  le  quatrième  Livre , (fi  lire  la  feule  prebtiere  Se  fl  ion  du 
cinquième  Livre.  Les  connoiffances , qu‘ils  auront  acquifes  dans 
cette  première  lecture , fuffiront  a ceux  qui  fçavcnt  les  premiers  élé- 
ment de  la  Geometrie  J 'impie  , pour  entendre  la  première  fi  1* 
fécondé  SeFtion  du  huitième  Livre  , où  ils  verront  les  ufages  des 
méthodes  de  F Analyfe  qu  ils  auront  apprifes  , dans  la  Geometrie 
fimple,  dans  Fart  de  jet  ter  les  bombes , fi  dans  les  Problèmes  qui 
font  découvrir  les  centres  cFo filiation  des  pendules  compofes  pour 
donner  la  jufleffe  aux  horloges.  Lis  pourront  même  entendre  la  troi- 
fième  SeFtion  du  huitième  Livre,  ils  y trouveront  les  ufages  de 
F Atutlyfe  (Lins  la  Geometrie  compofèe , fi  en  même  temps  ils  fe 
formeront  une  idée  de  cette  fcience  fi  de  toutes  les  lignes  courbes 
qui  en  font  F objet,  fi  ils  apprendront  les  propriétés  Us  plus  utiles 
des  courbes  Us  plus  fimples , qu’on  appelle  Us  Sellions  coniques. 
Ces  connoiffances  Us  mettront  en  état  d’entendre  Us  Problèmes  des 
articles  q <? S fi  qyp.  Après  quoi  ils  pourront  lire  la  première  Sec- 
tion de  la  féconde  Partie  du  huitième  Livre,  où  efl  expliqué  U calcul 
différentiel , jufqu  à Fart.  pj6  J paffer  aux  art.  fqp,  //o  fifft, 
pour  voir  l’ufage  de  ce  calcul  dans  Us  Problèmes  qui  font  trouver 
les  tangentes  des  courbes  > fi  fans  s’arrêter  au  refie  de  la  fécondé 
Partie  du  huitième  Livre , ils  pourront  lire  la  première  SeFtion  de 
la  troifcme  Partie  , où  font  expliqués  Us  premiers  principes  du 
calcul  intégral  jufqu  à Fart.  666  5 enfin , pourvoir  quelques  ufages 
faciles  de  ce  calcul,  ils  pafferont  tout  le  refie  de  la  troifième  Partie 
jufqu  a la  derniere  SeFtion,  dont  ils  pourront  lire  Us  deux  premiers 
Exemples,  fi  paffer  à la  fécondé  Partie  de  la  derniere  SeFtion  : ils 
verront , dans  U premier  Exemple  Phyfico-mathematique , F inven- 
tion des  Ovales  dont  parle  M’ De  fartes  à la  fin  du  fécond  Livre  de 
fa  Geometrie , dont  il  n’a  pas  donné  V Analyfe.  Le  fécond  Exemple 
Phyfico-mathematique  leur  apprendra  la  refolution generale  du 
ProbUme , où  il  s’agit , après  avoir  donné  à la  première  furface 
d'un  verre  telle  figure  qu'on  aura  voulu , de  trouver  la  figure  qu'il 
fout  donner  à la  fcconde  furfocc  du  mime  verre , afin  que  Us  rayons 
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qui  partent  d'un  point  déterminé,  foient  difposès  parles  réfractions 
qu'sis  fou  friront  à 1 entrée  fi  au  fortir  de  ce  verre,  à s'aller  réunit 
dans  un  mime  point  déterminé.  Ils  pa feront  tout  le  rcjie. 

Les  L et  leurs  qui  commencent,  apprendront,  par  cette  premi-re 
leflure,  les  premières  méthodes  de  i Anafyfe  3 fi  ils  verront  les  u rt- 
ties  de  ces  méthodes  dans  la  Géométrie  fimple  fi  compofée , fidanr 
la  refolution  des  Problèmes  Phyfsco  mathématiques , en  employant 
le  calcul  ordinaire  de  l' Algèbre , le  calcul  différentiel  fi  le  calcul 
intégral. 

Dans  une  fécondé  leflure , (î  les  choies  qu'ils  auront  lues  dans  U 
première  ne  leur  font  pas  a (fex^f ami  fieres , ils  liront  les  trois  pre- 
miers Livrts , la  première  Sefiion  du  quatrième  Livre , la  troi filme 
jufqu  à fart.  66 , (fi  la  quatrième  Sefiion  s la  première  Sefiion  du 
cinquième  Livre , la  fécondé  Sefiion  jufqu  à Hart,  yq,  la  troi  filme- 
Sefiion  jufqu  à f article  joq  3 ils  liront  enfuite  toute  la  première 
Partie  du  huitième  Livre  3 les  trois  premières  Sellions  de  la  fécondé 
Partie , excepté  Hart,  y 36  (fi  les  fuivants  jufqu  à Hart,  yqa  3 ils 
pa  feront  la  quatrième  Sefiion,  (fi  ils  liront  dans  la  noifiéme  Par- 
tie la  première  Sefiion  jufqu' à Hart.  666 , ils  pa  feront  cet  article 
fi  les  fuivants  jufqu'à  Hart  jnq,  qu'ils  pourront  lire  avec  ce  qui 
refie  de  la  première  Sefiion  3 ils  ne  liront  ni  la  fécondé  ni  la  troifième 
Sefiion  , ni  le  premier  Exemple  de  la  quatrièmes  mais  ils  liront  le 
refit  de  la  quatrième  Sefiion , fi  ils  pourront  entendre  les  fix  Exem- 
ples P h) fine  - mathématiques  qui  font  à la  fin  de  la  cinquième 
Sefiion. 

Dans  une  troifième  leflure,  ils  ajouteront  à Ha  precedente  te  fixième 
fi  le  feptiéme  Livre , excepté  la  cinquième  fi  la  fixiènfe  Sefiion 
du  feptiéme  Livre  > fi  il  n'y  aura  plus  rien  dans  le  huitième  Livre 
qu'ils  ne  pu: fient  entendre  i fi  ils  feront  en  état  de  faire  le  choix 
des  Méthodes  de  H Ouvrage  qu'ils  doivent  fie  rendre  les  plus  fami- 
lières. 

-Pour  entendre  tout  cet  Ouvrage,  il  ne  faut  fiavoir  que  les,  ope- 
rations de  H Algèbre  furies  grandeurs  littérales , ce  fi  À dire,  il  ne 
faut  feavoir  que  le  feul  calcul  files  proportions  fi  les  progrc  fiions. 
Ces  cnofes  font  expliquées  dans  les  Traités  fi  Algèbre,  comme  dans 
les  Eléments  du  Pere  P reflet,  ou  dans  leTraite de  laGrandeur 
du  Pere  Lamy  -,  ceux  qui  ont  la  Geometrie  latine  de  Mr  Defcartes, 
peuvent  fe  contenter  du  petit  Traité  dont  le  titre  eft , Principia 
Marhefeos  univerfalis  , qui  eft  au  commencement  du  fécond 
Volume.  Pour  entendre  le  huitième  Livre , il  fujfjït  de  fiavoir  la 

Geometrie 


ï 
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Geomctrie  [impie,  c’ejl  à dire , ce  qui  ejl  contenu  dans  les  fix  premiers 
Livres  d'Euclide.  On  donnera  dans  la  fuite  un  Traité  d’ Algèbre 
(fi  une  Geometrie  fimple. 

Le  fcul  calcul  qui  n'cjl  pas  expliqué  dans  les  Traités  d‘ Algèbre 
dont  on  vient  de  parler , ejl  celui  des  expofants  des  puillànces. 
On  le  mettra  ici  en  peu  de  mots  pour  la  commodité  des  commentants, 
qui  pourront  le  lire  quand  ils  feront  arrivés  aux  endroits  de  cet 
Ouvrage  où  ils  en  auront  befoin. 

Lorfquune  même  grandeur  a ejl  multipliée  par  elle  - même  une 
fois , deux  fois , trois  fois , (fi  ainfi  de  fuite  > les  produits  aa , aaa, 
aaaa , (fie.  s'appcdenHes  puiffances  de  une  grandeur.  Pour  abré- 
ger ces  exprcjjions , l'on  écrit  au  haut  de  cette  grandeur  vers  la 
droite  en  moindre  caraêicre  le  nombre  qui  exprime  combien  de  fois 
chacun  des  produits  contient  la  lettre  a , de  cette  maniéré  a',  a5, 
a4,  a’,  &c.  ces  nombres  s'appellent  les  expofants  des  puiffances  de 
la  grandeur  a ; ainfi  a1  efi  la  fécondé  puiffance  de  a , (fi  z ejl  lex- 
pofint  de  la  fécondé  puiffance  de  a ; j efi  l'expofant  de  la  troifiéme 
puiffance  î & ainfi  des  autres  : on  donne  au  fil  à la  grandeur  (impie  a 
l'unité  pour  expofant,  de  cette  forte  a'  ; ce  qui  marque  la  première 
puiffance  de  a qui  n'eft  point  multipliée  par  elle . meme.  Les  gran- 
deurs dont  les  expofants  font  des  nombres  entiers , s'appellent  des 
puillànces  entières. 

Les  racines  Lune  grandeur  a fe  marquent  ordinairement  par  le 
figne  f avec  le  nombre  au  deffus  qui  marque  fi  c'ejl  la  racine  quar. 
rée  ou  fécondé , la  racine  cubique  ou  troifiéme , la  quatrième  , (fie. 
de  cette  forte  y/a,  ÿa,  y/a,  &c.  Mais  peur  les  réduire  au  mime 
calcul  que  les  puiffances  entières,  on  les  marque  fans  le  figne  V,(fi  l'on 
écrit , pour  leur  expofant , une  frac  lion  dont  le  numérateur  ejl  l unité 
(fi  dont  le  dénominateur  eft  le  nombre  1 fi  c'ejl  la  racine  fécondé  ; le 

nombre  3 , quand  c'ejl  la  racine  troijième , (fie.  de  cette  forte  a*, 
i i i A 

a 1 , a4 , a 1 • &c.  Ainfi  a 1 = y/a  marque  la  racine  fécondé  de  a 5 
(fi  ainfi  des  autres.  Par  le  moyen  de  ces  expre  fiions  on  peut  regar- 
der les  racines  des  grandeurs  comme  des  puillànces  dont  les  ex- 
polànts  font  des  nombres  rompus. 

La  racine  quelconque  d'une  grandeur  zl , a ’ , &c.  qui  ejl  une 
luiffance  entière  ,fe  marque  en  donnant  pour  expofant  à cette  gran- 
’eurune  fraïlion  dont  le  premier  terme  ejl  l'expofant  de  la  puiffance 
»tiere  de  cette  grandeur , (fi  dont  le  fécond  terme  ejl  l expofant 

la  racine  qu'on  veut  exprimer.  Ainfi  la  ranne  fécondé  de  a’  fe 
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■marque  ainfi  av  -}  la  racine  cinquième  de  a7  fe  marque  ainfi  a * . 
il  en  efl  de  mime  des  autres. 

Pour  marquer  une  put  flanc  e en  general,  on  prend  une  lettre  pour 
expofant  ; ainfi  a"  marque  une  puiflance  quelconque  j l’expo  font  (n) 
repre fente  tel  nombre  qu'on  voudra,  foi t entier , foit  rompu , (fi  on 
l’appelle , à caufe  de  cela , un  expofant  indéterminé.  On  peut  aufli 
marquer  une  puiflance  en  general,  dont  [ejepofant  efl  une  fraction, 

de  cette  maniéré  a ",  ce  qui  fignifie  y'a,  ccft  à dire  la  racine  quel- 

• m 

conque  repre /entée  par{  n ) de  la  grandeur  T De  même  a “ = 
marque  la  racine  quelconque , repre [entée  par  [ indéterminée  n,  de  a. 
élevée  a la  puiflance  entière  dont  [cxpofant , quelque  nombre  en- 
tier qu’il  puifle  être , efl  repre  fente  par  t indéterminée  m.  Ces  ex- 
pofant s indéterminés  fervent  à trouver  des  refolu  fions  generales  qui 
conviennent  k toutes  les  grandeurs  particulières  dont  les  puiflance  s 
peuvent  avoir  pour  expofants  quelque  nombre  que  ce  puifle  être  > 
tous  ces  expofants  particuliers  pouvant  être  repre fentès  par  1‘ ex- 
pofant indéterminé.  Ces  chofes  fuppofèes  , voici  le  calcul  des  puifi 
fances  par  le  moyen  de  leurs  expofants. 

Le  calcul  des  puissances  des  grandeurs, 
par  le  moyen  de  leurs  expofants. 

POUR  multiplier  deux  puiflance  s d'une  grandeur,  il  ne  faut 
qu'ajouter  les  deux  expofants  de  ces  puiflanccs , (fi  écrire  la 
fomme  des  expofants  pour  [expofant  du  produit. 

Pour  divifer  une  puiflance  dl une  grandeur  par  une  autre  puif- 
fance  de  la  même  grandeur , il  ne  faut  quêter  [expofant  du  divi- 
feur  de  [expofant  de  la  puiflance  a divifer , (fi  écrire  la  différence 
des  expofants  pour  [expofant  du  quotient. 

Pour  multiplier  a1  par  a.',  il  faut  écrire  a.'**  ou  a1  pour  le  pro- 
duit. Pour  multiplier  a*  par  a1 , il  faut  écrire  Z1*'  ou  a’  pour  le 

produit.  Pour  multiplier  a ’ par  a 1 , il  faut  écrire  pour  le  produit 
i 2 2 i 

a 1 = a 1 . Pour  multiplier  a 1 par  a * , il  faut  écrire  pour  le 
Z*I  JL 

produit  a 1 4 = a * .De  même  le  produit  de  x"  par  xm  efl  xm  * " } 

m n m 

celui  de  x"  par  x'  efl  x”  4‘ 1 } celui  de  x"  par  x r efl  x ~ ? ; celui 
A „,.A  ""*■ 

de  x”  par  x"  efl  x " = x “ . il  en  efl  de  même  des  autres , 
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Tour  divifer  a’  fat  a\  il  faut  écrire  four  le  quotient  a5 ' 1 = a’ j 

de  même  le  quotient  de  a*  far  a'  eft  a1  “ ' = a'  j celui  de  a»  divifè 
, I x 1 1 i_i  ÜL 

fitr  a1  — ^ ■ Le  quotient  de  far  a.1  eft  Z1  7 = a,4i 

* 4 , ± __L 

celui  de  a'  far  a ’ eft  a “ * = a 1 . De  le  quotient  de  xm 
far  x“  eft  xro_n  i celui  de  xra  x"n  eft  xm*u  ; celui  de  xm  far  x'. 

eft  xm-"}  ^ x_m  diviféc  farx  r eft  x * . Il  en  eft 

de  même  des  autres. 

On  remarquera  qu'il  fuit  de  ces  oferations , i ,qu  un  ixfofant 
négatif  marque  que  la  fuiffance , dont  il  eft  i eXfofant , eft  un  divi- 
feur,  ér  qu'elle  eft  far  coufequent  au  dénominateur  i ainft  x-  * 

s=^-n . Il  en  eft 
x 


-,  X 


* JL 

XI 


V 5 


,ra  — a 


l_  Y- 

_ % X m j A 

X • X 

même  des  autres. 
a0.  ]2»e  fout  dans  une  fra&ion , /s/'rr  faffer  une  fuiffance 
du  dénominateur  au  numérateur , os  </»  numérateur  au  dénomina- 
teur, fans  changer  la  valeur  de  la  fraHion.  Far  exemflt  au  lieu 
de—,  on  feut  écrire  zxly~t.  L'on  feut  encore  écrire  jzfji  ■ Ü 
en  eft  de  même  des  autres.  Ces  changement  d'exfreffion  f cuvent 
être  d’ufage  dans  quelques  rencontres. 

f - Qfe  quand  on  multiflie  deux  fuiffances  dont  les  exfofanti 

font  négatifs , far  exemfle  x~  * far  x~  1 } ce  qui  donne  le  f ro- 
dait x_T_ï  = x-'  i cette  oferation  revient  à la  même  chefe 
que  (i  ton  divifoit  x 1 far  x l>  carie  quotient  ferait  auffi  x 1 


jÇ%  Qtn  quand  on  multiflie  la  même  grandeur  ou  la  même 
fuiffance  flufieurs  fois  far  elle-  même  , far  exemfle  x 1 far  x 1 
farx1  far  x L , il  faut  écrire,  four  exfofant  du  f rodait,  le  double 

de  r exfofant  quand  c'eft  x 1 far  x 1 5 le  tri  fie , quand  c eft  x 1 

• ii  ± i i.  A 

far  x 1 far  x1  i le  quadrufle,  quand  c'eft  x 1 far  x 1 far  x 1 far  x j 

x ij 


xsr 
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X i.  x * X i i 

& ainft  des  autres.  Carx1  x x1  = xl  1 =xl  =x'j  xvx 

i X X*i+i  X 1 X X X x+I^X^i 
xl*xl  = x‘  1 ‘ = X‘jXll<XlXXlXX‘  = X‘  lit 

sX'=x1,//  en  ejl  de  même  des  autres.  D’où  Ion  voit  que  pour 

élever  la  puijfance  d'une  grandeur  à une  puijfance  dent  F expofant 

eft  un  nombre  entier,  il  n’y  a qu'à  multiplier  F expo  faut  de  cette 

puijfance  par  F expofant  de  la  puijfance  à laquelle  on  la  veut  élever, 

(J'-  F on  aura  F expo  fini  que  F on  cherche.  Par  exemple  pour  clever  x * 

i , « 

à la  quatrième  puijjance , il  faut  écrire  x 1 ? * — xf, 

D'où  il  fuit  que  pour  avoir  la  racine  d'une puijlance  quelconque, 

il  n'y  a qu'à  divifer  Fcxpofam  de  la  puijjance  par  F expofant  du 

figne  radical  de  la  racine , & le  quotient  fera  F expofant  que  F on 

cherche.  Par  exemple  pour  extraire  la  racine  quatrième  marquée 

1 

1 T i 

par  y de  a ’ , il  faut  écrire  pour  la  racine  a + ==  a 1 1 . C'cjl  la  » 

mime  chofe  des  autres. 

Mais  \ divifé  par  y ejl  la  meme  chofe  que  y multiplié  par  y j 
ainjt  en  regardant  les  racines  comme  des  puijfance  s , c'ejl  à dire , 
réemployant  pas  le  Jigne  radical  V pour  marquer  les  racines,  mais 
leur  donnant,  comme  aux  puijfance  s , pour  expofant  s des  nombres 

l_ 

rompus  j alors  pour  élever  une  puijfance  comme  a » à une  puijfance 
dont  F expofant  ejl  un  nombre  rompu , par  exemple  ÿ , il  ne  faut  que 

, multiplier  F expofant  y de  la  puijfance  propofèe  a T par  F expofant  ~ 

de  la  puijfance  à laquelle  on  veut  élever  a ! , & F on  aura  a > + 

1 

<=  a 11  . Ce  qui  donne  cette  réglé. 

Pour  élever  une  puijfance  quelconque  a"  à une  puijfance  quel- 
conque dont  F expofant  ejl  reprefenté  par  m , il  ne  faut  que  multi- 
plier F expofant  n de  la  puiffance  propofe  a"  par  F expofant  ni  de 
U puiffance  à laquelle  on  veut  élever  uF , & écrire  a”11  pour  la 
puijfance  que  F on  cherche. 

Pour  élever  ci'  à la  puijfance  dont  F expofant  eft-,  il  faut  écrite 
• x x i 

a 1 = a 1 j pour  élever  x"  à la  puijfance  dont  F expofant  eft—-, 

nn  ■ 

il  faut  écrire  x~  p . Il  en  eft  de  même  des  autres. 
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V"oilk  le  calcul  des  puiffances  parle  moyen  de  leurs  expofants  ; 
voici  la  raifon  fur  laquelle  ce  calcul  ejl  fondé  : les  Leïleurs  qui 
fiavent  les  propriétés  des  progreffions  arithmétiques  (fi  des  progref 
fions  géométriques , l entendront  facilement . 


A Progrefïion  géométrique  des  puilîauces  de  a. 


• • r i i 
••  a*’»  4*  > a* 


~r  , ir , T » 1 » eu  a°>  a'>  a1,  a’,  a*,  a’,  a4,  &c. 


B La  même. 


-fr  a"4,  a"',  a"+,  a"’,  a"\  a"',  a0,  a',  a1,  a',a\a',  a4,  &c. 


Toutes  les  puiffances  d’une  grandeur  a mifes  de  fuite , de  ma- 
niéré que  a" , ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe  , l'unité  [oit  entre  celles 
dont  les  expofants  font  les  nombres  entiers  pofitifs  pris  de  fuite , 
(fi  celles  dont  les  expofants  font  les  memes  nombres  négatifs  mis 
auffï  de  fuite  ; toutes  ces  puiffances , dis -je , font*une  progreffion 
géométrique. 

Les  expofants  de  ces  puiffances  font  une  progre.ffion  arithmétique , 
(fi  %cro  qui  eft  entre  les  expofants  pofitifs  (files  expofants  négatifs , 
eft  Pexpofant  de  P unité  ou  de  a°  dans  la  progre.ffion  géométrique  : 
ainfi  il  y a deux  progreffions  dans  P expreffion  B ; la  géométrique 
eft  celle  des  puiffances > P arithmétique  eft  celle  des  expofants. 

Outre  les  termes  marqués  dans  la  progre.ffion  géométrique  B,  on 
en  peut  concevoir  une  infinité  d’autres  de  cette  maniéré.  Entre  a° 
ou  P unité  dr  a1,  on  peut  concevoir  toutes  les  puiffances  infinies  de  a 
dont  les  expofants  font  les  nombres  rompus  pofitifs  moindres  chacun 

que  Pexpofant  i de  a1 , comme  ar  , a*,  aT,  a’ , a * , aï  , &c. 
& P on  peut  concevoir  entre  a°  (fi  a-1  toutes  les  puiffances  à r infini 
de  a , dont  les  expofants  font  les  mêmes  nombres  rompus  moindres 
chacun  que  P uni  te , mais  négatifs. 

On  peut  de  mime  concevoir  e^tre  a'  (fi  a1  un  nombre  infini  de 
puiffances  de  a dont  les  expofants  font  de  fuite  tous  les  nombres 
rompus  pofitifs  qui  furpaffent  l’unité , (fi  font  moindres  que  i.  On 
peut  aujfi  concevoir  entre  a-  ‘ (fi  a “ 1 le  nombre  infini  de  puiffan- 
ces de  a,  dont  les  expofants  font  les  mêmes  nombres  rompus  dont 
on  vient  de  parler , mais  négatif}. 

Ainfi  entre  chacun  des  termes  de  la  progre.ffion  B (fi  celui  qui  le 
fuit , ou  celui  qui  le  précédé , iUpeut  y avoir  une  infinité  d’autres 
termes  qui  feront  tous  les  puiffances  de  es,  mais  leurs  expofants  feront 

» 
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des  nombres  rompus  pofitifs  en  allant  de  a°  vers  la  droite , & néga- 
tifs en  allant  de  a"  vers  la  gauche. 

Pour  faire  concevoir  que  les  expofants  de  ce  nombre  infini  de 
puifiances  de  a mifes  de  fuite  en  progreffion  géométrique  , font 
entreux  une  proyeffion  arithmétique , dont  la  differente  efl  le  plus 
petit  nombre  qu'on  puiffe  imaginer,  tl  n'y  a qu'à  faire  remarquer 
une  maniéré  (impie  de  trouver  ces  termes  moyens  à l'infini  entre  les 
termes  marqués  dans  B.  Par  exemple  pour  trouver  tous  les  termes 
entre  a°  tffté , ou  entre  1 (£■  a’ , il  n'y  a qu'à  prendre  le  terme  moyen 
proport ionel  géométrique  J/ a -,  & pour  avoir  fon  expojant , il  n'y  a 
qu’à  prendre  le  moyen  arithmétique  proportionel  entre  O i qui 

l_ 

efi  ~ . Ain  fi  ton  aura  a°,  a 1 , a'. 

On  prendra  de  meme  la  moitié  de  o -t-  { qui  efi  & la  moitié 

i.  I 

de  { ■+•  i = A,  laquelle  moitié  efi  &ton  aura  -H-  a°,  a + , a% 
On  conçoit  clairement  qu'on  peut  ainfi  continuer  de  pren- 
dre des  termes  moyens  proportionels , tant  les  géométriques  que  les 
arithmétiques  correfpondants , & cela  à t infini  J & qu'on  peut 
en fuite , au  lieu  d’un  moyen  proportionel , prendre  deux , trois , qua- 
tre, &c.  moyens  proportionels  géométriques  entre  deux  termes  voi- 
fins , (fi  prendre  en  même  temps  les  moyens  proportionels  arithméti- 
ques correfpondants  qui  ferviront  d’expofants  aux  géométriques. 

En  imaginant  de  la  même  maniéré  les  moyens  proportionels  géo- 
métriques entre  tous  les  termes  voifins  & les  arithmétiques  qui 
leur  fervent  cT expofants , on  verra  clairement  qu’on  peut  concevoir 
une  progreffion  géométrique  infinie  de  toutes  les  puifiances  de  fuite 
d'une  grandeur,  dont  les  expofants  feront  aufii  une  progre filon  arith- 
métique. 

Z' on  remarquera  que  toutes  les  fois  qu’on  prendra  quatre  termes, 
dans  la  progre  filon  géométrique , qui  feront  entr’eux  une  proportion 
géométrique , les  quatre  expofants  de  ces  quatre  termes  feront 
entreux  une  proportion  arithmétique  : Et  que  toutes  les  fois  qu’on 
prendra  plu  [leurs  termes,  c'efi  à dire  tant  de  termes  qu  on  voudra, 
dans  la  progreffion  géométrique , qui , quoiqu  éloignés  les  uns  des 
autres , feront  pourtant  entr’eux  une  progreffion  géométrique  i les 
expofants  de  tous  ces  termes,  pris  dans  le  même  ordre,  feront  ent/eux 
une  progreffion  arithmétique  ittft  à dire,  la  même  differente  régnera 
dam  leur  progreffion. 


Digitized  by  Google 


AVERTISSEMENT.  xxiij 

Mais  quand  zéro  efl  le  premier  terme  et  une  proportion  arithmé- 
tique o,  1 : 2,  i ■+•  î = 3 , il faut  ajouter  le  fécond  (fi  le  troifième 
terme  , & la  fomme  efl  le  quatrième  terme.  Quand  zéro  efl  le 
quatrième  terme  (tune  proportion  arithmétique  3 , 1 : 1 , o,  il  faut 
retrancher  le  fécond  terme  du  premier , & la  différence  efl  le  ttai- 
fieme  terme.  Enfin  quand  zéro  efl  le  premier  ou  le  dernier  terme 
<t une progreÿion  arithmétique -70, 1,1, 3, 4 ; 4-  4,  J,  2,1,0, 
il  faut  multiplier  le  terme  le  plus  proche  de  zéro , qui  efl  la  diffé- 
rence de  la  progreflion  , par  le  nombre  des  termes  depuis  zéro  non 
Compris , par  exemple  par  4,  fi  ton  veut  le  quatrième  terme  depuis 
zéro  non  compris , (fi  le  produit  efl  le  terme  que  l'on  cherche. 

C' efl  la  raifon  des  réglés  qu'on  a données  pour  multiplier  & pour 
divifer  deux  puiffances  tune  même  grandeur  l'une  par  l’aune  j>a, 
le  moyen  des  expo  fiant  si  & pour  è lever  une  puiffance  tune  gran- 
deur à une  autre  puiffance  dont  texpofant  efl  donné.  Car  pour  mul- 
tiplier par  exemple  a1  par  a' , il  y a une  proportion  géométrique  a® 
ou  1 . a*  a* . a5,  dont  t unité  efl  le  premier  terme , a*  (fi-  a’  font 
le  fécond  (fi  le  troifième  terme,  (file  produit  a’  que  ton  cherche  efl 
le  quatrième  terme.  Les  expofants  o,  i:3,3-^»  = J font  au.ffi 
une  proportion  arithmétique  dont  zéro  efl  le  premier  terme , les 
expofants  1 (fi  $ des  grandeurs  à multiplier , a1,  a \font  le  fécond 
t fi  le  troifième  terme  : a in  fl  ajoutant  1 •+■  3 , la  fomme  y efl  texpo- 
fant  du  terme  a’  que  ton  cherchoit. 

Pour  divifer  a1  par  a‘,  il  y a une  proportion  géométrique  a’ . a* 
::  a’ . a“  ou  1 , dont  a5  efl  le  premier  terme  i le  divifeur  a1  le  fécond 
terme  j le  quotient  a ' que  ton  cherche  e/l  le  trçiflème  terme , (fi 
t unité  dt ou  1 efl  le  quatrième  terme.  Les  expofants  3 , 1 : 1 , o, 
font  auffi  une  proportion  arithmétique  i le  premier  terme  efl  3 , le 
fécond  efl  2,  le  troifième  1 efl  t expo  fiant  du  quotient  que  ton  cherche, 
(fi  zéro  efl  le  quatrième  terme  i ainfi  en  retranchant  le  fécond  ter- 
me 2 du  premier  terme  3 , la  différence  1 efl  texpofant  du  quotient 
que  ton  cherche. 

Pour  clever  la  puiffance  d’une  grandeur  comme  a'  à une  puif- 
fance dont  texpofant  efl  donné , par  exemple  à la  puiffance  dont 
texpofant  efl  4 , il  y a une  progreffion  géométrique  ~r  a°  ou  1 , a' , 
a‘,  a!,  a4,  dont  le  premier  terme  efl  l'unité , la  puiffance  donnée  a' 
efl  le  premier  terme  après  t unité,  tfi-  la  puiffance  a4  que  ton  cherche 
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eft  le  quatrième  terme  après  l unité.  Les  expofants  font  aujfi  une 
progreffion  arithmétique  -r  o,  i , i,  j,  4,  depuis  zéro  J le  premier 
terme  après  zéro  eft  t unité  , & c'eft  la  différence  de  la  progre  ffion  » 
l'expofant  que  l'on  cherche  eft  le  quatrième  terme  après  zéro  > & 
dans  une  progreffion  arithmétique , la  différence  étant  connue , qui 
tft  ici  1 , & le  nombre  des  termes  après  zéro , qui  eft  ici  4,  il  n'y  a 
qu'à  multiplier  la  différence  par  le  nombre  des  termes  depuis  zéro 
non  compris,  & le  produit,  qui  eft  ici  4,  eft  le  terme  que  l'on  cherche 
tte  /•«  prvy.ffînm  rtTithmrti/jtiv  , pir  r nrfe l' pvpofarit  de  la 

pui/fance  a4  que  ton  chcrcboit. 
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ANALYSE  DEMONTREE. 


LIVRE  1. 

DE  L'ANALYSE,  QUI  ENSEIGNE 
à refoudre  les  Problèmes  qui  fe  réduifent 
à des  équations  fimples. 


SECTION  I. 

La  Méthode  de  réduire  un  Problème  en  équations. 
PROBLEME  I. 

ï.  Re  DV IR  E un  Problème  en  équations  i c’ejl  à dire , exprimer 
par  des  équations  tms  les  raports  d'un  Problème. 

L faut  diftingtrer  avec  beaucoup  d’atren- 
cion  les  trois  chofcs  que  renferme  le  Pro- 
blème : i.  Les  grandeurs  connues  : i.  Les 
grandeurs  inconnues  qu’on  cherche  , ou 
qui  fervent  à faire  trouver  celles  qu’on 
cherche  : 3.  Les  raports  connus  entre  les 
grandeurs  connues  & les  inconnues , ou  même  ceux  qui 
iont  entre  les  inconnues. 

x°.  Il  faut  marquer  les  grandeurs  connues  par  les  premiè- 
res lettres  de  l’alphabet  a , b,  c,  &c.  & les  inconnues  par  les 
dernières  s;t,  y,*,  v,  ^ 

Il  eft  bon  aulli  de  marquer  les  grandeurs  connues  & in- 
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connues  par  les  premières  lettres  des  noms  qui  les  expri- 
ment : Par  exemple , de  marquer  un  nombre  en  general 
par  »,  une  fomme  par  s,  le  temps  par  r,  la  viteflè  par  v,  une 
tangente  par  t,  une  Ioutangente  par  s,  6c  ainfi  des  autres  j 
cela  foulage  la  mémoire. 

3°.  Il  faut  fuppolèr  le  Problème  comme  refolu,  en  regar- 
dant les  inconnues  comme  fi  elles  croient  connues,  & trou- 
ver par  le  moyen  des  raports  connus  du  Problème,  autant 
d’équations,  qu’on  a fuppofe  d’inconnues.  11  fautoblërvcr 
autant  qu’on  peut,  l’ordre  naturel  dans  la  formation  des 
équations,  c’en  à dire  qu’il  faut  commencer  par  les  raports 
les  plus  fimples , 6c  le  ibrvir  enfuite  par  ordre  des  raports 
les  plus  compolcs. 

Exemple  I. 

Trouver  le  quatrième  terme  d’une  proportion , dont 
on  connoît  les  trois  premiers  termes. 

i°.  Je  remarque  les  grandeurs  connues  qui  font  les  trois 
premiers  termes  connus , la  grandeur  inconnue  qui  eft  le 
quatrième  terme  , 6c  les  raports  connus  entre  les  grandeurs 
connues  6c  l’inconnue  : dans  ce  Problème , les  raports  con- 
nus font  le  raport  qui  eft  entre  la  première  6c  la  lêconde 
grandeur  connue  , 6c  le  raport  qui  eft  entre  la  troifiéme 
grandeur  connue,  6c  la  quatrième  qui  eft  l’inconnue  qu’on 
cherche  , ces  deux  raports  font  égaux  ; par  confequent  le 
produit  des  extrêmes  eft  égal  à celui  des  moyens. 

2°.  Je  marque  les  grandeurs  connues  par  les  premières 
lettres  de  l’alphabet , 6c  l’inconnue  par  une  des  dernieres  * 
de  cette  maniéré.  Soit  le  premier  terme  —a.  Lcfocond=^, 
Le  troifiéme  =r.  Le  quatrième  = x. 

3".  Par  le  moyen  des  raports  connus  , j’ai  cette  propor- 
tion ti . b ::  c . x. 

Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à celui  des  moyens, 
l’on  aura  cette  équation  ax  — bcy  qui  eft  celle  du  Pro- 
blème. 

Exemple  II. 

Trouver  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  d’une 
progrefiîon  géométrique  qui  va  en  diminuant^  donc  on  con- 
noît le  premier  6c  le  iècond  terme.  * 
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i°.  Je  remarque  les  grandeurs  connues , qui  font  le  pre- 
mier terme  de  la  progreflîon  qui  cft  le  plus  grand , & le 
fécond  terme  , la  grandeur  inconnue  qui  cft  la  fomme  de 
tous  les  termes  infinis  de  la  progrdlîon  : Je  remarque  de  plus 
que  par  la  propriété  des  raports  égaux  qui  font  entre  tous 
les  termes  de  la  progreflîon , la  fomme  de  tous  les  antécé- 
dents, qui  eft  ici  la  lomme  de  tous  les  termes  infinis  de  la 
progrefiion  , pareeque  zéro  eft  le  dernier  terme , cft  à la 
fomme  de  tous  les  conféquents,  qui  eft  la  fomme  de  tous 
les  termes  moins  le  premier , comme  le  premier  ternie  eft 
au  fécond. 

i°.  Je  marque  les  grandeurs  connues  & l’inconnue  de  cette 
maniéré. 

Soit  le  premier  terme  connu  = a. 

Le  fécond  = b. 

La  fomme  inconnue  de  tous  les  termes  jnfinis  = s. 

3°.  Je  me  fers  ainfl  du  raport  connu  pour  former  l’équa- 
tion du  Problème. 

La  fomme  de  tous  les  antécédents  de  la  progreflîon  qui 
eft  ég^le  à •/  — o,  c’eft  à dire  la  fomme  s,  eft  à la  fomme  de 
tous  lesconfcquents  qui  eflr  — a\  comme  le  premier  ter- 
me a eft  au  fécond  b,  & j’ai  cette  proportion 
S.  S — a::  a . b. 

Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à celui  des  moyens, 
l'on  aura  cette  équacion  b s — as  — aa,  qui  eft  telle  du 
Problème. 

Exemple  III. 

Trouver  deux  grandeurs  dont  on  connoît  la  fomme 
& la  différence. 

i°.  Soit  la  fomme  connue  des  deux  grandeurs  incon- 
nues — a. 

Soit  leur  différence  connue  — d. 

Soit  la  première  & la  plus  grande  des  deux  grandeurs» 
inconnues  = 

La  fécondé  -y- 

i°.  Il  y a deux  raports  connus  , le  premier  eft  que  la 
fomme  des  deux  inconnues  eft  égale  à a,  ce  qui  donne  cette 
première  équation  x -+-  y= a. 

Le  fécond  raport  connu  eft  que  la  différence  des  deux 
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inconnues  cil  égale  à d,  ce  qui  donne  cette  fécondé  équa» 
tion  x — y — d. 

L’on  a ainfi  les  deux  équations  du  Problème, 

R E M A R q^u  E. 

Lors  qjj’  i l n’y  a pas  a fiez  de  raports  connus  pouf 
trouver  autant  d’équations  qu’on  a lùppofé  d’inconnues,  le 
Problème  a plufieurs  réiolutions  , comme  on  le  fera  voir 
dans  la  luire,  ôc  on  l’appelle  indéterminé. 

De' finition. 

T.es  grandeurs  qui  font  des  deux  côtes  du  ligne  =dans 
une  équation,  font  nommées  les  deux  membres  de  l’équa- 
tion, x — y eil  le  premier  membre  de  l’équation  x — y—d, 
éc  d en  efl  le  fécond  membre. 

Avertissement. 

A p R e's  avoir  réduit  un  Problème  en  équations,  il  faut 
faire  en  forte  que  les  inconnues  des  équations  fe  trouvent 
lêules  dans  le  premier  membre,  6c  qu’il  n’y  ait  que  des  gran- 
deurs connues  dans  le  féconds  ce  qui  donne  la  rélolution 
du  Problème. 

Le  dégagement  des  inconnues  des  équations,  & les  pré- 
parations pour  y arriver,  fe  font  par  l’addition  , la  fouftrac- 
tion , la  multiplication,  la  diviiion,  l’extradion  des  raci- 
nes , 6cc. 


SECTION  II. 

La  Méthode  de  dégager  les  inconnues  des  équa- 
tions, & de  préparer  les  équations 
à ce  dégagement, 

TJ/Â'ge  de  t addition  & de  la  fouftraflion  four  le  dégagement 
des  inconnues , & four  y f réparer  les  équations. 

2,  ¥ 'Addition  & la  fouftradion  fervent  à faire  pafler 
J /une  ou  plufieurs  grandeurs  d’un  membre  de  l’équa- 

tion dans  l’autre. 
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Il  faut  effacer  la  grandeur  qu’on  veut  faire  paflèr,dans  le 
membre  où  elle  eft,  8c  l’écrire  dans  l’autre  membre  avec  un 
fïgne  contraire  à celui  qu’elle  avoit. 

Par  exemple,  dans  l’équation  b s — as — a a , on  fera 
paffer — aa  au  fécond  membre  dans  le  premier,  en  l'effa- 
çant dans  le  fécond  membre , 6c  l’écrivant  dans  le  premier 
avec  le  ligne  -♦*,  8c  l’on  aura  bs-*-aa-=as. 

On  fera  pallér  de  même  dans  l’équation  bs-*~aa  = as, 
la  grandeur -r~bs  du  premier  membre  dans  le  fécond,  en 
l’effaçant  dans  le  premier,  8c  en  l’écrivant  avec  le  ligne — • 
dans  le  fécond , 8c  l’on  aura  aa^as  — b s. 

De'  MONSTRATION. 

L’o  n ne  fait  dans  cette  tranfpofition  qu’ajouter  ou  retran- 
cher des  grandeurs  égales  dans  chaque  membre  de  l’équa- 
tion : car  en  ajoutant  -*-aa  dans  chaque  membre  de  l'équa- 
tion bs  — as  — aa,  l’on  trouve  aa  +-bs—as — aas-aa , 
8c  — aa  ■+•  aa  étant  égale  à zéro,  on  l’efface,  8c  il  refte  aa 
■+•  bs  — as.  Et  en  retranchant  bs  dans  chaque  membre 
de  aa-r- bs  — as , l’on  trouve  aa-r-bs — bs  = as  — bs , 8c 
-t-bs  — b s étant  égal  à zéro,  on  l’efface,  8c  il  refte  aa=as 
— b s.  Par  conféquent  les  deux  membres  demeurent  tou- 
jours égaux  après  cette  tranfpofition, 

TJfaips  de  la  tranfpofition, 

1.0  N peut  mettre  par  tranfpofition  toutes  les  quantités 
où  eft  l’inconnue  dans  un  membre , & toutes  les  quantités 
connues  dans  l’autre,  comme  on  le  voit  dans  la  derniere 
équation  ; ce  qui  fervira  au  dégagement  des  inconnues. 

a.  On  peut  mettre  par  tranfpofition  toutes  les  quantités 
d’une  équation  dans  un  membre,  8c  zéro  dans  l’autre  ; ce 
qui  férvira  dans  les  Livres  fuivans.  Gar  en  effaçant  toutes  les 
quantités  d’un  membre , 8c  les  écrivant  avec  des  lignes  con- 
traires dans  l’autre  membre , l’égalité  demeure  toujours,  8c 
zéro  fè  trouve  feul  dans  le  membre  où  l’on  a effacé  toutes 
les  quantités.  Par  exemple , fi  l’on  a xx  — axt  — ab,  l’on 
aura  par  tranfpofition  **  — ax  — ab=  o. 

3.  On  peut  rendre  pofitives  par  le  moyen  de  la  tranfjjofî- 
tion  , les  grandeurs  négatives  de  l’équation  , les  ôtant  du 
membre  où  elles  font  négatives , 8c  les  mettant  dans  l’autre 
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avec  le  figue  -+-  ; ce  qui  fert  à rendre  l’inconnue  pofitive , 
quand  elle  eft  négative,  & à faire  trouver  la  valeur  pofitive 
de  l’inconnue. 

4.  Lorfque  la  même  grandeur  fê  trouve  avec  le  même 
figne  dans  chaque  membre  de  l’équation,  comme  dans  cec 
exemple  ax-*-ab—-\-ab-*-bc>  il  faut  l'effacer,  & l’on  aura 
ax  = bc. 

'Vfages  de  la  multiplication  pour  préparer  les  équations , pour 
en  èter  les  [rallions , & pour  en  dégager  les  inconnues. 

3.  j.  Lorsqjue  l’inconnue  eft  divifée  par  une  grandeur 
connue,  comme  dans  cet  exemple  on  peut  dégager 

l’inconnue  de  cette  grandeur  connue,  en  multipliant  cha- 
que membre  par  la  grandeur  , par  laquelle  l’inconnue  x 
eft  divifée , & l’on  aura  x = ^~. 

z.  On  peut  encore  ôter  par  la  multiplication , toutes  les 
fraftions  d’une  équation. 

Il  fauc  multiplier  les  deux  membres  de  l'équation  par  le 
dénominateur  de  la  première  fraftion,  & multiplier  la  nou- 
velle équation  par  le  dénominateur  de  la  féconde  fraction, 
& ainfi  de  fuite,  & l’on  trouvera  une  équation  où  il  n’y  aura 
plus  de  fraftions. 

Exemple.  Il  faut  ôter  les  fraftions  de  l’cquation  J-*-  A 
j 

e * 

Je  mulciplie  chaque  membre  par  a , & je  trouve  l’équation 

x-i-4  =t±. 

Je  multiplie  enlùite  chaque  membre  de  cette  équation  par 
le  dénominateur  r,  8c  je  trouve  cx-t-ab 

Enfin  je  multiplie  chaque  membre  de  cette  équation  par 
le  dénominateur  r,  & je  trouve  cex -+-  abe = acd  où  il  n’y  a 
plus  de  fractions. 

On  peut  ôter  tout  d’un  coup  toutes  les  fraftions  d’une 
équation , en  multipliant  chaque  membre  par  le  produit  de 
tous  les  dénominateurs. 

Dans  l’exemple  precedent  en  multipliant  -* -+-  J = 7 par 
ace  produit  de  tous  les  dénominateurs,  l’on  trouve  l’équa- 
tion dans  laquelle  effaçant  les  lettres  com- 

munes au  numérateur  8c  au  dénominateur  de  chaque  frac- 
tion, l’on  aura  l'équation  fans  fraftions  cex  -t-  abe  = acd, 
comme  on  l’avoir  trouvée. 
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D'où  l'on  voit  que  fi  toutes  les  quantités  d’une  équation 
étoient  divifees  par  une  même  grandeur,  il  n’y  auroit  qu’à 
effacer  cette  grandeur , & l’équation  feroit  fans  fractions. 

3.  On  peut  aufîi  faire  en  force  par  la  multiplication,  qu’une 
des  grandeurs  connues , laquelle  on  voudra , devienne  un 
quarré  ou  une  puillànce  parfaite  , en  multipliant  chaque 
membre  de  l’équation  par  cette  même  grandeur , ou  par  fa 
racine;  par  exemple,  dans  cette  équation  axx abc — r’ , 
on  peut  rendre  la  grandeur  c’  quarrée  en  multipliant  cha- 
que membre  par  c,  ôc  l'on  aura  acxx  -+■  abcx  = c+. 

On  peut  aulfi  par  ce  moyen  faire  en  forte  dans  quelques 
équations,  où  la  plus  haute  puiflancc  de  l’inconnue  cft  mul- 
tipliée par  quelque  grandeur  connue,  que  cette  grandeur 
devienne  quarrée  ou  une  puifîànce  parfaite. 

Par  exemple,  fi  l’on  a l’équation  axx-*-  a b x = bbc , on 
rendra  quarrée  la  grandeur  axx , en  multipliant  chaque 
membre  parla  grandeur  connue  a,  êcl’on  aura  aaxx -+  aabx 
— abbc. 

Enfin  on  pourroit  ôter  toutes  les  grandeurs  incommen- 
furables  d’une  équation , lorfqu’elle  en  a,  par  le  moyen  de 
la  multiplication  ; mais  cet  ufâge  n’étant  qne  pour  les  équa- 
tions compofees,  il  fera  mieux  placé  dans  le  Livre  luivant. 

Dcmonftration  de  tous  ces  ufages. 

I l eft  évident  que  dans  toutes  les  operations  précédentes, 
on  multiplie  les  deux  membres  de  l’équation  par  des  gran- 
deurs égales  ; par  confequent  ils  font  encore  égaux  apres  U 
multiplication. 

Ufages  de  la  divifton  pour  préparer  les  équations , & pour 
dégager  les  inconnues. 

. 1.  L o r.  s e l’inconnue  eft  multipliée  par  une  grandeur 
connue  dans  une  équation , comme  dans  le  premier  exem- 
ple de  la  première  Section  , où  l’on  a trouvé  ax  — bc , on 
dégagera  l’inconnue  en  divifânt  chaque  membre  par  cette 
grandeur  connue. 

Ainfi  divifânt  chaque  membre  par  a,  l’on  aura  * = ce 
qui  donne  la  réfolution  du  Problème , où  l’on  voir  que  le  4e 
terme  d'une  proportion  étant  inconnu,  Ce  les  trois  premiers 
étant  connus , l'on  trouvera  le  4e  en  divifânt  le  produit  du 
fécond  6c  du  troifiéme  par  le  premier. 
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On  dégagera  de  meme  l’inconnue  dans  l’équation  du 
. fécond  exemple  bs—as — aai  car  par  tranfpofition  l’on 
' aura  aa=as — bsi  & divifant  chaque  membre  par  a — b, 
l’on  aura  j~—s.  C’eft  à dire  fi  l’on  divifè  le  quarré  du  pre- 
mier terme  d’une  progreflion  géométrique  qui  va  en  dimi- 
nuant , par  le  premier  terme  moins  le  fécond , le  quotient 
fera  égal  à la  lomme  de  tous  les  termes  infinis  de  la  progref. 
fion. 

2.  Lorfque  toutes  les  quantitez  d’une  équation  font  mul- 
tipliées par  une  meme  lettre  ou  par  une  même  grandeur  i 
on  rendra  l’équation  plus  fimple,  en  divifant  toutes  les  quan- 
titez qui  la  compofent  par  cette  grandeur  commune. 

Par  exemple , fi  l’on  a l’équation  axx — ab x=bc x , en 
divifant  toutes  les  quantités  par  x,  l’on  aura  l’équation  plus 
fimple  ax — ab  — bc. 

3.  Lorfque  les  deux  membres  d’une  équation  ont  un  divi- 
fèur  commun,  on  la  réduira  à une  équation  plus  fimple,  en 
divifant  chaque  membre  par  leur  commun  aivifèur. 

Par  exemple,  les  deux  membres  de  axx — aax^abx 
— aab , ont  le  divifeur  commun  ax  — aa  i en  divifant  cha- 
cun par  ax — aa,  l’on  aura  l’équation  fimple  x=b,  où  l’in- 
connue eft  entièrement  dégagée, 

Dèmonftration  de  tous  ces  ufages. 

ï l eft  évident  que  dans  toutes  les  operations  précédentes, 
on  divifè  les  deux  membres  égaux  a’une  équation  par  des 
grandeurs  égales  j par  confcqucnt  ils  font  encore  égaux 
après  la  divifion. 

'Vfages  de  l’extraHion  des  racines  pour  préparer  les  équations, 
& pour  dégager  les  inconnues. 

y.  r.î>OR.SQt;E  le  fécond  membre  d’une  équation  ne  contient 
que  des  grandeurs  connues,  &que  le  premier  membre  où 
eft  l’inconnue  contient  une  puiffance  parfaite,  il  faut  extraire 
la  racine  de  ces  deux  membres , & l’on  aura  une  équation 
plus  fimple. 

L’on  a par  exemple  l’équation  xx-=s^aa.  il  faut  extraire 
la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  & l’on  aura  x — a. 
De  la  même  maniéré  en  tiranc  la  racine  cubique  de  chaque 
membre  de  l’équation  x'—aab,  l’on  aura  x=ÿ aab. 

Le 
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Le  premier  membre  de  l’équation  xx — ijx aa~  bc , 
eft  un  quarré  parfait  ; ainG  en  tirant  la  racine  quarrée  de 
chaque  membre  , on  aura  l’équation  fimple  x — a=sVbc, 
par  tranfpoGtion  x=a-+-V  bc. 

Le  premier  membre  de  l’équation  x' — $œxx-h  3 aax — a' 
—abc,  eft  un  cube  parfait  ; ainfi  en  tirant  la  racine  cubique 
de  chaque  membre,  l’on  aura  l’équation  Ginple  x — a~fabc, 
& par  tranfpoGtion  *=,*-+-  éjabc. 

z.  Il  y a plufieurs  équations  dont  le  premier  membre  de- 
viendroit  une  puiflance  parfaite , G on  lui  ajoutoit  une  gran- 
deur connue  ; par  exemple , G l’on  ajoutoit  -+-  a.t  au  premier 
membre  de  l’equation  xx — lax  — bc , le  premier  membre 
fêroit  le  quarré  xx — iaxs-aa  * dans  ce  cas  il  faut  ajouter 
à chaque  membre  la  grandeur  connue  qui  rend  le  premier 
membre  une  puiflance  parfaite , Si  l’on  aura  xx — iax-t-aa 
=.aa-+-ba  il  faut  enfuire  tirer  la  racine  de  chaque  mem- 
bre , & l’on  aura  x — a—Vaa- 1-  bc , qui  eft  une  équation 
fimple,  où  l’on  aura  par  tranfpoGtion  x—as-Vaa- 1-  bc. 

De  la  même  maniéré  fi  l’on  retranche  b''  de  chaque  mem- 
bre de  l’équation  x’ — $bxx-*-$bbx=c',  l’on  aura  l’équa- 
tion x* — j bxx-t-)bbx — b'=c' — b\  dont  le  premier  mem- 
bre eft  un  cube  parfait  ; ainfi  en  tirant  la  racine  cubique  de 
chaque  membre,  on  aura  l’équation  fimple  x — bz=^/c- — b', 
Sc  par  tranipoficion  x — b-r-  yc1  — Œ. 

Le  fécond  ufage  de  l’excradion  des  racines  fêrt  à réduire 
à des  équations  limples,  toutes  les  équations  où  l’inconnue 
eft  élevée  au  quarré  dans  une  des  grandeurs  de  l’équation, 
&:  linéaire  dans  queiqu’autre  grandeur , comme  l’équation 
xx — ax=ab. 

Ces  équations  font  nommées  du  fécond  degré , & l’on  y 
diftingue  trois  termes  : le  premier  eft  xx,c’eft  à dire  le  quarré 
de  l’inconnue  5 le  fécond  eft  celui  où  l'inconnue  eft  linéaire, 
comme — axi  le  troifiéme  & dernier  terme  eft  celui  qui  ne 
contient  que  des  grandeurs  connues , comme  ab. 

J.  a méthode  de  réduire  toutes  Us  équations  du  fécond  degré  i des 
équations  fimflcs  : ce  qui  en  donnne  la  réfalution. 

• Pour  réduire  les  équations  du  fécond  degré  à des 
équations  Amples , i°.  il  faut  faire  pafler  les  grandeurs  tou- 
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tes  connues  dans  le  fécond  membre.  i°.  Il  faut  prendre  la 
moitié  de  la  grandeur  connue  qui  multiplie  l’inconnue  li- 
néaire dans  le  fécond  terme.  3“.  Ajourer  le  quarré  de  cette 
moitié  à chaque  membre  de  l'équation,  6c  le  premier  roenu 
bre  deviendra  un  quarré  parfait.  4".  Il  faut  tirer  la  racihe 
quarrée  de  chaque  membre  , ôc  l’on  aura  une  équation 
fimple. 

Exemple.  Il  faut  réduire  l’équation  xx — ax — ab  = o à 
une  équation  fimple. 

i°.  Je  fais  palier  la  grandeur  connue — ab  dans  le  fécond 
membre , 6c  je  trouve  xx — ax=.ab. 

Je  prens  { a qui  cft  la  moitié  de  la  grandeur  connue  a 
du  fécond  terme. 

3°.  J’ajoute  \aa>  qui  cft  le  quarré  de  cette  moitié,  à cha- 
que membre,  6c  je  trouve  xx — ax  -t- \aa  — \aa  -*-ab, 
dont  le  premier  membre  eft  un  quarré  parfait , qui  a pour 
fà racine  x — {a. 

4°.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , 6c  je 
trouve  l’équation  fimple  x — \ a = >/ J aa  -t-  ab , 6c  par 
tranfpofition  x = [ a V ‘ aa  -+-  ab. 

T roijièmc  ttfage  de  l'extraction  des  racines. 

y.  L’o  n trouve  dans  la  réfolution  de  quelques  Problèmes 
deux  équations , qui  étant  joinces  enfémble,  ou  retranchées 
l’une  de  l’autre,  font  trouver  une  équation  dont  le  premier 
membre  où  eft  l’inconnue,  cft  une  puiffance  parfaite  > ou 
bien  ces  équations  étant  élevées  au  quarré , au  cube , 6cc. 
6c  enfuite  jointes  enfemble  ou  retranchées  l’une  de  l’autre, 
l’on  trouve  une  équation  dont  le  premier  membre  où  eft 
l’inconnue,  cft  une  puiflànce  parfaite  : dans  ce  cas  il  faut 
extraire  la  racine  de  chaque  membre  de  la  derniere  équa- 
tion que  l’on  a trouvée , 6c  l’on  aura  une  équation  plus 
fimple. 

Exemple ■ 1.  Si  l’on  a les  deux  équations  -4-  3 a'x=b\ 

6C  SrfVV-t-  /*'  = £•’. 

Les  ajoutant  l’une  à l’autre,  l’on  aura  }axx -s- $aax 
b'-t~ci,  dont  le  premier  membre  eft  le  cube  de  .v-i -a, 

11  faut  extraire  la  racine  cubique  de  chaque  membre, 6c  l’on 

aura  l'équation  fimple  x-r-a~  ÿb'  -1-  P,  6c  par  tranfpofition 
x — a -4  y/  b'  -4-  d . 
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Exemple  II.  L’on  a les  deux  équations  xx — y y = \p, 
& ■*'-+•  }* yy  = | q. 

Si  l'on  éleve  la  première  à la  troifiéme  puiflanee,  & la 
fécondé  au  quarré,  l’on  aura  x‘—  i*yy-+ 3X*/— 

& xs  -+-  6x'yy  •+•  9**/  = \ qq. 

Retranchant  le  premier  membre  de  la  première  du  pre- 
mier membre  de  la  fécondé,  & le  fécond  membre  de  la  pre- 
mière du  fécond  membre  de  la  fécondé,  l’on  trouve  9 x'yy 
-+-  6xxy*-^-y‘  = { qq — Tf/->  dont  Ie  premier  membre  eft  le 
quarré  de  '}xxy-*-y'. 

C’eft  pourquoi  tirant  la  racine  guarree  de  chaque  mem- 
bre, l’on  trouve  \xxy -+-/  = VI  qq  — ~hP'- 

Enfin  ajoutant  cette  équation  à l’équation  3 x y y 

==~q,  l’on  trouve  x’  -+-  3xxy  +}xyy-+-y'=  { — ijp  > 

donc  le  premier  membre  eft  le  cube  de  .r+y. 

C’eft  pourquoi  tirant  la  racine  cubique  de  chaque  menu 

bre,  l’on  trouve  l’équation  fimple  x+y=^\/  tq+^Xqq — xlj, 

■ ■ - -■  ' • -•  ' 

Dèmenftration  de  tous  ces  ufuges. 

Les  racines  quarrées,  ou  cubiques,  ou  quatrièmes,  Scc. 
de  grandeurs  égales , font  égales:  or  il  eft  évident  que  dans 
toutes  les  operations  precedentes , on  tire  des  racines  quar- 
rées, ou  cubiques , 8ec.  de  grandeurs  égales  ; les  grandeurs 
que  l’on  trouve  font  donc  encore  égales,  & elles  font  une 
équation,  mais  elle  eft  plus  fimple. 

Avertissement. 

. v 

Les  operations  precedentes  fuffifent  pour  dégager  l’in- 
connue des  équations  fimples,  lorlqu’il  n’y  en  a qu’une  feule, 
mais  l’on  a encore  befôin  des  fubftitudons , lorfqu’on  trouve 
plufieurs  équations  fimples  dans  la  rcfolucion  d’un  Problè- 
me, qui  contiennent  plufieurs  inconnues. 

Des  Substitutions. 

8.  Lors qjj’ il  n’y  a qu’une  inconnue  dans  le  premier 
membre  d’une  équation,  lfcs  quantités  dont  le  fécond  meny 
bre  eft  ccmpofé  , font  la  valeur  de  cette  inconnue. 

Dans  l’équation  x—a-h-b,  a -+-  b eft  la  valeur  de  .v. 
Subftituer  la  valeur  d’une  inconnue  dans  une  équation , 

B ij 
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. c’eft  y mectre  cette  valeur  à la  place  de  l’inconnue , ou  les 
puiilànces , ou  les  racines  de  cette  valeur  à la  place  des 
iêmblables  puiilànces,  ou  des  Iêmblables  racines  de  l’in- 
connue. 

D’où  il  fuit,  i°,  que  fi  l’inconnue  eft  dans  l’équation 
avec  le  ligne  -+-  ou  — , il  faut  l’oter  de  l’équation , & mettre 
la  valeur  en  fa  place  avec  fes  lignes  fi  l’inconnue  a le  ligne -t-, 
avec  des  lignes  contraires  fi  l’inconnue  a le  ligne  — . 

a\  Si  l’inconnue  eft  multipliée  ou  divilee  dans  l’équation 
par  queiqu’aurre  grandeur,  il  faut  multiplier  ou  divilêr  la 
valeur  de  l’inconnue  par  cette  grandeur,  & la  mettre  dans 
l’équation  à la  place  de  la  grandeur  où  étoit  l’inconnue:  ce 
qui  fe  doit  aulïï  entendre  des  puiilànces  de  l’inconnue , ou 
de  les  racines. 

Enfin  de  quelque  maniéré  que  foie  l’inconnue  dans  une 
équation,  il  faut  y mettre  de  la  même  maniéré  là  valeur  â 
là  place.  Tout  ceci  s'entendra  mieux  par  des  exemples. 

Exemple  I. 

Pour,  fubftituer  la  valeur  de  qu’on  lüppolè  =a — x, 
dans  l’équation  x—y—d-,  il  faut  ôter — y de  cette  équa- 
tion ,&  mettre  en  fa  place  fa  valeurs— a:,  en  changeant 
a les  lignes  de  cette  valeur*,  èc  l’on  aura* — a-*-x  = d j & 
en  abrégeant  l’on  aura  xx — a—d,&c  par  tranlpofition  ix 
=a-*-d,8cc  n divilânt  chaque  membre  par  deux,  l’on  aura 
x=^~-'  j ce  qui  fait  voir  l’ulage  des  fublfiçutions. 

Exemple  IL 

Pour  fubftituer  la  valeur  de  x , qu’on  lùppolê  —y  -+■  i , 
dans  l’équation  xx — îx — } = 0;  il  faut,  i°,  élever  chaque 
membre  de  x—y  •+■  i au  quarré , ôc  l’on  aura  xx  —yy- t- xy 
*+- 1. 

i°.  Multiplier^  -w  valeur  de  x par  — 2,Scl’on  aura — xx 

3e.  II  faut  mettre  dans  l’équation  xx  — xx  — 3 = o,  à la 
place  de  xx  & de  — xx,  leurs  valeurs , & l’on  aura  yy — 4 
=*o,  au  lieu  de  xx — xx  — 3 = 0,  & par  rranfpofition  l’on 
aura yy= 4, 8cy=x,  l’on  aura  la  valeur  de  x toute  connue, 
en  mettant  à la  place  de^>  dans  l’équation  x=y- t-i,  là  va- 
leur i,  car  l’on  trouvera  x = 3. 
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L’operation  fe  fait  de  cette  maniéré. 

L’cquation  propofée  eft  xx — tx — 3 — 0 1 ^on  wppofe 
x=y+ 1. 

L’on  aura  donc  xx  — yy  ■+■  iy  •+■  i • 

— ix  ~ — iy  — ». 

— 3 — —3- 

Donc  xx  — ix — 3 = o—yy  * — +=°- 
Exemple  III. 

On  propofe  de  fubftituer  dans  l'équation  x—i=f  la  valeur 
de  * prilè  dans  l’équation  ^==  — i -+■  ' on  trou~ 

ve  en  mettant  au  lieu  de  ^ là  valeur , 

» <4- 1 — - y *4  * -+»  j 1 


— x y ij+a  + i+i’ 

-+•  '• 

Il  faut  enfuite  abréger  cette  expreflion  par  les  operations 
ordinaires  de  l’Algebre,  de  cette  maniéré. 


«-+- 1 — y*o-k-  * -*■  & -4-  » 

YT+ï  . 

ÿ -4-  *"■+■  * ”*•  I 
Vt  + i. 

r^r  x yr^~r  T — 


y «4 4-*-  < 


vji4.ix  vT^ x yi-»  i 


ya*-4- a -+•«■- t-i 


y a -4-1  xVt-i-1  J _ J , 

y 4 -4-i 


y* -»-i  x yi-4- 1 
y ac  -4-  a -K  f -4-  I 

yt^hî 


L’on  aura  donc  l’expreflion  la  plus  {impie  * = * 


y ac  -4-  a -4- c -4-1. 

ytHrï. 


Dhrumft ration  des  fuhflimions. 


L’o  n met  par  la  fubftitution  des  grandeurs  égales  dans 
une  équation , à la  place  d’autres  grandeurs  qu  on  en  ôte  » 
par  confequent  les  deux  membres  de  l’équation  demeurent 
toujours  égaux. 
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SECTION  III. 

Où  l’on  explique  U manière  de  réfoudrt  entièrement  les 
Problèmes  J impies  ou  du  premier  degré , & l'on 
en  apporte  pluficurs  exemples. 

PROBLEME  II. 

9.  Apres  avoir  réduit  un  Problème  en  autant  d'équations 
qu'on  a pis  d’ inconnues  > trouver  la  valeur  connue  de  toutes  les 
inconnues , c'cjl  à dire  trouver  la  réfulution  du  Problème. 

Première  maniéré. 

1°.  /''V  N écrira  routes  les  équations  du  Problème  qui 
expriment  tous  les  raports  connus  qui  font  entre 
les  inconnues  & les  connues , & on  les  nommera  les  premiè- 
res équations. 

i°.  On  en  prendra  une,  qu’on  écrira  à part, l’on  prendra  , 
la  valeur  de  l’une  des  inconnues  qu’elle  contient , & l’on 
fubftituera  cette  valeur  à fa  place  dans  toutes  celles  des  pre- 
mières équations  où  fe  trouve  cette  inconnue,  excepte  celle 
où  on  l’a  dégagée*  après  quoi  cette  inconnue  ne  fe  trouvera 
plus  dans  les  équations  où  fa  valeur  a été  fubftituée  ; on 
écrira  toutes  ces  nouvelles  équations , & l’on  y ajoutera 
celles  des  premières  équations  où  l’inconnue  qu’on  a ôtée, 
n’étoit  point,  s’il  s’en  trouve  quelqu’une,  & on  les  nommera 
les  fécondés  équations. 

30.  On  prendra  une  de  ces  équations,  que  l’on  écrira  avec 
celle  qu’on  a déjà  mile  à part,  on  prendra  la  valeur  de  l’une 
des  inconnues  qu’elle  contient,  2e  on  la  fubftituera  à (à 
place  dans  toutes  celles  des  fécondés  équations  otife  trouve 
cette  inconnue  ; ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  où 
cecte  inconnue  ne  fe  trouve  plus.  On  les  écrira,  2e  l’on  y 
ajoutera  celles  des  fécondés  équations  où  ne  fe  trouvoit  pas 
cette  inconnue,  & on  les  nommera  les  troisièmes  équations, 
ftir  lefquelles  on  opérera  comme  l’on  a fait  fur  les  équations 
precedentes,  2c  l’on  continuera  l’operation  jufqu’à  ce  qu’on 
trouve  une  équation  où  il  n’y  ait  qu’une  feule  inconnue. 
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4®.  On  prendra  la  valeur  de  l’iaconnue  de  cette  équation, 
Sc  on  la  fubftituera  dans  celle  des  équations  mifès  à part,  où 
il  n'y  a que  cecte  inconnue  & une  autre  , 8c  il  n’y  reliera 
que  cette  autre  inconnue , dont  on  prendra  la  valeur,  qu’on 
fubftituera  dans  une  des  équations  mifes  à parc  où  il  n’y  a 
que  cette  inconnue  avec  une  autre.  En  continuant  d’operer 
de  cette  maniéré , on  trouvera  les  valeurs  connues  de  toutes 
les  inconnues,  8c  l’on  aura  la  réfolurion  du  Problème. 

Seconde  maniéré. 

1 A.p«.ï's  avoir  écrit  les  premières  équations,  on  prendra 
toutes  les  valeurs  d’une  meme  inconnue  dans  toutes  celles 
des  premières  équations  où  elle  le  trouve , 8c  l’on  en  écrira 
une  a part. 

«z°.  On  comparera  toutes  ces  valeurs  les  unes  avec  les 
autres  ; ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations,  qu’on  écrira, 
fie  l’on  y ajoutera  celles  des  premières  où  n’étoit  point  cette 
inconnue  ,-s’il  s’en  trouve , 6c  l’on  aura  les  fecopdes  équa- 
tions. 

3°.  On  opérera  fur  celles-ci  comme  on  a fait  fur  les  pre- 
mières, 8c  l’on  continuera  jufqu’à  ce  qu’on  (bit  arrivé  à une 
équation  où  il  n’y  ait  qu’une  inconnue. 

4°.  On  en  prendra  la  valeur,  fie  on  la  fubftituera  dans 
celles  des  équations  miles  à part  où  elle  le  trouve  avec  une 
feule  autre  inconnue  , fie  l’on  continuera , comme  dans  la 
méthode  precedente,  jufqu’à  ce  qu’on  ait  lc&> valeurs  con- 
nues de  toutes  les  inconnues. 

R E m a R Q^u  E. 

L orsq^j’o  n a trouvé  la  valeur  toute  connue  d’une  feule 
inconnue , fi  l’on  n’avoit  pas  mis  à parc  les  équations  dont 
on  a parlé , on  trouveroit  neanmoins  la  valeur  de  toutes  les 
inconnues  en  fubftituant  la  valeur  toute  connue  dans  une 
des  équations  où  il  n’y  a que  l’inconnue  qui  a cette  valeur 
avec  une  fécondé  inconnue, Sc  après  la  fubftitution  on  pren- 
droit  la  valeur  toute  connue  de  la  féconde  inconnue , 6c  on 
la  fubftitueroit  avec  la  valeur  de  la  première  inconnue  dans 
une  des  équations  où  il  n’y  a que  les  deux  premières  incon- 
nues avec  une  troifiéme  * 8c  en  continuant  cette  operation, 
on  crouveroic  les  valeurs  connues  de  toutes  les  inconnues. 
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T roi  fiente  manière  qui  fort  à abréger  les  operations 
dans  plufeurs  car. 

I l arrive  quelquefois  qu’on  trouve  tout  d’un  coup  la  valeur 
toute  connue  de  chacune  des  inconnues  du  Problème , en 
ajoutant  enfêmble  deux  ou  plufieurs  des  valeurs  d’une 
même  inconnue  prilès  dans  les  premières  écmations,  ou 
bien  en  les  retranchant  les  unes  des  autres.  Il  faut  feule- 
ment oblêrver  de  joindre  enlèmble  les  valeurs  d’une  même 
inconnue  qui  forment  une  équation  où  les  autres  inconnues 
fe  détruifent  par  des  fignes  contraires , ou  toutes  , ou  la 
plupart,  comme  on  le  verra  dans  l'exemple  fuivant,  auquel 
on  appliquera  ces  trois  méthodes. 

Application  de  la  première  méthode  à un  exemple. 

O N fuppofe  qu’en  réduilânr  un  Problème  en  équations , 
on  a trouvé  les  quatre  fuivantes. 

Premières  équations.  Pquatims  mifes  à part. 


i°.  v-+  x-+-y—z  + q.  v=  ^ — x — y -*-a. 

v-*-x-+- zj=y -+- b.  zzj=  zy — a-*- b. 
v-\-y  zy  = zx — b C. 

x~*-y-*-  v-*-d. 

z°.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue,  par  exemple 
de  v,  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  équations  comme  dans 
la  première  , & l’on  trouvera *v=z^ — x — y -t-  a,  qu’on 
écrira  à part,  8c  l’on  fubftituera  cette  valeur  dans  les  autres 
équarions  à la  place  de  v,  fie  l’on  aura  les  lëcondes  équations 
où  v nc  fe  trouvera  plus. 

Secondes  équations  abrégées. 

z^ — lyor-a  — b.  — ix-y-a  — C.  zx-t-  zy  = a-+-  d. 

}°.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue  de  ces  fécondes 
équations,  comme  de  fie  l’on  trouvera*îj^=ry — <*-*-  b; 
on  l’écrira  dans  l’ordre  des  équations  miles  à part,  8c  l’on 
fubftituera  cette  valeur  dans  celles  des  lëcondes  équations 
où  le  trouve  c’eft  à dire  dans  la  fécondé, 8c  l’on  aura  la 
première  des  troificmes  équations,  & y ajoutant  l’équation 
zy==a-i-d}  les  troiliémcs  équations  feront  les  deux 
fuivantes. 

Troifièmes 
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Troiftémcs  équations  abreuves, 
zy — zx-t-b  — c.  ix  -4-iy  = a-+-d. 

40.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue  de  ces  troifié- 
nies  équations , comme  de^,  8c  l’on  trouvera  zy  — zx — b 
c.  On  écrira  cette  équation  dans  l’ordre  des  équations 
miles  à part , 8c  l’on  fubltituera  la  valeur  de  zy  dans  l’équa- 
tion zx-*-  zy—a -W,  & l’on  trouvera  4 x = a-*-b — c-*-d. 

Comme  l’on  eft  arrivé  à une  équation  qui  ne  contient 
qu’une  lêule  inconnue  x,  on  la  dégagera , 8c  l’on  trouvera 

y _ a — c d 

* 4 

On  fubftituera  la  valeur  connue  de  x dans  l’équation  mile 
à part  zy  = zx — b~*~c,  qui  n’a  d'inconnues  que  l’on 

trouvera  zy  = - — b-*-  c — t & en  divk 

fant  chaque  membre  de  zy  = *~--zs.~ï  par  2,  l’on  aura 

y a h -+•  t -+■  J 

On  fubftituera  cette  valeur  de^  dans  l’équation  mile  à 
part  zz==  zy — a-*- b,  8c  après  avoir  abrégé  l’équâtioh  qui 
en  viendra,8c  dégagé  l’inconnue  on  trouvera 
Enfin  on  fubftituera  les  valeurs  connues  de  x,y,  ^dans  l’é- 
quation mifc  à part  v—x_ — x — y-r-a,  8c  après  avoir  abrégé 
l’équation  qui  en  viendra,  8c  dégagé  l’inconnue v,  on  trou- 
vera v ==  •**•?=*. 

Le  Problème  eft  entièrement  rélolu,  8c  l’on  a toutes  les 
valeurs  connues  des  grandeurs  inconnues,  x — &?■*-'+  * % 

y * • \ — * • v — 4 

Application  de  la  fécondé  méthode  au  meme  exemple. 
Premières  équations.  Equations  mi  fis  à part. 

V •+■  x •+•  y '==  s^-*-  a.  V = — k — y ■+■  a. 

v -*-  x-i-2^=y  -k-b.  zy-*-b — a. 

v -*-y  -t-  s^=  x -+- 1.  zx=  zy-<rb — c, 

x -t -y  s^=  v -t-  d. 

r°.  On  prendra  dans  les  premières  équations  toutes  les 
valeurs  d’une  même  inconnue,  comme  de  v , & l’on  en  met- 
tra une  à part.  Ces  valeurs  lotit, 

v =-  — x — y -c- a.  v—y  — x — s^-f-  b.  v = x — y 
1 — c.  v — x -¥•  y -+-  ^ — d. 

i°.  On  comparera  ces  valeurs  égales  les  unes  avec  les  au- 
tres, 8c  l’on  aura  les  fécondés  équations. 

C 
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Secondes  équations  abrégées. 

t ^ — iy  — b — a.  — ix  =c — a.  tx  -*•  ly  ~ a -t-  J. 

Les  autres  équations  qu’on  pourrait  faire  des  quatre 
valeurs  de  v,  font  inutiles,  ces  trois  équations  contenant 
toutes  les  inconnues  du  Problème  excepté  v,  & toutes  les 
connues. 

3°.  L’on  prendra  dans  les  focondes  équations  toutes  les 
valeurs  d’une  même  inconnue  comme  de  % & l’on  aura, 
i«^=  iy-*-  b — a.  H.~  ix-*-c  — a. 

On  en  écrira  une  dans  l’ordre  des  équations  miles  à parc, 
on  comparera  ces  valeurs  les  unes  avec  les  autres,  & on  aura 
les  troifiémes  équations  en  y ajoutant  l’équation  îx  ly 
—a-t-d,  dans  laquelle  ^ne  fc  trouve  point. 


Troifiémes  équations  abrégées. 

tx- — j y— b — c.  XX-+-I y=:a-*~d. 

4".  On  dégagera  l’inconnue  x dans  ces  troifiémes  équa- 
tions, & l’on  aura  ix—  zy-t~  b — c.  ix——iy-*-a-*-d. 

On  en  écrira  une  dans  l’ordre  des  équations  miles  à part. 
Ce  on  fera  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  xx,  & l’on 
aura  l’équation  4 y — a — b-*-c-t-  d,  où  il  n’y  a que  la  foule 
inconnue^,  en  divilâne  chaque  membre  par  4,  l’on  aura 

y 4 

Enfin  on  fobfticuera  la  valeur  de  y dans  les  équations 
mifos  à part,  & l’on  trouvera  la  valeur  de  x,  & avec  ces 
deux  valeurs,  celle  de  & enfin  celle  de  v , qui  font , 

^ 4 1> — e-*.J  - — * J 4 -4-  A e — 4 

x 4 • — 4 v — 4 

Application  de  la  troifiéme  méthode  au  même  exemple , 
Equations  du  Problème. 

v-*-  m -*-y=  ♦*  a.  v + x + ^=y  + i.  V+-  y ■+• 

= x-*-f.  x -*-y  -+-  v-*-d. 

Valeurs  de  v.  Valeurs  de  x. 


v — 5^ — x — y a. 

X = v — y a. 

v —y  — x — b. 

X—y V — S^-*-  b. 

v = x — y — j^-4-  c. 

x — v -*•  y ^ — c. 

v — x y — d. 

x = v — y i — z^-*-  d. 

Somme  ^v—a-tb-f-c — d.  Somme  4x=<*-t-Æ — 
abrégée.  abrogée. 
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Divifant  par 4,  v—  Divifanc  par  4,*= 


Valeurs  dey. 


Valeurs  de 


y ■=  i ^ — v — x ~*~a. 
y = v -+•  x ■+■  — b- 

y •=z.X V X^-*-  C. 

y = V X 2;  -+-  d. 

Somme  qy=a — b-rc-+-d. 


*.=  * , + x+y—a.  m 

Xj=y  — v — x-r-b. 
^=x — v — y -*-r. 
s ;_=  v — x — y d. 

Somme  4^= — a-+-b-*-c  -+d. 
abrégée. 

Divifanc  par  4,  x== 


abrégée. 

Divifant  par  4,^= 


Avertissement. 

Comme  il  arrive  rarement  qu’en  joignant  ainfi  toutes 
les  valeurs  d’une  même  inconnue,  l’on  trouve  fa  valeur  toute 
connue,  il  eft  bon  de  remarquer  qu’en  les  joignant  deux  à 
deux  dans  les  cas  où  cela  fe  peut  faire,  ou  trois  à trois,  &c.  il 
faut  choifir  celles  où  les  autres  inconnues  fe  détruifent  par 
des  fignes  contraires,  ou  toutes,  ou  en  partie. 

Dèmonftratim  de  ces  trois  méthodes. 

I l eft  évident  que  dans  toutesles  operations  de  ces  métho- 
des , l’égalité  le  conferve  toujours  entre  les  deux  membres 
des  équations  qu'elles  font  trouver , & que  les  inconnues  fe 
dégagent  les  unes  après  les  autres  ; par  confequent  il  y a 
égalité  entre  les  membres  des  dernieres  équations  où  con- 
duifent  ces  méthodes  ; ainfi  les  dernieres  équations  donnent 
les  valeurs  toutes  connues  de  toutes  les  inconnues  du  Pro- 
blème. 

R E M A R C^_u  E. 

, 1.  H orsqju’on  ne  peut  pas  dégager  routes  les  inconnues, 
ce  qui  arrive  loriqu’on  n’a  pas  pu  former  autant  d’équations 
qu’on  a été  obligé  de  prendre  d’inconnues , le  Problème 
eft  indéterminé  ,&  il  peut  avoir  differentes  rélolutions  -,  car 
en  mettant  des  grandeurs  arbitraires  à la  place  des  incon- 
nues qu’on  n’à  pas  pu  dégager,  on  aura  differentes  réfolu- 
eions  : il  arrive  neanmoins  quelquefois  que  les  grandeurs 
arbitraires  doivent  être  entre  certaines  limites  , autrement 
on  trouveroit  dfcs  réfolutions  négatives,  ou  même  impoffi- 
bles  j les  équations  où  fe  trouvent  les  inconnues  à la  place 
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delquelles  on  peuc  mettre  des  grandeurs  arbitraires,  feront 
connoîtrc  ces  limites. 

Par  exemple  , fi  en  refolvant  un  Problème,  on  ne  peut 
trouver  d’autre  équation  que  celle-ci,^  = ce  Problème 

eft  indéterminé , & en  mettant  différentes  grandeurs  arbi- 
traires à la  place  de  xa  on  aura  differentes  réfolutions.  Ce- 
pendant il  eft  évident  que  pour  avoir  des  valeurs  pofitives 
de  y , il  faut  que  chaque  grandeur  arbitraire  qu’on  mettra  à 
la  place  de  x,  foit  plus  grande  que  b. 

1.  Lorfqu’îu  contraire  on  a plus  d’équations  que  d’incon- 
nues, après  avoir  trouvé  les  valeurs  toutes  connues  de  tou- 
tes les  inconnues,  il  faut  qu'en  mettant  ces  valeurs  dans  les 
équations  qui  relient,  on  ne  trouve  pas  d’impollibilité,  c’eft  à 
dire  qu’on  ne  trouve  pas  dans  les  deux  membres  de  ces  équa- 
tions des  grandeurs  toutes  connues  inégales  entr’elles:  car 
ce  léroit  une  marque  que  l’on  a fuppofe  quelque  impofiïbi- 
lftc  dans  les  raports  du  Problème  qui  ont  fourni  ces  équa- 
tions; comme  fi  dans  l’exemple  auquel  on  a appliqué  les 
méthodes,  l’on  avoir  encore  eu  cette  équation  de  plus  que 
celles  qui  y font,  x y=.  c.  L’on  auroit  trouvé  en  fobfti- 
tuant  dans  cette  équation , les  valeurs  toutes  connues  de  x 
Çc  de  y,  l’égalité  ~À  = ea  & fi  la  grandeur  e n’étoit  pas  égale 
à auroit  fuppofô  dans  le  Problème  une  chofe  impofi 

fîble. 

} Exemples  où  ton  refont  plufeurs  Problèmes  [impies 
■*  ou  du  premier  degré. 

T I- 

I . a fomme  a de  deux  grandeurs  inconnues  x&iy,  dont  * eft 
la  plus  grande,  étant  connue  avec  leur  différence  d,  trouver 
chacune  de  ces  grandeurs. 

Par  la  fuppofition  x-r-y  — aa  &Cx — y = d;  donc  x — a 
— /,  x — d-^-y  -,  donc  a — y — d-+-ya  & par  tranfpofi- 

tion  iy  = a — d , & en  divilânt  chaque  membre  par  i,  l’on 
aura  y = fubftituant  cette  valeur  dans  laquelle  on 
voudra  des  équations  précédentes  comme  dans*=<* — y, 
l’on  trouvera  x = 

L’on  a donc  trouvé  que  la  moitié  de  la  fomme  de  deux 
grandeurs  avec  la  moitié  de  leur  différence,  eft  égalé  à la 
plus  grande , & la  moitié  de  la  fomme  moiris  la  moitié  de  la 
différence,  eft  égale  à la  moindre.  Ce  qu’il  faut  bien  retenir. 
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II. 

On  propofê  de  trouver  trois  grandeurs  inconnues  x,y, 
qui  {oient  telles  qu’en  ajoutant  une  grandeur  connue  a à la 
première  x,  elle  loit  égale  aux  deux  autres , en  ajoutant  la 
même  grandeur  a à la  lècondey , elle  (oit  égale  au  produit 
des  deux  autres  x-«-;^par  un  nombre  connu  b ; enfin  en 
ajoutant  a à la  troifiéme  elle  loit  égale  au  produit  des 
deux  autres  par  un  autre  nombre  connu  c.  Par  la  fuppofition 

x -+■  a = y ■+■  Equations  mifes  à part. 

y -+-  a — bx  bx.  x—y-+-  x. — a. 

K.-*-  a—cxarcy.  y = . 

Donc  x = y-*-^ — a.  x — ± — ^-+-  f . * = f — y 7 > 
en  comparant  la  première  de  ces  valeurs  de  l’inconnue  si 
avec  les  fleux  autres,  l’on  aura, 

Secondes  équations  abrégées. 

= ~x..  iy  ■+•  ~ asjtsi. . en  dégageant  y 

dans  l’une  Ôcdans  l’autre, on  aura /= 

Comparant  ces  deux  valeurs  de^,  on  trouvera 
~ où  dégageant  ^ l’on  trouvera  x~4fâ.‘Ëétrï 
mettant  cette  valeur  de  ^_dans  y = — , l’on  trouve 
après  avoir  abrégé  y=  ■>  lùbftituant  les  valeurs 

connues  de  6c  de  y dans  x—y-^x. — a,  l’on  trouve  apres 
avoir  abrégé  x = • 

Si  l’on  luppofe  a=io,b==i,  *•==},  l’on  aura  x =|f. 
>=4tt-  ^=6tV-  ’j..  ^ 

Vïll 

Deux  nombres  qu’on  exprimera  généralement  par  a&cb, 
étant  donnés , trouver  un  troifiéme  nombre  inconnu  x,  par 
lequel  les  deux  a Hcb  étant  divifés,  fit  l’on  ajoute  à chaque 
quotient  J,  4,  un  nombre  donné  c , les-  femmes^  Vr,  £ -t-r, 
{oient  entr’elles  comme  tjVux  ^ombres  donni^J»  Sc  »,  l’on 
fuppofe  a moindre/jue.^,  & ni  moindre  que  ». 

Par  la  fuppofition  ^ ~+- c c m .»j  ce  qui  donne  cette 
équation  -Ç--*-  en  = ^ -*-  cm  b multipliant  toutes  les  quan- 
tités par  x,  l’on  aura  an  ->rcnx—bm-*-cmx>  & dégageant  x, 
l’on  aura  x=~~.  ». 

Si  l’on  fuppolé  autz'i i,  b—j6,  c=  8,  w— 3 , » — j,  l’on 
aura  x =3. 

C üj 
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R E M A R C^U  E. 

Il  faut  prendre  garde  en  dégageant  les  inconnues,  de  faire 
en  forte  que  les  valeurs  toutes  connues  que  l’on  trouve», 
lôient  pomives  lorfque  cela  eft  poflible. 

IV. 

On  prendra  pour  quatrième  exemple  le  Problème  de  la 
couronne  mêlée  d’or  8c  d’argent , dont  Archimède  trouva 
le  mélange  fans  endomager  la  couronne.  Un  ouvrage  parole 
être  d’or , il  faut  trouver  premièrement  s’il  n’y  a point  d’ar- 
gent mêle  avec  l’or  jfëcondement  s’il  fê  trouve  du  mélange, 
il  faut  trouver  combien  il  y a d’or,  8c  combien  il  y a d’argent 
dans  l’ouvrage  fans  l’endomager. 

On  fuppofe  comme  une  chofè  démontrée  par  l’fpcperien- 
ce,  8c  dont  on  donne  la  raifon  dans  l’Hydroftratique , que 
les  métaux  perdent  une  partie  de  leur  poids  dans  l’eau , 8c 
que  l’or  en  perd  moins  que  l’argent , 8c  que  les  autres  mé- 
taux. 

Ainfî  le  poids  de  l'ouvrage  étant  connu  8c  nommé  p,  il 
faut  prendre  un  lingot  d’or  pur,  8c  un  lingot  d’argent,  cha- 
cun du  poids  p de  l’ouvrage , & peler  ces  trois  corps  égaux 
dans  l’eau , pour  voir  la  quantité  qu’ils  y perdent  de  leur 
poids  ; li  l’ouvrage  en  perd  plus  que  l’or  8c  moins  que  l’ar- 
gent,* l'on  eft  afluré  par  li  qu’il  y a du  mélange. 

Pour  le  trouver  foit  nommée  a la  quantité  que  l’argenr 
perd  de  Ion  poids  dans  l’eau  ; b la  quantité  qu’y  perd  l’br 
pur,  8c  r la  quantité  qu’y  perd  l’ouvrage,  8c  l’on  fuppofe  c 
plus  grand  que  b,  8c  moindre  que  a. 

Soit  la  quantité  inconnue  d’argent  mêlé  dans  l’ouvrage 

= x. 

La  quantité  inconnue  d’or  mêlé  dans  l’ouvrage  = y. 

L’on  a déjà  cette  première  équation  puifque 

les  deux  parties  font  enfemble  la  quantité  p du  poids  de 
l’ouvrage. 

Pour  avoir  une  féconde  équation,  il  faut  auparavant  faire- 
ces  deux  proportions. 

Le  poids  p du  lingot  d’argent  eft  à la  quantité  x d’argent 
mêlé  dans  l’ouvrage , comme  la  perte  a que  fait  le  lingot 
d’argent  de  fon  poids,  étant  mis  dans  l’eau,  à la  perte  que 
fait  la  partie  x d’argent  qui  eft  dans  l’ouvrage  lorfqu’on  le 
pefe  dans  l’eau. 


Digitized  by  Google 


L I V R £ I.  IJ 

f.  x tsrf.-y1.  ainfi  y-  eft  la  perte  que  fait  la  quantité  x 
d'argent  qui  eft  dans  l’ouvrage. 

Par  un  raifonnement  femblablc  à celui  qui  précédé, 
le  poids  du  lingot  d’or  pur  p . y ::  b . . ainfi  eft  la 

perte  que  fait  la  quantité  y d’or  qui  eft  dans  l’ouvrage  ; mais 
ces  deux  quantités  de  perte  -y-  & -y-  doivent  être  enfemble 
égales  à la  perte  c que  fait  l’ouvrage  étant  pelé  dans  l’eau. 

L’on  a donc  cette  féconde  équation  -yf  -t-  = c. 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  x prilé  dans  la  première 
équation,  qui  eft  x =p — y,  dans  cette  féconde  équation, 
& l’on  aura  -*-.**  —c,  où  l’on  trouvera^  = -rdZ‘£- 

Subflicuant  cette  valeur  dans  x —p  — y , on  trouvera 
x — 

Si  l’on  refout  chacune  de  ces  égalités  en  proportion , on 
trouvera  a — b . p ::  a — c .y.  x — b .p  ::  c — b . x. 

Ce  font  les  proportions  que  donne  la  réglé  d’alliage.  , 

Si  l’on  fuppofé  le  poids  de  l’ouvrage  p = 10  livres,  que  l’ar- 
gent perd  la  dixiéme  partie  de  fon  poids  dans  l'eau , c’eft  à 
dire  que  io  livres  d’argent  perdent  une  livre,  l’on  aura  a—i 
que  l’or  y perd  la  dix-huitiéme  partie  de  fon  poids  , l’on 
aura  = },  que  l’ouvrage  perd  y d’une  livre  de  fon 

poids  dans  l’eau , c’eft  à dire  r—  y. 

On  trouvera  que  la  quantité  d’argent  mêlé  dans  l’ouvrage 
eft  xs=  a liv.  ~ } la  quantité  d’or  eft  >«=  7 liv.  ÿ. 

V. 

Trouver  entre  deux  grandeurs  données  a 6c  6,  autant  de 
moyennes  proportionnelles  qu’on  voudra,  ce  nombre  de 
moyennes  proportionnelles  fbit  nommé  ». 

Il  fùffit  de  trouver  le  premier  terme  moyen  proportionnel, 
car  par  la  réglé  de  trois,  on  aura  tous  les  autres. 

Soit  ce  premier  moyen  =x. 

Suivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  raports  compofes 
a~' . x**'  t:a  .b  . d’où  l’on  déduit  ax**'  = b,  divifant 
chaque  membre  par  »,  l’on  aura  = d'b\  en  tirant  la 
racine  dont  l'expofant  eft  bh-i  de  chaque  membre,  l’on 
aura  x = sfa.  b. 

Si  on  demande  un  feul  moyen  proportionnel , l’on  aura 
»=i,  6c  »-t-i=z,  ainfi 

Si  on  demande  deux  moyens,  l’on  aura  a=z,  5c  »-w 
= 3,  ainfi  x=j/ab. 
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Si  on  en  demande  trois,  l'on  aura  x—î/a'b,  8cc. 

VI. 

On  prendra  un  exemple  de  Phyfique  fur  le  reflort  de 
l’air  pour  le  fixiéme. 

Soit  fuppolé  un  tuyau  de  verre  d’une  longueur  détermi- 
née telle  qu’on  voudra,  comme  de  30  pouces,  fermé  d’un 
bout,  6c  ouvert  de  l’autre,  qu’on  rempliflè  de  mercure  à la 
relêrve  d’une  certaine  quantité  d’air  groflier  qu’on  y laifle 
telle  qu’on  voudra , par  exemple  de  huit  pouces  : l’on  de- 
mande après  avoir  renverfé  le  tuyau,  & mis  l’ouverture  dans 
un  vaiflèau  plein  de  mercure  , quelle  fera  la  «quantité  du 
tuyau  qu’occupera  l’air  qu’on  y a laifle  après  s’etre  étendu 
par  fon  reflort,  6c  à quelle  hauteur  le  mercure  demeurera 
fu  (pendu. 

On  fuppofe  que  l’experience  démontré  , i°,  que  le  mer. 
cure  demeure  fulpendu  à la  hauteur  de  18  pouces,  lorfqu’il 
n’y  a point  d’air  groflier  dans  le  tuyau  ; par  confequent  l’air 
extérieur  preflè  le  mercure  qui  eu  dans  le  tuyau , 8c  l’enr- 
pcche  de  defeendre  avec  une  force  égale  au  poids  de  rS 
pouces  de  mercure.  Il  prede  avec  la  même  force  tous  les 
corps  qu'il  environne  , 6c  une  portion  d’air  groflier  même 
eft  preflee  avec  la  même  force  par  l'air  qui  l'environne,  de 
manière  que  s’il  arrivoit  qu’elle  en  fut  moins  preflee,  elle 
s'étendrait  par  Ion  reflort , 3c  occuperoit  un  plus  grand 
çlpace. 

2.  Que  lor/qu’une  portion  d’air  eft  preflée  par  deux  forces 
inégales,  dont  l’une  eft  par  exemple  double  de  l’autre , l’e£ 
pace  qu’elle  occupe  étant  preflee  par  la  plus  grande,  eft  à 
celui  auquel  elle  s’étend  par  fon  rcllôrt , étant  preflee  par 
la  moindre,  comme  réciproquement  cette  moindre  force 
eft  à la  plus  grande  j dans  cet  exemple  comme  1 à 1.  Ces 
ebofe  nippoieeS, 

Soit  la  longueur  connue  du  tuyatt  -=±/. 

La  quantité  connue  d’air  laide  dans  le  tuyau 
La  force  entière  avec  laquelle  l’air  extérieur  preflê  le 
mercure , qui  eft  connue  6c  ordinairement  égale  au  poids 

de  18  poucés  de  mercure 

La  hauteur  inconnue  de  la  colonne  de  mercure  qui  de- 
meurera dans  le  tuyau  où  l’on  a laifle  l’air  a,  — x. 

La  quantité  inconnue  de  l’clpace  quloccupera  l’air  a laifle 
dans  le  tuyau  —y.  Les 
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Les  Jeux  quantités  x &./  des  efpaces  qu'occuperont  le 
mercure  & l’air  dans  le  tuyau,  feront  égales  a la  longueur  du 
tuyau  /*  ce  qui  donne  cette  première  équation  x+y=s=L 

L'air  a laide  dans  It  tuyau  qui  occupoit  l’efpace  a lors- 
qu'il étoit  preflé  par  la  force  entière  / de  l’air  qui  i’environ- 
noit,  doit  s’étendre  lorfqu’il  n’cft  plus  prefle  que  par  la  force 
f — x,  moindre  que  f,  c’eft  à dire  lor/qu’il  eft  prefle  par  la 
force  /de  l’air  extérieur  diminuée  par  le  poids  de  la  colonne 
de  mercure  x qui  reftera  dans  le  tuyau,  car  l’air  extérieur 
preflânt  le  mercure  * &c  l’air  qui  font  dans  le  tuyau  avec  la 
force/  le  poids  du  mercure  x diminue  l’aftion  de  la  force/ 
fur  l’air  reitc  dans  le  tuyau,  qui  n’y  eft  plus  preflé  que  par  la 
force  / — x. 

Or  i’elpace  y qu'occupera  l’air  laifle  dans  le  tuyau  apres 
s’être  étendu,  n’étant  prefle  que  parla  force  / — x7  doit 
être  à l’efpace  a qu’il  occupoit  étant  preflé  par  la  force  en- 
tière fi  comme  réciproquement  la  force/ eft  à la  force  f- — xT 
ce  qui  donne  cette  proportion/ . d x f.f — x,  d’où  l'on  dé- 
duit la  fécondé  équation  fy-—xy=^df. 

Il  faut  prendre  la  valeur  de  x dans  la  première  équation 
*-*-/=/,  & l’on  aura  .*=/—-/, 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x dans  la  féconde  équa- 
tion/y— xy  — af,  & l’on  aura  fy  — /y-+-  yy—afy  qu’on 
écrira  de  cette  maniéré  yy^-fj — lj  = af 

Pour  abréger  on  fuppofera  f- — 1= — / lorfque  / forpaflè  fi 
&C  f — /— -t-b,  lorlque  f forpaflè  l-t  & on  mettra  — b À la 
place  de/ — f dans  le  premier  cas,  & l’on  aurayy — ly~af. 

II  fout  ajouter  à chaque  membre  \bb,&c  l’on  aurajy — by 
•+-£  bb  = ±bb-+-df,  dont  le  premier  membre  eft  un  quarré 
parfait, qui  a pour  fa  racine/ — {b ; ainfi  en  tirant  la  racine 
quarréede  chaque  membre,  l'on  aura  y — ±b—)/~  bb-*-afi 
•éc  par  tranfpofition/=|  b ■+■  bb  -<raf.  En  mettanc  cette 
valeur  de  y dans  x — l — /, l'on  aura  x—I — { b — V~  bb-^afi 
& le  Problème  eft  réfolu. 

Suppofant  30  = /,  28  —f,  8 = rf,&  18  —30= — 1= — b, 
l’on  trouvera/  = 1 6,  & x = 14. 

R E M A R q__u  E. 

L’o  N peut  fouvent  abréger  les  ré üblutions  des  Problèmes 
en  fe  fervant  de  quelques-uns  de  leurs  raports , pour  dimi- 
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nuer  le  nombre  des  inconnues,  & par  confequenc  celui  des 
équations.  Dans  l’exemple  precedent , au  lieu  de  prendre 
la  fécondé  inconnue  y,  on  auroit  pu  raifonner  ainfi  : La  lon- 
gueur du  tuyau  l moins  la  hauteur  iifconnue  de  la  colonne 
du  mercure  x,  eft  precifcment  la  quantité  inconnue  de  l’e£ 
pace  qu’occupera  l’air  a laide  dans  le  tuyau , ainfi  cet  efpace 
eft  l — xi  ce  qui  eft  caulê  qu’on  n’a.  pas  befoin  de  la  pre- 
mière équation,  & qu'une  feule  équation  fuffit  pour  la  réfo- 
lution  du  Problème. 
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ANALYSE  COMPOSÉE. 

O U 


ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  Te  réduifcnt  à des  équations 
compofées. 

livre  II‘ 

Où  ton  explique  la  maniéré  de  réduire  les  Pro- 
blèmes en  équations  , & toutes  les  /quations 
d'un  même  Problème  à une  feule  qui  en  con- 
tienne toutes  les  conditions , & quelques  pré- 
parations generales  des  équations  compojees , 
pour  les  refondre  plus  facilement , comme  les 
. maniérés  d'en  oter  les  fraéhons  , les  incom- 
menfurables  3 & de  trouver  leur  plus  grand 
divifèur  commun . 


SECTION  I. 

O»  ton  explique  U maniéré  de  réduire  un  Problème 
compofé  Jur  les  nombres  ou  de  Geomttue  en  équations , 
Cr  la  maniéré  de  réduire  toutes  les  équations  d'un 
Problème  à une  feule  qui  ne  contienne  qu'une  inconnue 
lorfque  le  Problème  cjl  détermine , ou  plufieurs  isnfqu'il 
eft  indéterminé ■’ 

Avertissement. 

C e Traité  d’Analyfe  eft  principalement  pour  la  Géomé- 
trie, où  les  équations  compoiècs  font  neceiïures  pour  refou- 

Dij 
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dre  les  Problèmes  les  plus  compofés,  d’une  maniéré  gene- 
rale & fi  fimple , que  les  expreiliions  n’occupent  point  i’eC 
prit,  Ôc  lui  laiflènt  toute  fon  étendue  pour  découvrir  tout 
ce  qu’ils  ont  de  plus  difficile.  Cela  oblige  de  marquer  ici 
en  general  la  manière  de  réduire  en  équations  les  Problè- 
mes de  Geometrie. 

PROBLEME  l 

IL-  R.EDVIRE  un  Problème  compofe  en  équations , & réduire 
enfuite  toutes  les  équations  d'un  Problème  à une  feule  qui  con- 
tienne tous  les  raports  du  Problème  , & dont  la  réfolution  donne 
telle  du  Problème, 

PREMIERE  PARTIE  DU  PROBLEME. 

SI  le  Problème  eft  numérique , on  fuivra  la  méthode  qui 
eft  au  commencement  du  premier  Livre  *,  c’eft  à dire, 
on  marquera  les  connues  fie  les  inconnues  par  les  lettres  qui 
leur  conviennent,  & parle  moyen  des  raports  du  Problème, 
on  formera  autant  d’équations  qu’on  a foppofé  d’inconnues, 
lor/que  cela  fe  peut. 

Si  le  Problème  eft  de  Geometrie , il  faut  faire  la  figure 
propre  au  Problème,  & qui  l’exprime  comme  s’il  étoit  ré- 
iblu  , c’eft  à dire , il  feue  y marquer  les  lignes  inconnues 
comme  fi  elles  étoient  connues  ; il  feut  enluite  tracer  dans 
cette  figure  des  lignes  perpendiculaires,  parallèles,  & autres, 
félon  qu'on  les  jugera  neceflaires  pour  former  des  triangles 
re&angles , des  triangles  fèmblables , ou  d’autres  figures 
propres  à découvrir  ce  qu’on  cherche. 

Parmi  les  lignes  de  la  figure  il  y en  a qui  font  connues  par 
la  conftru&ion  ou  par  la  foppofirion , on  les  marquera  par  , 
les  premières  lettres  de  l'alphabet  s il  y en  a d’inconnues  qui 
font  celles  qu’on  cherche,  ou  celles  qu’on  juge  pouvoir  fèr- 
vir  à les  trouver  ; on  les  marquera  par  les  dernieres  lettres 
de  l’alphabet,  ou  par  les  premières  lettres  de  leurs  noms. 

Les  propriétés  de  la  figure , les  propofitions  de  la  Geome- 
trie fur  les  triangles  fèmblables,  fur  les  triangles  rectan- 
gles, Sec.  & les  conditions  énoncées  dans  le  Problème,  feront 
connoître  les  raports  qui  font  entre  les  inconnues  fie  les  con- 
nues, & l’on  s’en  fervira  par  ordre  pour  former  autant  d’p* 


Digitized  by  Google 


Livre  IL  i* 

quations  qu'on  a fuppofé  d’inconnues,  lorfque  cela  eft  pofli- 
ble  ; & après  cela  le  Problème  fera  réduit  en  équations. 

Lorfqu'on  ne  peut  former  autant  d’équations  qu’on  a 
fuppofé  d’inconnues , le  Problème  eft  indéterminé,  peut 
recevoir  plulîeurs  réfolutions,  & fouvent  même  une  infinité. 
Il  eft  bon  de  remarquer  qu’on  peut  aufli  k fervir  de  quel- 

3ues  - uns  des  raports  du  Problème  ou  de  la  figure , pour 
iminuerle  nombre  des  inconnues , ce  qu’il  faut  toujours 
faire  afin  d’abreger. 

On  concevra  mieux  ce  qu'on  vient  de  dire  lorfqu'on  en 
verra  l’application  dans  la  Géométrie. 

A 

Seconde  partie  du  Problème. 

ï$.  ReDV  IRE  toutes  les  équations  £ un  Problème  à une  feule 
qui  riait  qu’une  inconnue,  lerfque  cela  fe  feut. 

Parmi  les  inconnues  qu'on  a fuppofees  pour  former  les 
équations  d’un  Problème,  il  y en  a d’ordinaire  une  princi- 
pale donc  dépend  la  réfolution , & pour  laquelle  les  autres 
inconnues  ont  été  fuppofees.  Cette  principale  inconnue  doit 
être  celle  de  l’équation  à laquelle  on  doit  réduire  toutes  le* 
équations  du  Problème , & il  ne  faut  point  la  dégager  dans 
les  dégagemens  particuliers  des  autres  inconnues. 

On  ie  ter  vira  des  deux  premières  méthodes  de  la  troifiéme 
Section  du  premier  Livre, *pour  réduire  toutes  les  équations 
du  Problème  à une  feule,  c’eft  à dire,  on  prendra  dans  une 
des  équations  du  Problème  la  valeur  d’une  inconnue  qui 
n’eft  pas  laprincipale,  on  la  fubfticuera  3ans  les  autres,  & les 
nouvelles  équations  qu’on  trouvera  n’auroat  plus  cette  in- 
connue ; on  ôtera  de  même  de  celles-ci  une  fécondé  incon- 
nue , 6c  on  continuera  d’ôter  une  troifieme  in  connut , & 
toutes  les  autres  enfuite , jufqu’i  ce  qu’on  foie  arrivé  à une 
équation  qui  n’ait  que  la  principale  inconnue  ; ce  fera  l’é- 
quation qu’on  cherche. 

Ou  bien  on  prendra  dans  les  équations  du  Problème  tou- 
tes les  valeurs,  ou  du  moins  deux  valeurs  d’une  inconnue, 
qui  n’eft  pas  la  principale  ; on  comparera  ces  valeurs  égales, 
ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  qui  n’auront  pli® 
cette  inconnue } on  opérera  de  même  fur  ces  fécondes  équa- 
tions, ce  qui  en  fçra  trouver  de  troÜicmçs  oh  deux  inçoo» 
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nues  ne  fe  trouveront  plus  ; enfin  on  continuera  cette  ope. 
ration  jufqu’à  ce  qu’on  Toit  arrivé  à.  une  équation  qui  n’ait 
que  la  principale  inconnue;  ce  fera  l’équation  qu’on  cherche. 

Dans  les  Problèmes  indéterminés  , la  derniere  équation 
qui  renferme  toutes  les  conditions  ou  raports  du  Problème, 
aura  plufieurs  inconnues. 

Application  de  ces  méthodes  à un  exemple. 

O N fuppofê  qu’on  a réduit  un  Problème  à ces  trois  pre- 
mières équations  qui  en  expriment  tous  les  raports,  & dont^ 
eft  la  principale  inconnue  qui  doit  iè  trouver  dans  la  der- 
niere équation  qu’on  cherche. 

Premières  équations. 

K. — yy  -+■  v =.• — p.  — zy-+-vy  — — q.  vzy=r. 
Pour  les  réduire  à une  lêule  équation  dont  y fôit  l’incon- 
nue , je  prens  par  la  première  méthode  la  valeur  de  ^ dans 

* la  première  équation , & je  trouve  * K—yy — v — p. 

* 8.  je  fubftitue  * cette  valeur  de  ^dans  les  deux  autres  équa- 

tions , & je  trouve  les  fécondes  équations  dans  lefquelles  ^ 
n’eft  plus. 

Secondes  équations  abrégées* 


*4- 

*8. 


ivy  —y' — py — q.  vyy — w — pv=r. 

Je  prens  dans  la  première  de  ces  équations  la  valeur 

de  v,  & je  trouve  *v  — y'  ? , dont  le  quarré  eft  vv 

y - ipy*  - 1 pp  y y iri  * ? 7 


4 yy 

Je  fubftitue*  les"  valeurs  d ev  8c  de  vv  dans  l'équation 
vyy — w — pv  = r,  & je  trouve  l’équation  — .r’-ra-iry 

rr,  dans  laquelle 


my-iî  tyj  -*■  ?? 


v/  ZJ  e ^ 

il  n’y* a plus  d’autre  inconnue  que  la  principale  y j ainfi  c’eft 
l’équation  qu’il  falloir  trouver. 


Autrement.  Premières  équations. 

Z, — yy-*-  v ~ — p.  — z.y-*-vy  — ‘ — q.  vzj=  r. 

* a.  & 4;  Je  prens  * deux  valeurs  de  la  même  inconnue  v dans  les 

deux  premières  équations , & je  trouve  v —yy  — ^ — p. 
v=a^î. 

Je  fais  une  équation  de  ces  deux  valeurs , & je  trouve  yy 
**— K. — / — où  l’inconnue  v n’eft.  plus. 
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Je  multiplie  chaque  terme  par/  *,  & je  trouve  */'  — fy  *3. 
•*-q=  ity.  % 

Je  prens-la  valeur  de  & j’ai*j^=  — 

Je  prens  * dans  l’équation  vz==  r,  dont  je  ne  me  fuis  pas  ¥ . 
encore  fervi , la  valeur  de  8c  j’ai  z^= 

Je  fais  des  deux  valeurs  de  1^,  l’équation  JLzILH—  a. 

Je  réduis  les  deux  membres  au  même  dénominateur  , 6c 
après  avoir  effacé  le  dénpminateur  commun , je  trouve  vÿ. 

— pvy  iry. 

Je  prens  * la  valeur  de  v,  6c  j’ai  v = y~~ . *4. 

Je  fubflicue  les  valeurs  de  ^ 6c  de  v , x^—  ■-=&*!  , * 8. 
v = jrr^rfj  qui  n’ont  pas  d’autres  inconnues  que  la  prin- 
cipale / dans  la  première , ou  dans  la  féconde  des  premières 
équations,  il  n’importe  laquelle.  Je  la  fubflitue , <üs-je,  dans 
la  première  z^—yy  v — — y,  ôc  je  trouve  —yy 

5>  — r j— 1 ==  ?>  1 équation  qu’il  falloit  trouver. 

On  auroit  pu  prendre  dans  les  trois  premières  équations 
les  trois  valeurs  de  la  meme  inconnue  &c  les^comparanc 
enlèmble , en  faire  deux  équations , où  il  n’y  auroit  eu  d’in- 
connue que  ^avec  la  principale  y , 6c  prendre  dans  ces  deux 
équations  deux  valeurs  de  qui  écant  comparées,  auroient 
donné  1 équation  où  il  n’y  auroit  eu  que  l’inconnue  princi- 
pale/ ; mais  le  calcul  en  auroit  été  un  peu  plus  embarrafîe. 

On  ne  met  pas  d’autres  exemples,  on  en  verra  affés  dans 
la  fuite , 6c  dans  la  Geometrie. 

De'  MO  NSTRATION. 

X l efl  évident  que  l’on  conférve  toujours  l’égalité  dans 
toutes  les  operations  du  Problème  , 6c  qu’ayant  employé 
toutes  les  équations  du  Problème  à former  la  derniere, 
cette  derniere  équation  renferme  tous  les  raports  exprimés 
par  toutes  les  équations  du  Problème.  Enfin  il  efl  évident 

3ue  lâ  réfolution  de  cette  derniere  équation  donnera  celle 
e toutes  les  équations  du  Problème. 
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SECTION  II. 

Ch  l’on  explique  la  manière  (T  ôter  tou  ter  1er  fraflions  de 
l équation  du  Problème.  L'on  y explique  aujji  toutes 
1er  définitions  des  équations  co.wpojees, 

PROBLEME  IL 

H-  Oter  toutes  Us  fractions  d'une  équation  compofet. 


IL  faut  réduire  toutes  les  grandeurs  de  l'équation  i uft 
même  dénominateur,  & enfuite  effacer  le  commun  dé- 
nominateur, & abréger  l’équation  en  effaçant  les  grandeurs 
qui  fe  détruifênt  par  des  lignes  contraires,  en  joignant  en- 
lembie  les  mêmes  grandeurs,  & en  divilânc  routés  les  gran- 
deurs par  les  lettres  communes,  & l’on  aura  l'équation  fans 
fractions. 

Par  exemple,  pour  ôter  les  fractions  de  l’équation 

— — p , on  réduira  toutes  les  grandeurs 
de  l’équation  au  dénominateur  commun  ty*  — ipyy-^-rqy, 
& l'on  aura, 

y* _ py.  ■vipi  — pj*  -»•  tu  tfl-  W + 11  -Vf’  - iry*  ~ 40» 


- if_x* + >fw  —inr 


y*  — IMS  ♦ xi  J 

On  effacera  le  dénominateur  commun,  & toutes  les  quan- 


tités qui  fe  détruifênt  par  des  lignes  contraires,  & l’on  join- 
dra enlémble  les  mêmes  quantités , & on  aura  — y*-t-  ipy * 

■ — ppy y 4,.ry y -+■  qq  = oj  II  en  faifànt  palier  toutes  les 

quantités  dans  le  lècond  membre  , afin  que/*  loit  pofitivc, 
on  aura  o =y‘  — ipy*  ■+•  ppyy — 4 ryy — qq. 

On  a démontré  ces  operations  dans  le  premier  Livre. 

On  ôtera  de  la  meme  maniéré  les  fraéhons  de  l’équation 


3t  _ P7) _ tv  i - rpyj  - irij  - 11 

ti-j— 4>S 


en  multipliant  les  numérateurs/' — py 5 — qyy,& — ty'-*~ppy 
-4-  pq  par  iy,  & r par  41 y ; 6c  après  avoir  effacé  le  commun 
dénominateur  4/ y,  & abrège  l’équation,  on  trouvera  la 
meme  équation  /*  — ify' -rpfyy  — 4 ryy  — qq  — °» 


De  finitions. 
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Livre  II. 

De'  FINITIO  NS. 

y,  • I. 

IJ.  LJ  ne  équation  ordonnée  eft  celle  où  la  plus  haute  puifTance 
de  l’inconnue  eft  la  première , & les  autres  puillànces  de  la 
même  inconnue  font  de  fuite,  félon  leurs  degrés  ; ainfi  x * 

— ax'-*-abxx — aatx  oyefk  une  équation  ordonnée. 

II. 

On  appelle  les  termes  d’une  équation,  les  grandeurs  ou 
l’inconnue  a différens  degrés  j Je  un  feül  terme  y les  grandeurs 
oit  l’inconnue  eft  élevée  à un  même  degré.  Quand  il  y a 
plufieurs  grandeurs  dans  un  même  terme,  on  les  écrit  tou- 
tes les  unes  iôus  les  autres.  Les  grandeurs  connues  qui 
multiplient  l’inconnue  dans  les  termes,  s’appellent  les  coï-ffi- 
cients. 

Le  premier  terme  eft  celui  où  fë  trouve  la  plus  haute 
puifTance  de  l'inconnue  ; le  fécond  eft  celui  où  fe  trouve  la 
puifîance  fùivante  de  l’inconnue , U ainfi  de  fuite  jufqu’au 
dernier  terme  , qui  eft  toujours  celui  où  il  n’y  a que  des 
grandeurs  toutes  connues,  comme  dans  cet  exemple, 

— axx  abx  — abc  = o. 

— b -t-  ac. 

— C bc.  , 

Le  premier  terme  eft  x*  ; le  fécond  eft — a — b — ex  xx> 
le  troifîéme  eft  ab  + ac  bc  x x > le  dernier  terme  eft— abc. 

— a — b — c font  le  coefficient  du  fécond  terme  y -c-  ab 
•+-ac-c-bc  font  le  coefficient  du  troificmc  terme  : L’unité 
çft  le  coefficient  du  premier  terme  x1  =■  i *x\  lorfqu’il  ne 
contient  que  la  plus  haute  puifTance  de  l’inconnue  ; pour 
abréger,  on  n’écrit  ordinairement  qu’une  feule  fois  l’incon- 
nue dans  un  terme  lorfqu’il  renferme  plufieurs  grandeurs. 

Lorfqu’il  y a de  l'interruption  dans  la  fuite  des  puillànces 
de  l'inconnue,  comme  dans  x1 — abx-c-  on  dit  que 

les  termes  où  fe  trouve  Tinrerruptfon , manquent  dans  1 ’e- 

3uation , ou  font  évanouis  y ainfi  le  fécond  terme  manque 
ans  x*  — abx  -+-  abc  = O,  & — abx  demeure  toujours  le 
troifîéme  terme. 

Le  troifîéme  terme  eft  évanoui  dans  x'  — axx  abc  » o. 

III. 

1 6.  On  diftingue  les  équations  en  différons  degrés.  Les 
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équations  Amples , ou  du  premier  degré , ou  linéaires,  font 
celles  où  l’inconnue  eft  au  premier  degré  ; ainfi  x — a 
e=3  o eft  du  premier  degré.  Les  équations  du  fécond  degré 
font  celles  où  la  plus  haute  puiilànce  de  l'inconnue  eft  éle- 
vée au  quarré,  xx  — ax  -*-ab  =o  eft  une  équation  du 
fécond  degré. 

Les  équations  du  3',  du  4',  du  j'  degré,  &c.  font  celles 
où  la  plus  haute  puifïance  de  l’inconnue  eft  une  3e, ou  une4% 
ou  une  j*  puiilànce,  Sec. 

IV. 

La  plus  haute  puifïance  de  l’inconnue,  & toutes  fes  autres 
puifTances  dans  les  termes  fuivans,  peuvent  être  les  puifTan- 
ces  exaétes  du  moindre  degré  de  l’inconnue  qui  eft  dans  le 
pénultième  terme  ; par  exemple , dans  l’équation  x‘ — ax* 
-+-  abxx  — aabc  = o , en  regardant  le  moindre  degré  de 
l’inconnue  dans  le  pénultième  terme  qui  eft  xx,  comme 
linéaire,  x‘  eft  fà  troifléme  puifïance,  x*  eft  fa  fécondé  puif 
fance.  Dans  ce  cas  le  degré  de  l’équation  eft  celui  de  la  plus 
haute  puifïance  du  moindre  degré  xx  de  l’inconnue  ; ainfi 
l’équation  x*  — ax*  -t-  abxx  — aabc  = o,  n’eft  que  du  troi- 
fieme  degré,  pareeque  x*  n’eft  que  la  troifléme  puifïance  du 
moindre  degré  xx  de  l’inconnue. 

Ainfi  xip  — aax? -4- aabe o,  eft  une  équation  du  fécond 
degré , pareeque  xtp  eft  le  quarré  de  Xe. 

De  même  x’p — axx,p-+-  aabtf — a?bp  — o,  eft  du  troi- 
fîéme  degré, pareeque  *’p  eft  le  cube,  Se  xir  le  quarré  de  .vp. 

Mais  x * — ax'-tr  abexx  — a' hcc  = o,  eft  du  fixiéme  degré, 
pareeque  les  puiflànces  exades  du  moindre  degré  xx , ne 
font  pas  de  fuite. 

Corollaire. 

Lors  qju’  1 l ne  manque  aucun  terme  dans  une  équation, 
il  y a autant  de  termes  plus  un,  que  l’équation  a de  degrés  ; 
ainfi  il  y a deux  termes  dans  une  équation  du  premier  degréj 
il  y en  a trois  dans  une  équation  du  fécond  degréj  quatre 
dans  une  équation  du  troificme  degré,  &c. 

Car  tous  les  degrés  de  l’inconnue  font  autant  de  termes 
que  la  plus  haute  puifTance  de  l’inconnue  a de  degrés , Se  les 
grandeurs  toutes  connues  en  font  un  autre  , qui  pft  le  der- 
nier terme. 
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De'  FINITION  V. 

ly.  S i tous  les  Normes  d'une  équation  ont  chacun  le  même 
nombre  de  dimenfions,  on  dit  qu’ils  font  homogènes  } ainlî 
tous  les  termes  de  x 4 — ax]  ■+■  abxx  — a' ex  -+-a'd  = o,  font 
homogènes , pareeque  chaque  terme  eft  de  quatre  dimen- 
/ions  : mais  les  termes  de  ri  — ax'  -*-bxx — rx -+-</  = *orne 
font  pas  homogènes  ; Sc  l’on  dit  alors  que  la  loi  des  homogènes 
ri  eft  pas  ohfervee. 

Cette  loi  des  homogènes  doit  être  obfervée  autant  qu’il 
eft  poffible  dans  les  équations  des  Problèmes  de  Geometrie, 
pareequ’on  ne  compare  pas , par  exemple , des  grandeurs 
planes  ou  de  deux  dimenfions,  quand  elles  expriment  des 
luriâces,  avec  des  grandeurs  folidesou  de  trois  dimenfions, 
lorfqu’elles  expriment  des  figures  folides. 

R E M a R Q^u  e I. 

Cependant  lorfque  les  produits  qui  font  les  termes 
des  équations , n’expriment  que  des  lignes  dont  les  raports 
compolës  avec  l’unité  ou  avec  d’autres  lignes,  font  exprimés 
par  le  produit  de  plufieurs  grandeurs,  l’on  peut  comparer 
des  raports  plus  compolës  entre  des  lignes , avec  des  raporrs 
moins  compofcs,8cmême  fimples,  entre  d’autres  lignes;  ainfi 
l’on  peur  comparer  enfemble  des  grandeurs  de  differentes 
dimenfions , & où  la  loi  des  homogènes  n’eft  pas  obfervée. 

On  peut  aufli  dans  ce  cas  confervcr  toujours,  fi  l’on  veur, 
la  loi  des  homogènes,  en  concevant  les.  moindres  produits 
multipliez  par  l’unité  autant  de  fois  qu’il  le  faut , pour  les 
rendre  homogènes  avec  les  produits  d’un  plus  grand  nom- 
bre de  dimenfions;  ainfi  on  rendra  -*■  hxx  homogène  avec 

— <*x>  en  écrivant  -t-  ixbxx.  De  même  on  pourra  écrire 

— ixixrx,&ixixi  xd,  pour  rendre  les  termes — ex  -+-  dy 
homogènes  avec  les  autres. 

On  verra  dans  la  Geometrie  les  moyens  de  rendre  ho- 
mogènes tous  les  termes  d’une  équation, en  confcrvant  leur 
même  valeur. 

Remarque  II. 

X_Jn  des  grands  avantages  de  l’Analylê  eft  de  ne  pas  par- 
tager inutilement  l’elprit  j c’eft  pourquoi  elle  réduit  ics 

E ij 
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Problèmes  les  plus  corapofés  i des  expreffions  fi  fimples , 
que  coure  l'attention  de  l’efprit  n'eft  qu'aux  grandeurs  in- 
connues qu’il  cherche  : ainli  pour  empêcher  que  les  gran- 
deurs connues  fur  lefqueltes  if  ne  refte  plus  rien  à découvrir 
ne  partagent  l'attention , on  exprime  par  une  feule  lettre 
toutes  les  grandeurs  connues  d’un  même  terme. 

Paf  exemple,  on  abrégera  l'équation 
x*  — axx  abx  — abc  = o. 

— b -4r  ac.  . . 

— c bc. 

En  fuppofânt  toutes  les  grandeurs  connues  — a b e 

du  fécond  terme  égales  à une  feule  lettre  — nie n fuppofant 
toutes  les  grandeurs  connues  -+-  ab  -+- ac  -t-  bc  du  troifiéme 
terme  égales  à une  feule  lettre  -+-pj&  toutes  les  connues 
— abc  du  quatrième  terme  à une  feule  lectre  — qy  l’on  aura 
— nxx-i-px — f = o,  au  lieu  de  l’équation  propofée. 
L’on  voit  bien  que  la  loi  des  homogènes  n’eft  pas  moins 
obfërvée  dans  cette  expreffion  fimple , que  dans  I’expreffion 
compofée , pareeque  la  lettre  p,  par  exemple,  eft  dans  le 
troifiéme  terme  à la  place  d’une  grandeur  connue  de  deux 
dimenfions , 8c  q dans  le  quatrième  à la  place  d’une  gran- 
deur connue  de  trois  dimenfions. 

Définition  VI. 

Un  b équation  ainfi  abrégée  s’appelle  une  formule , c’efti 
dire  une  expreffion  generale  & abrégée  de  toutes  les  équa- 
tions du  meme  degré , qui  auroient  le  même  nombre  de 
termes , 8c  la  même  diverûté  dans  leurs  fignes. 

Corollaire  I. 

l8,  T°ut  e la  diverfité  des  équations  d’un  même  degré  ne 
pouvant  venir  que  de  ces  deux  chofes:  i.de  ce  qu’il  man- 
que quelques  termes  dans  les  unes  qui  ne  manquent  pasdans 
les  autres  ; i.  de  la  diverfité  des  fignes -t-Sc — qui  précèdent 
les  termes , on  peut  réduire  toutes  les  équations  d’un  même 
degré  à un  nombre  déterminé  de  formules. 

Par  exemple,  en  fuppofant  que  le  premier  terme  a tou- 
jours le  figue  , toutes  les  équations  du  fécond  degré  fé 
peuvent  réduire  auif  fuivantes, 

xx — p—o.  « + ;=o,  xx — nx-t-p—o.  xx-t-nx 
-4-p  = o.  xx — nx — p=  o.  xx-t-nx — p = o. 
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Dans  ces  équations  « marque  la  quantité  connue  du  fecond 
terme  , & p la  quantité  connue  du  troiliéme. 

L'avantage  de  ces  formules  cft  que  leur  réfolution  don- 
nera la  réfolution  de  toutes  les  équations  particulières  du 
fecond  degrc , en  métrant  dans  la  réfolution  à la  place  de  n 
& de  p,  les  grandeurs  connues  du  fecond  & du  troifiéme 
terme  des  équations  particulières. 

On  peut  de  même  réduire  les  équations  du  troifiéme 
degré , du  quatrième , &c.  à un  nombre  déterminé  de  for- 
mules. 

Corollaire  II. 

O n peut  même  réduire  toutes  les  équations  d’un  même 
degré  à une  feule  formule , pour  abréger  tous  les  cas  ; par 
exemple,  la  feule  formule  « + nx  p—  o,  peut  reprefcn- 
ter  toutes  les  équations  du  fecond  degré,  x'+nxx  ±px  + q 
= o peut  reprefenter  toutes  les  équations  du  troifiéme 
degré,  & x*  + nx'  ~p^pxx  qx  h*  / — = o , toutes  celles  du 
quatrième  degré,  & ainfi  des  autres;  & cela,  en  fuppolanC 
deux  chofes,  i“,que  quelques  termes  de  la  formule  font  nuis 
ou  égaux  A zéro,  lorfqu’elle  reprefente  tes  équations  où  il 
manque  des  termes  5 z\  Que  quand  quelques  termes  des 
équations  ont-»-,  & les  autres — , il  faut  donner  aux  termes 
de  la  formule  qui  leur  répondent,  les  mêmes  fignes. 

Par  exemple , afin  que  la  formule  x'+rux*:  px  ±7= ° 
reprefente  l’équation  x'  — abx-*-abc  = 0,  il  faut,  i",  aippo- 
fer  dans  la  formule,  le  fecond  terme  ^ nxx  a=  o.  i°.  Il  faut 
foppofer  que  px  dans  la  formule  a le  ligne  — , 8c  q le  ligne  -e: 
il  en  cft  de  même  des  antres. 

Enfin  on  peut  le  fervir  d’une  feule  formule  pour  chaque 
degré  où  tous  les  termes  ayent  le  ligne  ■+•  ; par  exemple  xx 
-t-p—  0,  fera  la  formule  generale  du  fecond  degré  î 
xs  nxx-*-px  q = o,  celle  du  troifiéme,  & ainfi  des  autres  : 
En  fbppofànt  ces  deux  chofes,  r°,  que  lorlqu’elle  reprefenré 
des  équations  où  il  manque  des  termes , ces  mêmes  termes 
font  nuis  ou  égaux  à zéro  dans  la  formule,  z*.  Que  le  ligne  -+■ 
de  chaque  terme  de  la  formule  reprefente  le  ligne  -4-  ou  — 
du  même  terme  de  chaque  équation  parriealiere  du  même 
degré,  felon  qu’il  fe  trouve  dans  chaque  équation. 
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Ainfi  nxx  px  -+-  q — o,  reprefente  l’équation  parti- 
culière xi  — abx  — abc  — o , en  fuppofitnt , 1°,  le  fécond 
terme  de  la  formule  nxx  — o,  & i°,  que  les  fignes  -+-  de- 
vant -i-px~*-q,  reprefentent  les  fignes  — qui  font  devant 
— abx — abc. 

Et  dans  la  formule  que  donnera  la  réfolution  de  x 1 -t-  nxx 
•*-px  q = o,  on  fuppofera  les  grandeurs  où  fera  w,  égales 
à zéro,  & on  donnera  aux  grandeurs  où  feront  p & q,  des 
fignes  oppofésj  mais  on  iailTera  les  fignes-*-  devant  les  puif- 
fances  paires  de  p & de  q,  & on  les  changera  devant  leurs 
puiflances  impaires. 

Apres  cela  il  ne  faudra  plus  que  fubftiruer  dans  la  formule 
de  la  réfolution  de  x'~+-nxx-+-px-*-q  = o,  les  grandeurs  de 
l’équation  particulière,  à la  place  de  »,/>,  q}  qui  les  reprefen- 
tent dans  la  formule  generale. 

Cette  maniéré  abrégé  les  cas,  & rend  les  réfolutions  ge- 
nerales, comme  on  le  verra  dans  le  cinquième  Livre,  où  l’on 
expliquera  la  réfolution  particulière  des  équations  de  cha- 
que degré. 


SECTION  III. 

Où  ton  explique  la  maniéré  d'oter  les  incommenfurablet 
des  équations  des  Problèmes  compofès , lorfqu  elles  en  ont. 

Avertissement. 

Lorsque  l’inconnue  de  l’équation  eft  incommenforable, 
c’eft  à dire  lorfqu’elle  eft  fous  le  figne  radical , il  eft  neceil 
faire  de  la  rendre  commenfurable  pour  connoître  de  quel 
degré  eft  l’équation  ; lorfqu’il  n’y  ad’incommenfurablesque 
les  grandeurs  connues  de  l’équation,  & que  l’inconnue  ne 
l’eft  pas, on  connoît  alors  de  quel  degré  eft  l’équation,  lins 
ôter  les  incommenfurables,  & l’on  pourroit  refoudre  l’équa- 
tion fims  les  ôter  j néanmoins  comme  il  eft  ordinairement 
plus  facile  de  refoudre  l’équation , lorfqu’il  n’y  a point  d’in- 
commenfu râbles,  les  méthodes  qui  foivent  peuvent  fervir  à 
les  ôter  toutes. 
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PROBLEME  III. 

O ST  ER  les  incàmmenfurables  d'une  équation  lorfqu’ily  en  a. 

Première  maniéré. 

i°.  TL  faut  mettre  une  des  grandeurs  incommenfurables 
feule  dans  le  premier  membre , & toutes  les  autres 
quantités  dans  le  fécond , & élever  chaque  membre  i la 
puiflance  marquée  par  l’expofânt  du  ligne  radical  du  pre- 
mier membre, Cela  grandeur  du  premier  membre  deviendra 
commenfurable.  S’il  refte  des  incommenfurables  dans  le 
fécond  membre , z”,  il  faut  en  mettre  une  feule  dans  le  pre- 
mier membre , & toutes  les  autres  quantités  dans  le  fécond, 
& faire  fur  cette  équation  l’operation  précédente,  qui  ôtera 
une  féconde  încommenfurabie.  En  continuant  cette  opera- 
tion , on  ôtera  toutes  les  incommenfurables. 

Lorfqu’il  y a plufieurs  incommenfurables  de  diffèrens 
degrés,  on  mettra  une  lettre  féule  pour  chaque  incommen- 
furable  * ce  qui  abrégera  le  calcul , comme  on  le  verra  dans 
les  exemples. 

On  abrégera  encore  le  calcul , en  mettant  apres  chaque 
operation  une  lettre  à la  place  de  toutes  les  grandeurs  deve- 
nues commenfurables , & dans  la  derniere  operation  on 
reftituera  les  valeurs  des  lettres  qu’on  a mifes  pour  debar- 
raflér  le  calcul. 

Exemples. 

P our  ôter  les  incommenfurables  de  Vxx  = y 'ax  ■+■  /f,  on 
élevera  chaque  membre  au  quarré,  & l’on  aura  xx—ax-rlb, 
où  il  n’y  a plus  d’incommcnfurables. 

II.  

Pour  ôter  les  incommenfurables  de  x -*-y/jjx=b,  on 
fera,  t°,  jaax  — b — x.  z°.  On  élevera  chaque  membre  à 
la  troifiéme  puiflance,  pareeque  l’expofànt  de  ÿ eft  },  Sc 
l’on  znrz  aax  — b'1  — }bbx  ■+■  $bxx  — x\  où  il  n’y  a plus 
d’incommenfurables.  ‘ 

1 1 L’  ' - 

Pour  ôter  les  incommenfurables  de  J'aax-+-Va'xi=x — c, 
i°,  il  faut  élever  chaque  membre  à la  troifiéme  puiflance  , 
& l’on  aura  aax-t-Va'x'^x'  — }cxx  •+-  y ex — c\ 


Analyse  dimontre'ï. 
iu.  Après  avoir  mis  Vâ^X  feule  dans  le  premier  membre, 
Vüix’’  =x3  — yxx-*r$ecx — r' — aax,  il  faut  élever  chaque 
membre  au  quarré , & l’on  aura  a'x'  = x‘—  6cx\  &c.  où  il 
n’y  a plus  d’incommenfûrabtes. 

IV. 


Pour  ôter  les  in  corn  menfu  râbles  de  x-*-  ÿaax  — Vax,  on 
fuppofèra  n—ÿaax,  ce  qui  donne  t^—aax  ,&c  m-=y/axt 
ce  qui  donne  mm  =ax,  & l’on  aura  x-t-u=m,  au  lieu  de  x 
j/aax  = y/ax. 

Enfuite  on  fera  par  tranfpofition  n=m — x , & on  élevera 
chaque  membre  à la  truificme  puiflànce  marquée  par  l’ex- 
pofànt  ^ du  ligne  radical  de  ÿaax  — n , & l’on  auraw,=  ai! 
— 3 mmx  ituxx  — x\  & par  tranfpofition  ri 3 mmx  x ’ 

= »*-*-  3«of.v , où  3»j»ix,  x*  font  commenlu râbles. 

Pour  débarailèr  le  calcul,  on  fuppofèra  les  grandeurs  corn- 
menfurables  rù  -+-ymnx-+-  xs  —y,  afin  de  n’avoir  attention 
qu’aux  feules  incommenfurables  ni  -+-  3 mxx , & l’on  aura  m' 
mxx  —f’.  On  élevera  chaque  membre  au  quarré,  parce- 
que  I’expofant  de  l’incommenlûrable  m — y/ax  eft  2,  & l’on 
aura  m6-*-  (m*xx  -t-  y mmx*  ~f‘,  où  il  n’y  a plus  d’incom- 
menlûrables.  Enfin  on  fubftiruera  à la  place  de/,  m,  n,  leurs 
valeurs,  & l’on  aura  a*xx  + 6a’ x3-*-  $aax*-y-  1 aax* -y-  6ax 1 
■+•  x‘  = x’x'  -t-  (aax*  -a-  9 ax' * & en  l’abregeant  on  aura  x‘ 
— $ax'  -t-  ^aax*-r  J a?xl  -t-  a'xx = o,  ou  bien  x* — 3 ax'  -+- 
-t-  fa’x-t-a*  — o,  où  il  n’y  a plus  d’incommenfürables. 


Seconde  manière , lorfque  t équation  contient  pluficurs 
incommenfurables . 

,1.  Il  faut  fiippolèr  une  lettre  égale  à chaque  grandeur  in-  * 
commenfurable,  ce  qui  donnera  autant  d’équations  qu’il  y a 
d’incommenfurables.  11  faut  en  ôter  les  incommenfurables 
parla  première  maniéré,  & l’on  aura  de  nouvelles  équations 
où  les  puitünces  des  lettres  fuppofées  feront  égales  à des 
grandeurs  commeniurables  3 on  les  appellera  les  équations 
commenfù  râbles. 

in.  U faut  mettre  les  memes  lettres  dans  l’équation  pro- 

Îo fée  ; & apres  avoir  mis  dans  le  premier  membre  la  feule 
:ttre,  qu’on  a fùppofée  égale  à l’incommenfurable  , dont 
l’expofant  eft  le  plus  granci , on  élevera  chaque  membre  de 
cette  équation  à la  puiflànce  de  cet  expofànt. 

Enfin 
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Enfin  on  fubftituera  les  valeurs  commenfiirables  des  let- 
tres fuppofees  à leur  place  dans  l’équation  précédente  , 6c 
ces  valeurs  feront  prifês  dans  les  équations  commenfura- 
bles  j 6c  en  continuant  les  fubftitutions,  on  arrivera  enfin  A 
une  équation  où  les  lettres  fuppofées  ne  feront  plus , 6c  qui 
n’aura  plus  d’incommenfiirables. 

Par  exemple, pour  ôter  les  incommenfurablesde  x-*-  ÿaax 
= Vax  : i°,  je  fuppofè  n = ]/aax,  6c  m—Vax ; 6c  ôtant  les 
incommenfùrables,  je  trouve  n'  — aax,&i  mm  = ax>cc  font 
les  équations  commeniurables. 

z“.Je  mets  MÔcwdans  l’équation  propofee x-*-  tyaax=^ax, 
à la  place  des  incommenfùrables,  6c  je  trouve  x-t-  n—m. 

Je  fais  par  tranfpofition  n — m — x,  6c  j’eleve  chaque 
membre  à la  troifiéme  puiffance , pareeque  l’expofànt  de 
ÿaax  — n,  qui  eft  le  plus  grand , eu  3,  6c  je  trouve  n'^m' 

— ymmx  -x-  3 mxx  — x' . 

30.  Je  fubftitue  dans  cette  équation  les  valeurs  commenfù- 
rables  de  «’  6c  de  mm , prifes  dans  les  équations  commenfu- 
rables,  6c  je  trouve  aux  — ms  — yaxx ymxx  — x\ 

Pour  fubftituer  la  valeur  de  m'  dans  cette  équation , je 
multiplie  chaque  membre  de  mm—ax  par»/,6c  j’ai 
6c  je  fubftitue  amx  à la  place  de  m'  dans  aax—m'  -t-  3 mxx 

— 3 axx — x',  6c  je  trouve  aax  — amx  -+-  3 mxx  — 3 axx  — x» 
ou  bien  aa-am~*-$mx — 3 ax  — xx  > je  mets  par  tranfpofi- 
tion les  quantités  où  eft  m dans  le  premier  membre , ÔC  les 
autres  dans  le  fécond , 6c  j’ai  am-+-  }mx  = $ax  -*-aa-*-xx  -, 
divifant  le  tout  par  a -t-  3X,  je  trouve  m — —7:"* **■ 

Pour  fubftituer  la  valeur  commenfurable  de  m dans  cette 
équation , j’éleve  chaque  membre  à la  féconde  puifiance , 
pareeque  l’cxpofanc  de  •Jax  = m eft  1 , 6c  je  trouve  mm 

. 9<ultx  6a*  x I4  6a  ri  iaa  tx  x 4 

Je  fubftitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  mm  prife 
dans  l’équation  mni  = ax , 6c  je  trouve 

dX  9**xx  ■+•  64*  X *4 fAX  * 1 AA  XX  -*•  x4 

aa  fiai  9 rx  • 

En  réduifant  chaque  membre  au  même  dénominateur, 
que  j’efface  enfuice,6c  en  abrégeant  6c  ordonnant  l’équation, 
je  trouve  x*  — 3 ax'  -+-  j aaxx  -t-  5 a'x  -t-  a*  = o , où  il  n’y  a 
plus  d’incommenfurables.  Ce  qui  écoir  propofé. 

E 
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Démonstration. 

eft  évident  que  par  les  operations  de  ces  deux  méthodes 
du  Problème  , on  ote  les  incommenfurables  les  unes  après 
Jes  autres , & que  l’égalité  Ce  confcrve  toujours. 


SECTION  IV. 


Où  l’on  explique  U manière  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun  de  deux  ou  de  plujteurs  équations 
■compofees  qui  ont  la  même  inconnue. 


Avertissement. 


Iicft  très  utile  pour  la  réfolution  des  équations  compofees, 
de  pouvoir  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  celles 
qui  ont  la  même  inconnue  ; fie  cela  fert  aufli  quand  on  a plus 
de  raports  d’un  Problème  que  d’inconnues,  à former  l’equa- 
tion  la  plus  flmple  qui  en  donne  la  réfolution. 


1 R u D l r,  M JC.  IV. 

TrOV  VER  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux  équations 
qui  ont  la  meme  inconnue. 


i°.  ^ I toutes  les  quantités  de  chaque  équation  étoienc 
multipliées  par  une  grandeur  commune,  on  les  divi- 
fèroit  toutes  par  cette  grandeur  commune  * fie  il  faudroïc 
enfuite  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
quotiensj  fie  après  Tavoir,trouvé , le  multiplier  par  cette 
grandeur  commune,  & le  produit  feroit  le  plus  grand  divi- 
lcur  commun  qu’on  cherchoit. 

i°.  Si  toutes  les  quantités  d’une  feule  des  deux  équations , 
& furtout  de  celle  qui  fêrvira  de  divifeur,  ctoient  multi- 
pliées par  une  même  grandeur,  il  fa  11  droit  les  divifer  par 
cette  grandeur , Iqui  ne  doit  point  entrer  dans  le  commun 
divilêur,  Ce  operer  enfuite  avec  le  quoeicnr.  Ces  choies 
luppolces. 

Première  maniéré. 

..A.P  avoirnommé  la  première  équation  celle  du  degré 
plus  élevé,  fie  l’autre  la  feconde,(  fi  elles  font  du  même  degré, 
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on  nommera  laquelle  on  voudra  la  première,  fit  l’auffC  la 
fécondé,)  il  faut  divil'er  la  première  par  la  feconde  ; fie  li  la 
divilîon  fe  fait  julle , la  fécondé  eft  le  plus  grand  divifeur 
commun. 

Si  la  divifîon  ne  peut  fe  faire  exactement,  lorfqu’on  fera 
arrivé  à un  relie  où  l’inconnue  a moins  de  degrés  que  dans 
la  leconde  équation,  fans  avoir  égard  au  quotient,  on  divi- 
iëra  la  fécondé  par  le  relie  , qu’on  nommera  premier  relie. 

Si  la  divilîon  le  fait  exactement , le  premier  relie  eft  le 
plus  grand  divifeur  commun. 

Mais  fi  elle  n’ell  pas  exaéle , Sc  qu’elle  donne  un  relie , 
on  divifera  le  premier  relie  par  ce  fécond  relie  -,  fit  lî  cette 
divilîon  donnaun  troifiéme  relie,  on  divifera  le  fécond  relie 
par  le  troifîéme.&on  continuera  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé 
un  relie  qui  foit  un  diviièur  exaél  du  precedent,  fi i ce  relie 
fera  le  plus  grand  divifeur  commun. 

i.  Quand  en  faifant  les  divilîons  de  cette  méthode,  on 
trouve  une  fraction  pour  quotient , il  faut  dans  ce  cas  mul- 
tiplier la  grandeur  à divifer  par  la  grandeur  connue,  qui  eft 
le  cocficient  du  premier  terme  du  divifeur,  ou  par  le  déno- 
minateur de  la  fraclion  trouvée  pour  quotient  ; fie  la  gran- 
deur à divifer  étant  ainfî  préparée,  la  divifion  donnera  pour 
quotient  une  grandeur  enciere. 

* E X E M P t É I. 

Pour,  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deu* 
équations  xn — 13*'° -4*  65** — i^jxs^~  189*4 — iojvx-1-11 
= o.  x'°  — iu(*+  54**-—  ni*4  -4-  ioj.vx  — 35  = o. 

Je  remarque  qu’il  n’y  a aucune  grandeur  commune  qui 
fnultiplic  coûtes  les  quantités  de  chacune  de  ces  deux  équa- 
tions, ni  aucune  grandeur  commune  qui  multiplie  tous  les 
termes  de  la  feconde  ; ainfi  j’opere  immédiatement  lùr  ces 
deux  équations. 

fe  divife  la  première  par  la  feconde , fie  je  trouve  le  quo- 
tient xx — 1 , que  je  néglige,  fi 1 le  relie  — x* -t- 9.*' — î8v+ 
-4-  3j.vx  — 14,  qui  ne  peut  plus  être  divifé  par  la  feconde 
équation , puifque  — x*  eft  moindre  que 

Je  divife  la  feconde  équation  x'° — ia.*8-*-  54** — m*4 
tojva:  — 3j  = o,  par  ce  premier  relie— ■ - 9** — iS.v4 
-4-  35**—  14,  & je  trouve  le  quotient — x.v-t-  3 , que  je 
néglige,  fie  le  relie — .v‘-4-7.«4—  14.VJC-4-  7. 

Pij 
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Je  divifê  le  premier  relie — xs-t-yx‘  — z8x4-i-3jxx — 14, 
par  ce  fécond  refie  — x4  ■+•  yx* — 14XX  7,  & la  divifion  le 
fait  exactement  : ainfi — x4-*-  7X4  — î+xx-t-y  =0,  ou  bien 
en  rendant  la  plus  haute  puifTancc  — x4  pofitive,  x 4 — yx* 
•4-J4.VX — 7 =.0,  efl  le  plus  grand  divileur  commun  des 
deux  équations  propofées. 

Exemple  II. 

Pour,  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  3*'  — iixx-4-i^x — <5  = o.  — IZXX-+-30X — 18 
= 0 : i°.  Je  remarque  que  tous  les  termes  des  deux  équa- 
tions font  multipliés  par  3,  ou  peuvent  être  divifés  par  35  je 
les  divife  par  3,&je  trouve  les  deux  quotient’ — 4.VX-+-  jx 

— z=o,  & — 4XV-K 10* — <>  = o. 

11  faut  à prefênt  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun 
de  ces  deux  quotients,  & quand  on  l’aura  trouvé , le  multi- 
plier par  3,  Sc  le  produit  fera  le  plus  grand  divileur  commun 
des  deux  équations  propofées. 

ic.  Je  remarque  que  tous  les  termes  de  la  fécondé  équa- 
tion— 4**-+- 10*  — <5  = o,  qui  doit  fêrvir  de  divifeur,  peu- 
vent être  divifés  par  z ; je  les  divife  donc  par  z,  & je  trouve 
l’équation — zxx-+-jx — 3 = o,  qui  efl  celle  qui  doic  fervir 
de  divifeur. 

Mais  il  faut  remarquer  que  quand  on  aura  trouvé  le  plus 
grand  divifeur  commun,il  ne  faudra  pas  le  multiplier  par  z, 
pareeque  z n’efl  pas  un  divifeur  commun  des  deux  équa- 
tions x! — 4 vx-t-  5*  — z=o , — 4** -4-  iox  ■ — 6 = 0. 

Pour  trouver  maintenant  le  plus  grand  divifeur  commun 
de  x 5 — 4X.V  jx  — z = o,  & de  — îxx  -t-  jx  — 3 = 0,  je 

divifê  la  première  parla  fécondé,  & je  trouve  pour  quodenc 
la  fraétion  ; cela  me  fait  voir  qu’il  faut  préparer  la  gran- 
deur à divifêr  x’ — 4XX-*- jx  — z,  en  la  multipliant  par  le 
dénominateur  de  la  fradion  =f-.qui  efl  — z,6cj’aurai  le  pro- 
duit — zx!  8xx  — 1 ox  •+■  4,  qu’il  faut  divifêr  par  la  féconde 

grandeur — zxx-v-  5*  — 3. 

En  faifànt  la  divifion,  je  trouve  d’abord  le  quotient  x,  & 
le  refie  -4-3XX — 7X-4-4,  qu’il  faut  continuer  de  divifêr  par 

— ZXX-+-5.V — 3 , pareeque  la  plus  haute  puiflànce  de  l’in- 
connue x,  n’efl  pas  dans  le  refie  -+-3XX — 7X-*-  4,  moindre 
que  la  plus  haute  puiflànce  de  la  mçme  x dans  le  divifeur 
■ — ixx  -+-  jx — 3. 
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Mais  en  continuant  de  diviiêr  jxx — 7* -1-4,  par  — zxx 

j.v  — 3,  je  trouve  pour  quotient  la  fraction  rV  ; cela  fait 
voir  qu'il  faut  préparer  la  grandeur  à divifer  -1-3**  — 7* 

4,  en  la  multipliant  par  le  dénominateur  — 1 ; cela  me 
donne  la  grandeur  à divifer  — 6xx-*~  14*  — 8 -,  je  la  divilê 
par  le  divifcur  — ixx  5*  — 5,  6c  je  trouve  le  quotient  3 , 
& le  relie  — x •+■  1 — o. 

Je  divilê  maintenant  — ixx-t-  jx — 3 = 0,  qui  a fervi  juf- 
qu’ici  de  divileur,  par  ce  relie — x-t-i=o,  & je  trouve 
que  la  divifion  le  fait  exactement. 

Ainfî  • — x 1 = o , ou  -4-  x — 1 -=  o,  efl  le  plus  grand 

commun  divileur  de  x'  — 4xx-+-  jx — 1=  o,  & de  — ^xx 
•+-  iox — 6 — 0. 

Et  en  multipliant  — r+i  = o,  ou  -i-x — 1 — 0 par  5,  je 
trouve  — -3*-t-3  = o,  ou  -1-  31c — 3 = 0,  pour  le  plus  grand 
divileur  commun  des  deux  équations  propolêes  3*’  — nxx 
•+-  ijx — 6 = o , — 1 ix x 3 ox — 18  = 0.  Ce  qui  étoit 

Avertissement. 

On  a mis  dans  cet  exemple  , qui  n’ell  pas  fort  compofé, 
toutes  les  difEcultcz  qu’on  peut  trouver  dans  la  recherche 
du  plus  grand  divileur  commun  ; c’ell  pourquoi  ceux  qui 
commencent,  doivent  fe  le  rendre  très  familier. 


x E M P L E 


III. 


Pour  trouver  le  plus  grand  divileur  commun  de  ces  deux 
équations  x 4 — 4 ax'  •+-  iiaaxx  — 10a' x il*4  = o, 

x 4 — 3 <*x!  1 la.ixx  — 1 6a} x 24/  = o , 

je  divife  la  première  parla  lèconde,&  je  trouve  le  quotient  i. 


- 1 ia' 

■ il*' 


, qui 
pour 


» t »t  1 * 

que  je  négligé,  & le  relie — axl — aaxx — 4^  fr- 
étant divilê  par  — donne  x’  -4-  axx  -+>  ^aax  ■ 
le  premier  relie. 

Je  divife  la  fécondé  équation  x4 — ^ax’-hiiaaxx  — i6**’x 
— o,  par  x' ■+■  axx -t-^/ax-t-na1. 

Je  trouve  le  quotient  x — 4*/,  que  je  néglige , 8i  le  relie 
•+-  iiaaxx  — ii<*’x-*-7itf4,que  je  divife  par  naa,6i  je  trouve 
pour  le  fécond  relier* — ax 6aa. 

Je  divife  le  premier  relie  x’  -t-axx  -*-^tax  -+-\-ia\  par  le 
fécond  relie  xx — ax-\-  6aat  &,  la  divifîonell  exacle. 

F uj 
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Ainfî  XX— “ax-*-  6aa=s=  o,  eft  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun des  deux  équations  propedées. 

Exemple  IV. 

Pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  *'  — zaxx  -t-  aux  aab  = o , 

— bxx  ■+•  1 abx. 

Sc  — ta xx  •+•  zaax  — 3 aab  = o. 

— bxx  ■+•  4 abx. 

je  divife  la  première  par  la  féconde  j & en  divifant  le  premier 
terme  x ' par  le  premier  terme  — iaxx  — bxx  du  divifeur, 
je  trouve  la  fraction  —Jzri-  Cela  me  fait  voir  qu’il  faut  pré- 
parer la  première  équation , qui  eft  la  grandeur  à divifer, 
en  la  multipliant  par  le  dénominateur — 1 a — bi&c  je  trouve 
pour  produit  la  première  équation  préparée , 

— iax'  4 aaxx  — z a*x  la’b  = o. 

— b x'  -+■  4 abxx  — ’jaabx  -t-  aabb 

-t -b  bxx  — zabbx. 

Je  la  divilê  par  la  féconde  équation 

— zaxx  -+■  zaax  — 3 aab  = O. 

— bxx-*-  4 tbx , 

Sc  je  trouve  le  quotient  x,  que  je  néglige , Sc  le  refte 
-4-  2 aaxx  — za'x  -*•  ta' b 
Orbbxx  — Zaabx  -*-  aabb 

— zabbx. 

qu’il  faut  continuer  de  divifer  par  le  meme  divifeur 

— 1 axx  zaax  — 3 aab  = o. 

— bxx-*-  4*  bx , 

pareeque  la  plus  haute  puiflânee  xx  de  l’inconnue  n’eft  pas 
moindre  dans  le  refte,  que  dans  le  divifeur. 

Mais  en  faifant  la  divifion  de  ce  refte  par  le  divifeur,  je 
trouve  la  fraction  » ce  qui  me  fait  voir  qu’il  faut  pré- 
parer le  refte  ■+*  zaaxx  — za'x , &c. 

-t-  bbxx , 

en  le  multipliant  par  le  d énominateur — za — b,Sc  je  trouve 
le  refte  préparé  — 4 **  'xx  -t-  4***  — 4 a* b 

-—  zaabxx  -4-  6a  bx  — ^asbi 
— zabbxx  (t.tabbx  — aab' 

•—b'xx  -triab'x. 
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Je  continue  de  le  diviler  par  le  même  divifeur 

— xaxx  -+-  xaax  — j aab  — o. 

— bx x ■+•  4~abx, 

& je  trouve  le  quotient  ixa •+-  que  je  néglige , Si  le  reftc 

— ia'bx  -+-  xa*  b 
-+-  4 aabbx  — 4 a'bb 

— ixb'x  1 aab* , 

dont  chaque  terme  peut  être  exactement  divife  par  — ia'b 
■+-  4 aabb  — iab\ 

Ainf]  je  divife  ce  reftc  par  — i*'b  •+■  4 aabb  — lab ' , & je 
•trouve  pour  quotient  je — <r,  que  je  prens  pour  le  dernier 
reftc. 

Je  divife  maintenant  la  fécondé  équation  qui  a fervi  de 
divifeur  jufqu’ici,  par  le  refte  x — a,  &la  divifion  eftexade. 

Par  confequent  x — a = o,  eft  le  plus  grand  divifeur 
Commun  des  deux  équations  propofees. 

Préparation  pour  la  démsmftration, 

T. a dcmonftration  n’eft  pas  differente  de  ce  qu’on  a cou- 
tume de  donner  dans  l’Arithmetique  & l’Algebre,  pour  la 
méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
grandeurs  incomplexes,  & elle  eft  fondée  fur  ces  axiomes. 

Axiome  L 

Un  divifeur  exad  d’une  grandeur,  eft  auflî  un  divifeur 
exact  d’un  multiple  de  cette  grandeur  ; par  exemple , un 
divifeur  exact  d’une  grandeur^,  eft.  un  divifeur  exact  de  )A% 
ou  en  general  de  mA. 

Axiome  II. 

Un  divifeur  exad  d’une  grandeur  entières,  qui  a deur 

Farcies  B & C,  & de  l’une  de  ces  deux  parties  comme  de  B% 
eft  auflî  de  la  féconde  partie  Ç. 

Axiome  III. 

Le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux  grandeursv4&2?, 
contient  les  autres  communs  divifeurs  moindres  des  mêmes 
grandeurs  il  eft  un  multiple  de  chacun  de  ces  divifeurs 
moindres.  Ces  chofes  fuppofées. 


Première. 

A. 

A — mR 
B =*=  nC 
C = pD. 


Seconde. 

B. 

■ C. 

-D. 
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Soit  nommée  A la  première  équa- 
tion, & B la  fécondé  , on  fuppofè 
que  >4  étant  divifée  par  B, on  trou- 
ve le  quotient  m,  & le  relie  Ci  ainli 
A = m B -1-  C. 

En  divifant  la  lêconde  équation  B 
par  le  premier  relie  C,  qu’on  trouve  le  quotient  n,  & le 
relie  D i ainfi  B = nC  D. 

Enfin , qu’en  divilânt  le  premier  relie  C par  le  fécond  D, 
la  divifion  foit  exacte,  & qu’on  trouve  le  quotient p,  ainfi 
C=pD. 

Il  faut  démontrer  que  D efl  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun de  A & de  B. 


Démonstration. 

Il  efl  évident  que  B efl  divilêur  commun  de  A & de  B , 
car  par  la  fùppofition  il  l’efl  de  C;  donc  il  l’efl  de  nC  -*-B 
— B par  le  1"  axiome  5 donc  Dell  divifeur  de  mB  -*-C—A 
par  le  in  axiome.  i“.  D eft  aulfi  le  plus  grand  divilêur  com- 
mun de^&  de  B i car  leur  plus  grand  divifeur  commun 
doit  être  divilêur  de  mB  multiple  de  Di  & étant  aulfi  divi- 
leur  de  la  grandeur  entière  mB  -*-C= A , il  efl  divifeur  de 
la  i partie  C par  le  ic  axiome  ; donc  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  A de  B , efl  divifeur  de  nC  multiple  de  C par 

le  1"  axiome:  & étant  aulfi  divifeur  de  la  grandeur  entière 
»C-4-  D = B,  il  efl  divilêur  de  D par  le  z‘  axiome  : Mais  D 
efl  divifeur  commun  dey/&de2?  par  la  première  partie  de 
çette  démonllration  -,  ainfi  le  plus  grand  divifeur  commun 
de  A & de  B,  étant  aulfi  divifeur  de  D,  il  faut  que  D foit 
lui  - même  ce  plus  grand  commun  divifeur  : autrement  D > 
lèroir  un  divifeur  commun  de  A &C  de  B,  qui  furpafleroit  le 
plus  grand  j ce  qui  feroit  contre  la  fùppofition. 

Bimonjlration  pour  le  cas  où  il  faut  préparer  la  grandeur 
a.  divifer. 

S 1 en  divifant  la  première  grandeur  A par  la  féconde  B, 
on  trouve  une  fraction  dont  le  dénominateur  foit  /,  il  faut 
préparer  A en  la  multipliant  par/j  on  fuppolê  qu’en  divi- 
sât enfuite  fA  par  D,  on  trouve  le  quotient  m & le  relie  C, 
ainfi  fA  = mB  -t-  C. 

Divifant 
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A. 

fA  — ni  B -+ 
cB  nC  -+■ 
C = PD. 
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Seconde. 

B. 


C. 

D. 


Livre  II. 

Divifant  enfuitei?  par  le  refte 
C y lî  l’on  trouve  une  fraction 
donc  le  dénominateur  eft  g,  il 
faut  préparer.#  en  la  multipliant 
par  g,  & l’on  aura  gB>  on  lup- 
polè  qu’en  divifant  gB  parle 
premier  refte  C,  on  trouve  le  quotient  n,  6c  le  refte  D i ainfi 
gB  — nC  D. 

Enfin  on  fuppolê  qu’en  divifant  le  premier  refte  C,  par  le 
fecondD,  la  divifion  eft  exacte,  5c  que  C—  pD-  Cela  fuppole. 

Il  eft  évident  que  le  plus  grand  divifeur  commun  de  A 6c 
de  B,  eft  divileur  de  fA  par  le  premier  axiome,  6c  par  con- 
lêquent  de  mB  -*-C'=^fA.  U eft  de  même  évident  que  le 
plus  grand  divileur  commun  de  A 6c  de  B,  eft  divileur  de 
mB  6c  de  gB,  multiples  de  B ; il  eft  par  conlêqucnt  divileur 
de  C,  lèconde  partie  de  mB-r-C,  par  le  ic  axiome , 6c  de  nC 
-4 -Dé=gB-y  ii  l’eftauflide  nC  mulciple  de  C;  par  conlêqucnt 
étant  divifeur  de  »C-*-.D,êcde  la  première  partie  »C,  il  l’eft 
aulfi  de  l’autre  partie  D. 

Ainfi  Z)  étant  divifeur  exaét  de  C,  il  eft  le  plus  grand  com- 
mun divileur  de  A 6c  de  B , ou  du  moins  il  le  contient,  6 C 
il  en  eft  le  multiple. 

Mais  quand  les  plus  hautes  puiflances  de  l’inconnue  x ne 
font  point  multipliées  par  d’autres  grandeurs  connues  dans 
A 6c  dans  B,  la  puiflance  la  plus  élevée  de  x dans  le  plus 
grand  divileur  commun,  doit  être  lêule  ; c’eft  pourquoi  en 
divilant  le  dernier  refte  D , divileur  exaéi  du  précèdent,  par 
le  coeficient  de  la  plus  haute  puillànce  de  Ion  inconnue  x , 
le  quotient  doit  être  le  plus  grand  divileur  commun  de  A 
6c  de  B. 


Seconde  maniéré  d>  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun. 

11.  O n nommera  la  première  équation  A , pour  rendre  la 
choie  plus  claire , 6c  la  fécondé  B. 

11  faut  prendre  la  valeur  de  la  plus  haute  puillànce  de  l’in- 
connue x,  qui  eft  le  premier  terme  de  B , 6c  fubftituer  cette  * 
valeur  au  lieu  de  x dans  ^,(obfervant  d’élever  auparavant 
B au  degré  de^,  en  multipliant  l’équation^  par  x,  ou  xx>dcc. 
fi  le  premier  terme  de  B écoit  moindre  que  le  premier  terme 
de  A) 

G 
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Il  faut  continuer  cette  fubftitution  jufqu’à  ce  qu’on  ait 
réduite  à un  moindre  degré  que  /?,  ôc  on  appellera  C l’c- 
quation  où  l’on  aura  réduit  A par  ces  fubftitutions. 

Il  faut  enfuite  prendre  la  valeur  du  premier  terme  de  C, 
6c  la  iubftituer  dans  B , 6c  continuer  la  lubilitution  juiqu’à 
ce  qu’on  ait  réduit/?  à une  équation  D d’un  moindre  degré 
que  C. 

L’on  prendra  enfuite  la  valeur  du  premier  terme  de  D , 
qu’on  iubftituera  dans  C,  6c  l’on  continuera  ces  operations 
jufqu’à  ce  qu’on  trouve  une  équation  £,  d’où  la  valeur  du 

(>remier  terme  étant  fubftituée  dans  la  précédente  D , tous 
es  termes  fe  détruifenc  par  des  lignes  contraires. 

L’équation  E fera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  A 
& de  B. 

Lorfqu’il  arrive  que  les  premiers  termes  des  équations^ 
& 2?,  ou  B ôc  C,  ou  C 6c  D,  6cc.  ont  des  coëtkients , il  faut 
préparer  les  deux  équations  en  multipliant  A par  le’cocfi- 
cient  du  premier  terme  dk  B > &c  B par  celui  du  premier 
terme  de^,  6c  faire  la  même  chofe  pour  2?ÔcC,Ôcc.  comme 
on  le  verra  dans  les  exemples. 

Premier  exemple  qui  efl  le  troi[téme  qui  prcccie. 

Pour,  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  A.  x' — r^ax'  -+-  naaxx — 10 a x-t-na*  = o. 

B.  x*  — - 3 ax1  i iaiixx  — i G a x 14a’  = o, 

je  prens  la  valeur  de  ^dansla  fécondé, 6c  je  trouve  x*=}ax' 
— 1 iauxx  -+- 1 6a  x — 14a'. 

Je  lùbftituc  cette  valeur  de  x*  dans  la  première  équation, 
& après  la  fubftitution.je  trouve  au  lieu  de  la  première  équa- 
tion, celle-ci  — ax'  — aaxx — 4^’x — n<*4  = o,  dont  tous 
les  termes  peuvent  fe  divilèr  par  — a\  ôc  après  la  divifion, 
je  trouve  C.  x 1 -+•  a xx ■+•  4 aax  + im'  = o. 

Cette  équation  C étant  d’un  moindre  degré  que  la  fécon- 
dé J?,  je  la  multiplie  par  x,&c  j’ai  l’équation  x^ax’-t-^ aaxx 
na'x  = o. 

Je  prens  dans  cette  équation  la  valeur  de  x*,  qui  eft  x4== 
— ax ’ — 4 aaxjc — iia'x,  ôc  je  la  fubftitue  dans  £ , 6 c après 
la  fubftitution,  je  trouve  l’équation — ^ax'  ■+•  iaaxx — 18 a'x 
■+-i+a'  — o. 
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Comme  elle  n’eft  pas  d’un  degré  inferieur  à celui  de  l’é- 
quation C,  il  faut  prendre  dans  l’équation  C la  valeur  de  x5 
pour  la  fubftituer  dans  l’équation  précédente. 

Mais  le  premier  terme  de  la  precedente , qui  eft — 4*x\ 
avant  — 4 a pour  coëfïcient,  il  faut  préparer  l’équation  C 
en  la  multipliant  par — 4 a , & je  trouve  — 4.7*’  — 4 aaxx 
• — 1 6a' x — 484*  = o. 

Je  prens  dans  cette  équation  préparée  la  valeur  de  — 4ax', 
qui  eft  — 4^x'  = 4 aaxx  i ûrf’x-t-  48 a*. 

Je  la  fubftitue  dans  l’équation  — ^.ax'  -4-8 aaxx  — 18 a'x 
14^’  =5  o , & je  trouve  après  ta  fubftitution  l’équation 
11  aaxx  — iirf'x-t-  jia'  = o , dont  tous  les  termes  peuvent 
fe  divifër  par  n aai  Sc  après  avoir  fait  la  divilion , je  trouve 
l’équation  D.  xx — ax-*-6aa  — o. 

J’éleve  cette  équation  D au  troifiéme  degré  en  la  multi- 

Îiliant  par  x,  afin  de  pouvoir  fubftituer  la  valeur  de  x’  dans- 
'équation  C,  & je  trouve  x’  — <-/xx  -t-  6aax  = o. 

Je  prens  la  valeur  de  x ' dans  cette  équation,  qui  eft  x'  = 
■a-axx — 6aax,èi  je  la  fubftitue  dans IcquationC,  cequime 
donne  taxx  — i.t  ix  -*■  ia*1  = o. 

Je  fubftitue  encore  la  valeur  de  xx  prife  de  l’équation  Dy 
dans  1 axx  — iaax-+-  iia'^=o,  mais  auparavant  je  multi- 
plie l’équation  D par  le  coefficient  ta  ; & ayant  trouvé  taxx 
— xaax  — ua' , je  fubftitue  la  valeur  de  taxx  dans  uixx 
— taux -+-  lit*3  = p,  & je  trouve  — z aux -+•  lia'  = o. 

■+■  iaax — 11a'  , 

où  toutes  les  quantités  fe  détruifènr  par  des  fignes  contrai- 
res; ainfi  l’équation  D.  xx — ax  Caa  =;  o,  eft  le  plus  grand 
divifëur  commun  des  deux  propofées. 

Second  exemple  qui  eft  le  quatrième  qui  précédé. 

O N mettra  les  opérations  de  la  première  & de  la  féconde1 
maniéré  fur  cet  exemple, à côté  les  unes  des  autres,  afin 
qu’on  voye  que  ces  deux  méthodes  de  trouver  le  plus  grand 
divifëur  commun , reviennent  à une  même  méthode  ; ainlî 
la  première  étant  démontrée , la  fécondé  l’eft  auiE. 


jï.  Analyse  démontré' e. 
Exemple  II. 

Première  maniéré  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun. 


rremicrcre  équation. 

— laxx  aax  — aab  = o. 

— bxx  t abx. 

x — la  — b. 

Seconde  équation. 

— laxx -4-  xaax  — }aab=o. 

— bxx  -4-  4 abx. 

Première  équation  préparée. 

• — lax'or^aaxx — i.i'x  iab  — o. 

• — bx*  -t-  4 abxx  — J aabx  -1-  aabb 
*+•  bbxx  — lalbx. 

Seconde  équation  qui  fert 
de  divifeur. 

— 1 a xx  -t-  xaax  — 3 aab  — 0. 

— bxx  -4-4 abx. 

x quotient. 

*+■  iax' — zaaxx-4-  jaabx 
-*-  bx'  — t^abxx. 

Re/le  qu'il  faut  continuer  de  divifer 
par  le  même  divifeur. 

-4-  laaxx  — îa'x  -+-  xa'b  =q. 
•+■  bbxx  — i aabx  -4-  aabb 
— labbx. 
x — 1 a — f 

Rcjle  préparé, 

— 4 a' xx  -4-4 a'x  — ^a'b—o. 

— laabxx  -t-  6afbx  — 4 a'bb 

— 1 a bbxx  -4-  Gaabbx — aab' 

— b' xx  -4-  ia  b 'x 

Seconde  équation  qui  fert 
de  divifeur. 

— laxx  -4- 1 aax  — 3 aab  ;=  0. 

— bxx  -4-  4 abx. 

taa  -4-  bb  quotient. 

' <4-  41’ jr*  — 4 a*x  -4-  6 a*  b 
-4-  zaabxx  — 8 a'bx  -4-  \aab 5 
-4-  xabbxx  — zaabbx 
-4-  b' xx  — 4 ab'1' 

— la'bx  -4-  la* b — 0. 

Refie.  . -4m  4 aabbx — 4 a'bb 

— lab'x  -t-iaab*. 
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Exemple 

1 1. 

Seconde  maniéré  de  trouver  le  plut 

grand  divifeur  commun. 

Première  équation. 

Seconde  équation. 

x'  — taxx  -t-  aax  — aab  = o. 
— bxx  -+-  "Litbx. 

— zaxx  x-  zaax  — \aab  = 0. 

— bxx  4 abx. 

i 

H 

1 

X 

ou  bien 

Première  équation  préparée. 

— iax '■  ■+■  4. taxx  — zax  zu'b  =o 

— bx'  -t-  4 abxx  — J aabx-tr  aabb 

— zaxx=x — za.tx  + }aab 

— bxx  — 4 abx 

XX  XX. 

-t-  bbxx  — zabbx, 
Subftitution. 

Seconde  équation  multipliée 
par  x. 

— x/f.v'  = — i aaxx  -+-  3 tabx 
' — bx'  — 4 abxx. 

— zax'~\ — zaaxx  a-ytabx 

— bx'  j — \abxx. 

Somme  où  il  faut  encore  fubfitticrla  va  le  tu 
de  xx  prife  dans  la  fécondé  équation. 

Seconde  équation. 

#-+-  zaaxx  — za  x -t-  za'b=Q. 
.+-  bbxx  — zaaex  -+-  aabb 
— zabbx 

• — zaxx  5 — zaax  -+-  3 . \tb 

— bxx  y — 4 tbx. 
x zaa  -t-  bb.  x zaa  -r  bb. 

Somme  préparée. 

Seconde  équation  préparée. 

— 4 t'xx  or\a'x  — \a*b=0. 

— zaabxx-t-6a'bx  — <\.a  bb 

— zabbxx  éaabbx — aab' 

— b' xx  ■+■  zab'x. 

— t^a'xx  ^ — 4./' a:  -t-  6a* b 

— zaabxx  ! — 8/«  bx-^iogb' 

— zabbxx  C — zaabbx 

— b'xx  a — 4 abx. 

Subftitution. 

— ya'xx = — 4 a*x  -t-  (>a* b 

. — 1 aabxx  — 8 a'bx  -h  3 aab 1 

— zabbxx  — zaabbx 

— b'xx  — 4 ab'x. 

— za'bx  -t-  za*b 

Somme.  — 4 aabbx — 4 a'bb 

— zab'x  -t-  zaa  6 
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Analyse  démontré'  e* 
Continuation  de  la  première  maniéré. 


Divilant  chaque  terme  par  — la'b 
■+-  4-aabè — iab\  on  trouve  pour  le 
relie  l'équation  x — a=o. 

II  faut  divilêr  la  lèconde  équation 
par  ce  relie  x • — a— o. 


Seconde  équation. 

— iaxx  -t-  1 aax  — ^aab=  o. 

— bxx  -t-^abx 


•+■  îaxx  — laax 
■+-  bxx  — abx. 


Refit  qui  fert  de  divifeur: 
x — a = o. 


— lax  ■+•  yib  quotient.. 

— bx. 


o «+■  3 abx  — 3 aab 

— 3 abx  -4-  ^aab. 


o o. 


La  divifion  efl  exaéle  : ainli  x — a = o elt  le  plus  grand  divilêur 
commun. 


R.  E M A R Q_JJ  E S. 

I 

X l eft  évident  qu’on  peut  négliger  le  premier  terme  dans  les 
cas  où  il  faut  préparer  la  grandeur  à divifer  ce  qui  abrégé  le 
calcul. 

I I. 

S’il  falloit  trouver  le  plus  grand  divilêur  commun  de  trois, 
ou  d’un  plus  grand  nombre  d’équations,  on  chercheroit  d'abord 
le  plus  grand  divi/cur  commun  des  deux  premières , & enfuite 
le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  troiliéme  équation,  & du 

plus 


Digitized  by  Google 


L i v R E 1 1.  55 

Continuation  de  la  féconde  maniéré. 


Divilànt  chaque  terme  par  — i ai 
or^iiab'o  — zai’ , on  trouve  l’équa- 
tion x — <*  = o,  oux  = <*. 

x — * = o. 
x = a. 

XX  XX. 

Il  faut  fubftituer  dans  la  fécondé 
équation  les  valeurs  de  x,  xx  prifes 
dans  x — a—  o. 

Seconde  équation. 

m y v'  v > • y v*  ______  5 // , / n d 

■ ■*  2 .1 X X “T  ZtfCZX 

— b xx  *+-  j\abx. 

Subflitution.  - 

— îaxx = — îaax 
• — bxx  as  — abx. 

xx  = 

x — z.<  x — xa. 

— iaxx = — 1 aax. 

xx  = <rx. 
x — £ x — b. 

Somme . 

— bxx  = — abx. 

•+-  3 abx  — 3 ctab  = o. 

x = a. 

Subflitution.  3 abx  =•+■ 

x -4-  3^  x -+■  3<*^. 

Somme  0. 

-*.5 abx  jaab. 

La  fubftitucion  des  valeurs  de  x,  xx  prifes  de  x — a — o, 
dans  la  féconde  équation,  failânt  détruire  tous  les  termes  par 
des  lignes  contraires,  .v — <t=o  eft  le  plus  grand  divileur 
commun. 


plus  grand  divileur  commun  des  deux  premières , & ainlî 
de  fuite. 

I 1 1. 

Lorfqu’il  y a plus  de  raports  connus  dans  un  Problème 
compofé,  qu’il  n’y  a d’inconnues,  on  peut,  dans  ce  cas,  trou- 
ver plufieurs  équations  qui  ayent  la  meme  inconnue,  dont 
chacune  exprime  le  Problème;  il  faut  enfuite  trouver  le  plus 
grand  divifeur  commun  de  ces  équations, & il  fera  l’équation 
la  plus  lïmple  du  Problème , & la  refolution  en  fera  plur 
facile. 
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ANALYSE  COMPOSÉE,- 


o u 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  le  réduifent  à des  équations 
compolees. 

LIVRE  III. 

Oh  l'on  explique  la  nature  des  équations  com - 
pofees , le  nombre  & les  qualités  de  leurs 
racines } & leurs  transformations. 
Avertissement. 

On  fûppolc  dans  ce  Livre.  i°,  que  le  fécond  membre  d’une 
équation  compoice  .eft  zéro.  i°.Que  la  plus  haute  puiflànce 
de  l’inconnue,  c’cft  à dire  le  premier  terme,  a toujours  le 
ligne  -4-,  3".  Qu’elle  n’a  ni  fractions,  ni  incommenfurables. 

On  a eniêigné  dans  les  Livres  precedents,  les  maniérés  de 
lui  donner  ces  préparations. 

On  fuppolë  aulli  que  dans  Ion  premier  terme,  la  plus  haute 
puiflànce  de  l’inconnue  n’a  pasd’autre  coefficient  que  l’uniré$ 
on  enfêignera  la  maniéré  de  lui  donner  cette  préparation 
dans  les  transformations. 

Cela  fuppole  , pour  concevoir  clairement  la  nature  des 
équations  compofces,  il  faut  voir  la  maniéré  donc  elles  peu- 
vent être  formées. 


SECTION  I. 

Ou  l'on  explique  U maniéré  dont  fe  form:nt  les  équations 
compofees. 

D e'  F I N i t i o N I. 

LA  valeur  de  l’inconnue  dans  une  équation  Ample  x — a 
=o,  s’appelle  lu  racine  de  cette  cquacion. 

Ainfi 
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Ainfi  a qui  eft  la  valeur  de  l'inconnue  x,  dans  x — a— o, 
puifque  x— a,  s’appelle  la  racine  de  l’équation  x — a = o. 

Lorfque  cette  valeur  eft  complexe,  comme  dans  x- — a 
-+-b  — c = o,  la  grandeur  complexe  -*-a — b-hc,  (qui  eft  la 
valeur  de  x,  puilque  x = a — b-\-c,)  n’eft  pas  moins  la  feule 
racine  de  l’équation  x — a-r-b — f=o,  8c  on  peut  l’abre- 
ger  en  mettant  une  feule  lettre  d-=^a — b-t-c,  dans  l’équa- 
tion j ce  qui  donneroit  x — d—o,  ou  bien  x — d. 

Lorfque  mettant  l’inconnue  feule  dans  le  premier  mem- 
bre , fa  valeur  qui  eft  feule  dans  le  fécond , eft  pofitive , on 
dit  que  la  racine  eft  pofitive',  ainfi  dans  x —a,  la  racine  a eft 
pofitive  j mais  lorfque  la  valeur  de  l’inconnue  eft  négative, 
comme  dans  x—  — b,  on  dit  que  la  racine  eft  négative. 

D’où  il  fuit  que  lorfque  zéro  eft  le  fécond  membre  de 
l’équation  fimple,la  racine  pofitive  a le  figne  négatif— , comme 
dans  x — a— o j & la  racine  négative  a le  figne  h-,  comme 
dans  x->r-b  = o. 

La  racine  d’une  équation  fimple  ou  linéaire,  peut  ccre  oit 
commenfurable , comme  dans* — a—o , ou  incommenfu- 
rable,  comme  dans  * — Vab=. o,  ou  mixte,  comme  dans- 
* — a -4-  'Jab  — o.  Ces  trois  fortes  de  racines  s’appellent. 
réelles. 

Ou  bien  elle  peut  être  une  grandeur  impoffible,  8c  qui 
marque  que  le  Problème  renferme  une  contradiction,  com- 
me dans  * — V — aa  = o. 

Car  V" — aa  eft  une  grandeur  impoffible,  n’étant  pas  poffi- 
ble  qu’il  y ait  de  quarré  qui  foit  précédé  du  figne  négatif — , 
donc  la  racine  fbit  poffible  -,  parceque  fi  la  racine  a d’un' 
quarré  aa,  a le  figne  -4-,  ou  le  figne  — , le  quarré  aura  tou- 
jours neccflâirement  le  figne  -t-,  le  produit  de  -+-  par  -4-,  8e 
de  — par  — , ayant  toujours  -4-  ; par  confequent  la  racine 

auarrée  d’un  quarré  négatif,  comme  V — aa,  eft  une  gran- 
eur  impoffible. 

Ces  fortes  de  grandeurs  impoffibles  s’appellent  imaginai- 
resj 8c  lorfque  la  valeur  de  l’inconnue  *,  dans  une  équation 
fimple  * — V — aa— o,  eft  imaginaire,  la  racine  de  cette 
équation,  qui  eft  -4-  V — aa,  s’appelle  imaginaire. 

Enfin  la  racine  d’une  équation  fimple  peut  être  compofee 
d’une  grandeur  réelle,  6c  d’une  imaginaire,  comme  dans 


Analyse  demontree. 
x — a -t -V — aa  — o,  où  la  valeur  de  x eft  a — V — aa, 
puiique  x —a — */ — aa.  Cette  racine  a — v' — aa,  s’appelle 
mixte  imaginaire. 

Remarque  fur  les  grandeurs  imaginaires. 

2J*  L a racine, dont  l’expofanc  eft  un  nombre  pair,  d’une  gran- 
deur négative , eft  toujours  une  grandeur  imaginaire  * ainft 
V — aa,  — a\  &c.  font  des  gandeurs  imaginaires  : 

car  une  grandeur  a,  foie  qu’elle  ait  le  ligne — , ouïe  ligne 
étant  multipliée  par  elle  - même  autant  de  fois  qu’on  vou- 
dra, pourvu  que  ce  nombre  de  fois  foit  pair,  le  produit  aura 
toujours  le  ligne  -t~  ; par  conlêquent  une  puiflance  négative 
dont  l’expolânteft  pair,  comme — aa, — a',  — a *,  &c.  eft 
une  grandeur  dont  la  racine  eft  impoflible  ou  imaginaire, 
puifque  !i  cette  racine  étoit  pollible,fa  puiflance  auroit  tou- 
jours le  ligne  -+>,  & elle  ne  içauroit  avoir  le  ligne — . 

Mais  lî  l’expofant  du  ligne  radical  V'  d’une  grandeur  né- 
gative eft  impair , la  racine  eft  une  grandeur  réelle  ; ainli 
v' — a’,  1/ — a',  y — a\  Scc.font  des  grandeurs  réelles,  parce- 
que  la  racine  négative — a,  étant  multipliée  par  elle-même 
un  nombre  de  fois  qui  loit  impair,  la  puiflance  qui  en  fera 
le  produit,  fera  négative  ; car  — a x — a = -*-aa,  &-*-<*<* 
x — a = — a\  Ec  ainli  des  autres. 


THEOREME  I. 

H-  T oute  équation  compofée  peut  être  conçue  comme  étant 
formée  par  la  multiplication  d'autant  d’équations  Amples, 
que  l’équation  compofée  a de  degrés. 

Ainfi  toute  équation  de  deux  degrés, peut  être  conçue  com- 
me formée  par  la  multiplication  de  deux  équations  Amples. 

Toute  équation  du  troifléme  degré,  peut  être  conçue  for- 
mée par  multiplication  de  trois  équations  Amples  $ & ainli 
des  autres. 


Dêmonjl ration  pour  les  équations  du  fécond  degré. 


Toutes  les  équations 
du  lecond  degré  peu- 
vent être  exprimées  par 
ces  flx  formules. 

Or  toutes  ces  équations 


Première , xx  -*-  nx  -*-  p = 
Seconde , xx-*-  nx  — />= 

T roifème , xx  — nx-*-  p — 
Quatrième , xx  — nx — p = 
Cinquième , xx  — p = 

Sixième , xx  -*-  p = 


O. 

O. 

O. 

O. 

O. 

O. 
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peuvent  être  conçues  formées  par  la  multiplication  de  deux 
équations  fimples. 

Car,  i°,  fi  l’on  multiplie  les  deux  équations  fimples  x-\-a 
. — n & j* -*-£  = o,  leur  produit  xx ax -+■  ab  = o. 

* -f  bx,  • 

donnera  la  irc  formule,  en  fuppofant  a-*-b=n,8c  ab=p. 

i°.  Si  l’on  multiplie  les  deux  équations  fimples  x-\- <*  = o,. 
& x — b—  o,  leur  produit  xx  ax  — ab  — ot 

bXy 

donnera  la  féconde  formule , en  fuppofant,  i°,  a plus  grand 
que  b,ècia,a — b — n,  & — ab=s — p. 

j°.  Si  on  multiplier — a — o,  par  x — b— o,  leur  pro- 
duit xx — ax-t-ab s=  o.  donnera  la  troifiéme  formule,  eû 
— bx , 

fuppofant  — a — b — — »,  & -+-<*»  = •+-  p. 

4°.  Si  on  multiplie  x — a — o,  par  x -t-  b=o,  leur  produit 
xx — ax  — ab  — o.  donnera  la  quatrième  formule  ,.en  fup- 
-t - bx, 

pofânt,  i%  a plus  grand  que  b,  St  i°, — a-t-b= — »,  & — ab 

= — p.  * 

f.  Si  on  multiplie  x-*-a  = o,  par  x — a=o,  leur  produit 
xx — aa—  o,  donnera  la  cinquième  formule , en  fuppofant 
— aa  = — p. 

6".  Enfin  fi  on  multiplie  x-4-V — aa= o,  par  x — V — a a 
=o  , leur  produit  xx  aa  = o , donnera  la  fixiéme  for- 
mule, en  fuppofant -4- «*<*=-+- pi  par  confèquenr  toutes  les- 
équations  du  fécond  degré  peuvent  être  conçues  formées 
par  le  produit  de  deux  équations  fimples. 

Témonfiration  pour  les  équations  du  troifiéme  degré, 

Toutes  les  équations  Première , x'£.nxx+px,±.q=o\. 
du  3' degré  peuvent  être  Seconde,  xi  * izpx^zq  — o, 
raportées  à ces  quatre  Troifiéme , x"±.nxx  * f — o. 
formules  pour  abréger.  Quatrième,  x'  * * rt  f =0- 

Or  toutes  les  équations  repreféntées  par  ces  quatre  for- 
mules , peuvent  être  conçues  formées  par  la  multiplication» 
de  trois  équations  fimples. 

Car,i°,  fi  l’on  multiplie  les  trois  équations  fimples  *±*=0,. 
x + b—o,x  + c—o>leur  produit  x ’ dt  axx  ±.abx  + abc  = o, 

±.  b xx  ± aex 


6o  Analyse  demoktre'e. 
donnera  la  première  formule,  en  fuppofant  ±a  + b 
= ^»,  ~*b  + ac +bc  ■= t 7*1  abc  ~±q. 

i.  Si  l’on  fuppolè  que  la  racine  de  l’une  des  trois  équations 
fimples,  par  exemple  r dans  la  troifiéme  xt+c=  o,  eil  égale 
à la  fonime  dos  deux  autres  a-*- b,  & qu’elle  a un  ligne  op- 
pofé  au  leur,  c’eft  à dire  que  c efl:  négative  , fi  a £t.b  font 
pofitives  j & que  c cft  pofitive , fi  a & b font  négatives,  on 
aura  la  fécondé  formule  , en  fuppolânt  les  grandeurs  con- 
nues du  croifiéme  terme  du  produit  des  trois  équations  (im- 
pies , égales  à -*zp,  & la  grandeur  connue  du  quatrième  ter- 
me du  produit  des  trois  équations  (impies,  égale  à 7*  q i 8c 
à caule  de  — c — a-*- b , ou  de  c = — a — b , le  fécond 
terme  léra  détruit  par  des  (ignés  contraires. 

30.  Si  l’on  fuppofe  la  même  racine  c avec  un  ligne  contraire 
à ceux  des  deux  autres  a lie  b,  mais  qu’elle  leur  loir  inégale , 
on  aura  la  troifiéme  formule , en  fuppolânt  les  produits  ac, 
bc,  avec  des  lignes  contraires  à celui  de  ab,  égaux  enfemble 
à ab,  & en  fuppofant  toujours  les  cocficients  du  deuxième  & 
quatrième  terme  du  produit  des  trois  équations  (impies, 
égaux  è ceux  du  deuxième  & quatrième  terme  de  la  troi- 
fiéme formule. 


40.  Si  on  multiplie  les  trois  équations  (impies  x -i - \ a 
•+V- — ’ aa  s=  o , x-f-  -j;  a — V- — | aa=  O,  x — a=  o,  leur 
produit  x1 — <*’  =0,  donnera  la  quatrième  formule  x'  — q 
= o,  en  fuppolânt  a'  — q. 

Et  fi  on  multiplie  les  trois  équations  (impies  x — \a 
-+- v' — ^aa~  o,  x — \a  — V — ±aa  — O,  x-+-<*  = 0,  leur 
produit  x'~*-a'  =.  o,  donnera  la  quatrième  formule  x’  q 
— o,  en  fuppolânt  al=q. 

Par  conièquent  toutes  les  équations  du  troifiéme  degré 
peuvent  être  conçues  comme  formées  par  trois  équations 
fimples. 

1 Remarque. 

V-  O N peut  aufli  concevoir  toutes  les  équations  du  troifiéme 
degré  comme  formées  par  la  multiplication  d’une  équation 
du  fécond  degré , & d’une  équation  fimple. 

Car , i°,  fi  on  multiplie  xx+/x+m= o,  par  x+-c  — o, 
le  produit  x'  ;£  Ixx  + mx  = donnera  la  première 

Ürxxrtr/x, 

formule,  en  fuppofant  lill^ic  — + p, 

ÏZ.cm  — 'Xq. 
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i°.  Si  on  multiplie  lx  ± m —o , par  xZf.1  — o,  le 
produit  x'  + mx  lm~  o,  donnera  la  leconde  formule , 
— IU, 

en  fuppofant  -+_m  — II—  +p , &c  +.lm  = q. 

■Ç.  Si  on  multiplie  xx  ^ lx  ^ Im  = o,  par  x-t-m  — o,  le 
produit  x 1 *llxx  + lmm  — o,  donnera  la  troifiéme  formule, 
-t-  mxx , 

en  fuppofant  iw  = q. 

4°.  Si  on  multiplie  rt  •+■  ll—o , par  * / = o,  le 

produit  *'  5:  /'  = o,  donnera  la  quatrième  formule, en  fup. 
pofant  l'  q. 

Rèmonftration  pour  les  équations  des  autres  degrés. 

O N voit  clairement  que  les  équations  des  autres  degrés 
peuvent  être  conçues  formées  par  les  équations  du  premier, 
du  fécond  fie  du  troifiéme  degré  5 par  exemple,  celles  du 
quatrième  par  une  équation  du  premier,  & une  du  troifiéme, 
ou  par  deux  équations,  chacune  du  fécond  degré  5 celles  du 
«cinquième  par  une  équation  du  fécond  degré  , & une  du 
«troifiéme  , Sc  ainfi  des  autres  : Par  conféquent  toute  équa- 
tion compofée  peut  être  conçue  formée  par  autant  d’equa- 
lions  fimples  qu’elle  a de  degrés. 

R E M A R Q^U  TL 

a s QJJ  e Je  Problème  renferme  quelque  contradiction, 
l’équation  compofée  qui  l’exprime,  peut  toujours  être  con- 
çue comme  formée  par  autanr  d’équations  fimples  qu’elle  a 
de  degrés  ; mais  les  racines  de  ces  équations  fimples  ne 
feront  pas  toutes  réelles , & il  y en  aura  d’imaginaires.  On 
en  a déjà  vu  des  exemples  dans  la  quatrième  formule  du 
troifiéme  degré,  & dans  la  fixiéme  du  fécond  degré. 

Corollaire. 

z6.  Une  équation  compofée,  dont  on  n’a  point  abrégé  les 
grandeurs  connues,  en  fuppofant  plufieursde  ces  grandeurs 
égalés  à une  feule  lettre , peut  toujours  être  diviféc  exacte- 
ment par  chacune  des  équations  de  moindre  degré  qu’elle 
n’eft , par  la  multiplication  defquelles  elle  a été  formée  : & 
lorfqu’une  équation  d’un  moindre  degré,eft  un  divifeur  exaft 
d’une  équation  compofée  d’un  degré  plus  élevé,  cette  équa. 

H iij 
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tion  d'un  moindre  degré  eft  une  de  celles  dont  la  compofée 

a été  formée  par  la  multiplication. 

De'  MO  NSTRATTON. 

J l eft  évident  que  lorfqu’un  produit  a été  formé  par  la 
multiplication  de  plufieurs  grandeurs,  chacune  de  ces  gran- 
deurs en  eft  un  divifèur  exad:  &lorfqu’une  grandeur  eft  un' 
diviieur  exact  d’un  produit,  cette  grandeur  eft  une  de  celles 
dont  la  multiplication  a formé  ce  produit  5 arnü  le  Corol- 
laire eft  évident. 

A 

THEOREME  IL 

z7'  A N d la  plus  haute  puiilânce  de  l’inconnue  eft  multi- 
pliée dans  le  premier  terme  d’une  équation  compofée,  par 
une  grandeur  connue  differente  de  l’unité , on  peut  bien 
concevoir  cette  équation  comme  formée  par  le  produit 
d’autant  d’équations  iîmples, qu’elle  a de  degrés  ; mais,  i°,  ou 
bien  l’inconnue  du  premier  terme  eft  multipliée  par  une 
grandeur  connue  dans  chacune  des  équations  (impies;  i',ou 
bien  elle  l’eft  dans  quelques-unes,  Sinon  dans  toutes;  3",  ou 
bien  elle  l’eft  dans  une  feule. 

De' MONSTRATION. 

enfuppofint,  i°,  ces  équations  (impies  ax — d = o; 
bx — e — o,  ex — /=o,  Si  les  multipliant  les  unes  par  les 
autres,  l’on  aura  pour  le  premier  cas  l’équation  compofée 
abcxi — &c  20.  En  (uppofânt  x — d=o,  bx  — e = o,  ex — d 
=0,  Sc  les  multipliant  les  unes  par  les  autres,  on  aura  pour  le 
lëcond  cas  l’équation  compofée  bcx' — &c.  30.  En  fuppofanc 
x — d-—  o,  x — e—o,  ex — d=o,  Si  les  multipliant  les  unes' 
par  les  autres,  on  aura  l’équation  compofée  ex1  — &c. 

On  peut  auffi  concevoir  une  équation  compofée,  dont  le 

{>remier  terme  a un  cocficient  diffèrent  de  l’unité,  comme 
e produit  d’autant  d’équations  (impies  qu’elle  a de  degrés , 
dont  toutes  les  racines  font  des  (radiions,  ou  feulement 
quelques-unes,  ou  du  moins  une  feule. 

Car  en  (ûppofânt,  i°,x — i —o,  x — =-.o,  x—  f =o;  ou 
bien, x — d—  o,  x — f = o,x — -f~°>  ou  bien,  30,  x — d 
= 0,  x — e — o,  x — £=o;  après  avoir  fait  la  multipli- 
cation dans  chacun  de  ces  trois  cas,  & enfuite  ôté  les  frac- 
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tions , on  aura  une  équation  compofée , dont  le  premier 
terme  aura  un  coëficient  différent  de  l’unité. 

Corollaire. 

2.8.  S i le  premier  terme  d’une  équation  compofée  a un  coëfi- 
cicnt  different  de  l’unité,  les  équations  d’un  moindre  degré 
qu’elle  n’eft,  par  lefquclles  elle  peut  être  exactement  divi- 
fee,  auront  toutes , ou  plufieurs,  ou  du  moins  quelqu’une, 
dans  leur  premier  terme,  un  coëficient  different  de  l’unité  5 
ou  bien  elfes  auront  toutes , ou  plufieurs , ou  du  moins  quel- 
qu’une , des  fraftions  pour  leurs  racines. 

SECTION  IL 

Du  nombre  &•  de  la  qualité  des  racines  des  équations 
composées. 

De' finition  II. 


19. 


T ES  racines  des  équations  fimples  dont  une  équation 

/ compofée  eft  le  produit,  s’appellent  aulfi  les  racines  de 

l’équation  compofée. 

__  Corollaires  qu'il  faut  fe  rendre  familiers. 

l_)’où  il  fuit,  i°,  qu’une  équation  compofée  a autant  de 
racines, qu’elle  a de  degrés. 

2°.  Que  les  racines  d’une  équation  compofée  peuvent  être 
ou  toutes  réelles,  & il  y en  peut  avoir  de  trois  fortes , ou 
elles  feront  commenfurables , ou  incommenfurables , ou 


mixtes  ; ou  bien  elles  feront  toutes  imaginaires , ou  mixtes 
imaginaires  5 ou  enfin  elles  feront  en  partie  réelles  , & en 


partie  imaginaires. 

3°.  Que  chaque  racine  étant  exprimée  par  une  feule  lettre 
dans  chacune  des  équations  fimples,  elles  peuvent  être  ou 
pofitives,  ou  négatives , ou  en  partie  pofitives , & en  partie 
négatives. 

4°.  Que  l’on  peut,  félon  les  eombinaifons  differentes  dçj 
lignes -i-  & — des  racines  pofitives  & négatives,  raporter 
toutes  les  équations  de  chaque  degré  à un  nombre  déter- 
miné de  formules. 


Dans  le  fécond  degré,  il  n’y  en  peut  avoir  que  de  trois 
fortes  *,  car  ou , i”,  les  deux  racines  ieront  pofitives  ; ou , i", 
négatives } ou , 50,  l’une  pofitivc , & l’autre  négative. 
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Dans  le  troifiéme  degré,  il  n’y  en  peut  avoir  que  de  quatre 
fortes  ; car  ou  bien,  i°,  les  trois  racines  feront  pofitives;  ou, 
a”,  négatives;  ou , 30,  deux  pofitives,  & une  négative  ; ou,4°„ 
deux  négatives,  5c  une  pofitive. 

En  general , dans  chaque  degré  il  peut  y avoir  autant  de' 
formules , 8c  une  de  plus,  qu’il  y a de  racines  dans  les  équa- 
tions de  ce  degré  , fçavoir  cinq  formules  dans  le  quatrième 
degré , fix  formules  dans  le  cinquième , fept  formules  dans 
le  fixicme , 8cc. 

En  voici  la  démonflration  pour  le  fixiéme  degré,  qui  iêr_. 
vira  pour  tous  les  autres. 

RACINES.  4',  f,.  6e. 


Il  faut  voir  dans  la  T able  toutes  les  formules  differentes  de  chaque 
degré , juf qu'au  quatrième  degré.  Il  faut  les  former  foi-même , & 
fe  les  rendre  familières , -pour  bien  concevoir  ce  qui  fuit,  & on  peut 
continuer  Li  Table  tant  qu' on  voudra. 


Table  des  formules  des  équations  compopes. 


Pour  le  fécond  degré. 

Première. 

Seconde, 

Troifiémt, 

X — « = 0.  X * — 4=o.l 

*-t-*  = o-  XX -4-  4 = 0.  I 

\x  — a=zo.  x jt ■+■  4 = 

xx  — ax  4*^  = 0, 

XX  — «X — ab  — Q. 

— hx. 

i cafeflM 

-+■  4x. 

Pour  le  troifiéme  degré.. 

Prtmitrt.  Scctnié. 


»■  — a— a.  Xx — 4 = o.  X*  — r = o 

*1  — xxx  abx  — abc  e. 

— bxx  -4-  acx. 

— exx  -f-  btx- 

TrtifUm* 

*_ — * — o.  xx  — 4=o-  Xx.4. c = g 

*’  — xxx  -h  abx  ail  =ÔT 

— bxx  — acx. 

H*  exx  — 4<x, 


x •+“  • = o,  X x -»■  4 = 0.  Xx-t»  !='»•' 

x>  -f-  xxx  -r-  abx  abc  = o. 

■+■  bxx  -4-  acx 
H-  exx  -4-  bcx. 

ÇUtmnémt, 

x — »— o.  X *-4-4  = o.  X x-4-  c = 0 

x'  — xxx  — abx  — abc  — o. 

Or  bxx  — acx 
•+*  exx  •+■  bcx. 

Pour 
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Pour  le  quatrième  degré. 
Première. 


Seconde, 


w— æ=o.  y y— fe=o-  x »— <=o.  * * i'~° 

~ 4 0X ' -V  ubxX  — «1*  * ■+■  ~ °* 

bx>  -4-  «*■*  — »M* 

, £Ij  -4-  bcxx  — Mcdx 

— dx  ■ -r-  eedxx  — bcdx 
-4-  bd  xx  I 
*4-  CÀxX, 


*-+-«=0.  X *-**4=o.  X x-b-C—o . y jr-t-<fc=o, 
*4  -4-  «*'  -4-  abxx  ■+•  xbcx  -4*  xi.  J = 

■+•  4 — V*  MC  H"  *W 

-4-  f -4*  Sf  -4- 

+ J «4-  xd  .4-  M 

-4-  bd 

+•  frf. 


Treifiéme.  &u»trie'Mt. 

*_*=o.  X x—b=o.  X x—t=0 . Xx-M— 0.  | x— «=0-  X x+k=Q.  x x-H^rp.  X 


X * **' 

* * 

-4“  *9XX 



— xbc  x — xbU  — o. 

xx  — «1  _ Mbxx  — abex  — *lld  — o. 

— b 

*4-  ac 

-b-xbd 

■4“  b — MC 

— eebU 

•*-  bc 

-4-  acd 

-+•  c «4-  bc 

— Mrt 

1 1 1 

4*  bld 

-Y  à — Md 

-4-  bd 
-f-  (d* 

•+•  bed. 

Cinquième, 

*—*=0.  X * — i=o.  X *”4-f=*.  x r-W=o» 
x4  — «'  + «ix*  -4-  «ir*  -4-  *ir«  =*p. 


— b 

MC 

-4-  *bd 

•4*  c 

— bc 

— Med 

**-  d 

— ad 

— bd 

—tu 

cd. 

<*.  Le  coëficient  du  fécond  terme  d’une  équation  com- 
posée, contient  la  fômme  de  toutes  les  racines , fans  être 
multipliées  les  unes  par  les  autres. 

Le  coëficient  du  troifiéme  terme  contient  les  produits  de 
toutes  les  racines,  multipliées  deux  à deux  autant  de  fois- 
qu’elles  le  peuvent  être,  pour  faire  des  produits  differents. 

Le  coëficient  du  quatrième  terme  contient  les  produits 
de  toutes  les  racines,  multipliées  trois  à trois  autant  de  fois 
qu’elles  le  peuvent  être , pour  faire  des  produits  differents.. 

Le  coëficient  du  cinquième  terme  contient  tous  les  pro  * 
duits  des  racines , multipliées  quatre  à quatre  ; & ainfi  de 
fuite  jufqu’au  dernier  terme  tout  connu , qui  contient  tou- 
jours le  feul  produit  de  toutes  les  racines. 

Cela  eft  évident  par  la  formation  des  formules  de  laTable.. 

6°.  Dans  les  termes  pairs,  fijavoir  le  lécond,  Je  quatrième,, 
Iefixiéme,  &cc.  les  racines  font  une  à une  dans  le  fécond,. 
& multipliées  en  nombre  impair  dans  les  auttes , Ravoir,. 

I 
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native  des-*-&des — eft  interrompue  dans  les  termes  d’une 
.équation  où  tous  les  termes  ne  font  pas  pofitifs  j i°.  Lorfqu’il 
manque  quelque  terme  dans  une  équation. 

ii°.  Le  fécond  terme  d’une  équation  contenant  la  fomme 
des  racines  ; fi  la  fomme  des  pofitives  eft  égale  à celle  des 
négatives,  il  fera  détruit  par  aes  fignes  contraires. 

Si  la  fomme  des  pofitives  furpafle  celle  des  négatives,  le 
fécond  terme  aura — 5 & il  aura  -»•  fi  la  fomme  des  négatives 
furpafTe  celle  des  pofitives. 

Ainfi  quand  le  fécond  terme  manque  dans  une  équation, 
on  eft  afluré  que  les  racines  pofitives  font  égales  à la  fomme 


des  négatives. 

n".  Si  le  fécond  terme  manque  dans  une  équation  du  troi- 
fiéme  & du  quatrième  degré,  le  troifiéme  terme  a toujours 
le  ligne  — . 

Ttémonfiration  four  le  troifiéme  degré. 

Le  fécond  terme  étant  dé-  , 

truit,  il  faut  qu’il  y ait  dans  *“«a=0-  **-*=°-  **+*=°« 
l’équation  deux  racines  pofi-  •*’  — axx  -t-  abx  •+■  abc  — o. 
tives , & une  négative , & que  — bxx  — acx. 
la  négative  foie  égale  aux  *t-  exx  — bcx. 
deux  pofitives  ; ou  qu’il  y ait 

deux  racines  négatives  , & x+.a=0,  *x+b=o.  xx-e=o. 


abx  — abc  = O. 


une  pofirive  qui  foit  égale  aux  — : * 

deux  négatives: ainfi  les  équfc  * ^ axx  +abx  ~ abc  = 
tions  du  troifiéme  degré  ou  ^ xx  a.cx 
manque  le  fécond  terme, font  cxx  bCx' 

exprimées  par  ces  deux  formules,  où  c=a-*-b. 

Donc  dans  lé  troifiéme  terme,  le  produit — ac  furpafle 
le  produit  -t-  ab  i par  conféquent  le  troifiéme  terme  a le 
%ne— . 

Dèmonfiration  four  le  quatrième  degré. 

Les  équations  du  qua- 
trième degré  où  le  fécond  X <*==0-  x x 0 = 0. 

terme  eft  détruit , ayant  x x c~°-  * x d=  o. 

des  racines  pofitives  & né-  x* — axWaixx — abex — al/cd—o. 

gatives  5 & les  pofitives  —b  -*-ac  -*-abà 

étant  égales  aux  négati-  — c -r-bc  -t-  acd 

▼es,  elles  font  toutes  ex-  -t -d  — ad  bed 

primées  par  ces  trois  for-  — bd 

mules.  — (d,  Jjj 


x x — b = o. 
x x ■+■  d—  o. 
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X + rf  =-o. 

XX+(  = O. 


X X -t-  £ = O. 

x x — d=o. 


x a ?=o. 
x x — r = o. 


xx  + i = 0, 
x x — d — o. 


x'drax'drabxx-'rabcx — abcd  =o, 

b rf  dC  

f -+-  ^ — acd 
~r-d  — ad  — bcd 

— bd 

— cd. 


x',-*rax'-\-abxx—abcx  -t-abcd’- 
-t~b  — aç  — abd 

— c — ad  -t-  acd 

— d — bc  -t-  bcd 

— bd 
■+■  cd. 


Dans  les  deux  premières  d=:a-*-b-*-c ; par  confèquent 
dans  le  troifiéme  terme  — ad  furpaflè  ab  ; — cd  furpaflè 

•*-acy  & — bd  furpaflè  -t-  bc  J ainfi  les  produits  négatifs  fur- 
paflènt  les  pofitifs  dans  le  troifiéme  terme. 

Dans  la  dernière  c-*~d—a-*-b,  fi>it  m=^c-*-d— a -h 6 » 
doncmm=ac-*-ad-*-bc-t-bd-,  mm  e(ï  autti—aa  îab-t-  bfo 
mm  eft  encore  = cc  icd  dd  s donc  — ab,&c 

T5  — !Lzd±=zCdi  donc  mm  — ~ ab  -*-tdi  donc 

mm  furpaflè  ab-i-edi  donc  — ac  — ad  — bc  — bd~  — mm 
lùrpaffe  -+-ab-*-cd>  donc  dans  la  derniere  formule,  les  pro- 
duits négatifs  du  troifiéme  terme  furpaflent  les  pofitifs. 

15°.  D où  il  fuie  que  quand  le  lècond  terme  manque  dans 
une  équation  du  troifiéme  & du  quatrième  degré , fi  le  troi- 
sième terme  a le  figne  , ;il  y a neceflàirpment  des  racines 
imaginaires  dans  l’équation, 

14  . Les  racines  imaginaires  font  toujours  en  nombre  pair 
dans  une  équation  compofce,oul’on  fuppoiè  qu’il  n'y  a pas 
d incommenfurables  j c'eft  à dire  il  y en  a deux,  ou  quatre, 
pu  fix  y &cc. 


Démonstration. 

S 1 1.  y a des  imaginaires  dans  une  équation , il  faut  que  le 
produit  des  unes  par  les  autres  les  rende  réelles , pour  faire 
difparoître  leur  figne  radical  dans  le  dernier  terme  : 
mais  le  produit  des  imaginaires  ne  fçauroit  faire  difparoître 
leur  figne  / , quelles  ne  fbient  multipliées  en  nombre 

pair;  car,  par  exemple,  -h  V~ a multipliée  par  —V—a, 
donne  le  produit  réeî-t-*:  mais  s'il  y en  avoic  une  troifiéme 
— V—a  le  produit  lèroit  — * y/—a.  Les  racines  imagi- 
naires ne  fçauroient  donc  être  qu'en  nombre  pair  dans  une 
équation  1 


■o* 
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Afnfi  s’il  y a des  racines  imaginaires  dans  une  équation 
du  fécond  degré,  elles  le  font  toutes  deux  : S’il  y en  a dans 
le  troifiéme  degré , il  y a toujours  une  racine  réelle , ôcc. 

if°.  Les  produits  réels  tous  connus, qui  naiflènt  de  la  mul- 
tiplication des  feules  imaginaires , ont  toujours  le  ligne 

Démonstration. 

L h s imaginaires  étant  toujours  en  nombre  pair,  on  peut 
confiderer  à part  les  équations  du  fécond  degré  formées 
par  les  imaginaires  priles  deux  à deux. 

Mais  afin  que  deux  racines  imagi-  , 

naires  difparoiflènt  dans  le  fécond  * a 
terme,  comme  on  le  fuppofe,  il  faut  * a aa 

que  l'une  ait  & l’autre  — , & que  xx  — iax  ■+■  i aa  — o. 

les  parties  réelles — a,  — <*,ayent 

le  même  figne  ■+■  , ou  le  même  figne  — j ÔC  le  produit  rcel 
de  -t-  V — aa  par  — V — aa,  eft  aa  ; par  confequent  les 
produits  réels  tous  connus,  qui  naiflènt  de  la  multiplication 
des  imaginaires,  ont  toujours  -+-. 

D’où  il  fuit , le  figne  -t-  n’apportant  aucun  changement 
dans  les  multiplications , que  s’il  y a des  racines  imaginaires 
avec  des  racines  réelles  dans  une  équation  compofée , les 
réelles  y confèrveront  toujours  leur  figne  dans  le  dernier 
terme;  c’eft  à dire, les  imaginaires  ne  feront  pas  de  change- 
ment dans  le  figne  du  produit  des  réelles  du  dernier  terme. 

i6”.  Le  dernier  terme  d’une  équation,  étant  le  produit  de 
toutes  les  racines , lorfque  le  nombre  des  racines  pofitives 
eft  pair , il  a toujours  le  figne  -t-  ; lorfqu’il  eft  impair,  il  a le 
figne — ; Sc  lorfqu'il  a le  figne  — , il  y a neceflài rement  quel- 
que racine  réelle  dans  l'equation  ; car  le  produit  des  ima- 
ginaires donne  toujours  le  figne  rt~ 

A 

THEOREME  III, 

3°-  Si  l’on  change  tous  les  fignes  des  termes  pairs  d’une  équa- 
tion compofée , c’eft  à dire  du  zc,  4e,  6e,  &c,  fans  toucher 
aux  fignes  des  termes  impairs,  c’eft  à dire  du  3',  y',  &c.  tou- 
tes les  racines  pofitives  de  l’équation  compofée  feront  chan- 
gées en  négatives,  & toutes  les  négatives  en  pofitives. 


-fo  Analyse  démontré' e. 

Démonstration. 

i".  L E fécond  terme  contient  la  fomme  des  racines  ; les 
pofitives  y ont  le  ligne  — , 8c  les  négatives  le  ligne-*-  ; ainli 
en  changeant  dans  le  fécond  terme  les  en  — , 8c  les  — 

en  -*-,  il  eft  évident  que  les  pofitives  feront  changées  en 
négatives , 8c  les  négatives  en  pofitives. 

i°.  Chacun  des  termes  pairs  contient  les  produits  des 
racines  multipliées  les  unes  par  les  autres  en  nombre  impair  -, 
ceux  qui  ont  font  neceffàirement  formés  ou  par  un  nom- 
bre impair  de  racines  qui  ont  chacune  -*-,  ou  bien  par  un 
nombre  pair  de  racines  qui  ont  — , 8c  un  nombre  impair 
de  racines  qui  ont  -t-  : ceux  qui  ont — font  necelTairement 
formés  par  un  nombre  impair  de  racinesquiont  chacune — , 
ou  par  un  nombre  pair  de  racines  qui  ont  & un  impair 
de  racines  qui  ont  — j donc  fi  l’on  change  les  lignes  des 
multiplicateurs,  c’eft  â dire  les  racines  poiitives  en  négati- 
ves , 8c  les  négatives  en  pofitives , on  changera  neccilaire- 
ment  les  lignes  des  termes  pairs  -,  ainfi  en  changeant  les 
fignes  des  termes  pairs , on  change  les  lignes  des  racines , 
c’eft  à dire  les  pofitives  en  négatives  , 8c  les  négatives  en 
pofitives. 

3°.  Au  contraire , les  cermes  impairs  contiennent  les  pro- 
duits des  racines  multipliées  en  nombre  pair. 

Ainfi  ceux  qui  ont-*-,  font  ncceflairement  formés  ou  feu- 
lement d’un  nombre  pair  de  pofitives,  ou  léulement  d’un 
nombre  pair  de  négatives  , ou  bien  d’un  nombre  pair  de 
pofitives,  8c  d’un  nombre  pair  de  négatives. 

Ceux  qui  ont  — font  necelîairement  formés  d'un  nombre 
impair  de  pofitives,  8c  d’un  nombre  impair  de  négatives  ; 
par  conléquent  fi  on  change  les  fignes  des  multiplicateurs, 
c’eft  à dire  des  racines  pofitives  8c  négatives,  on  aura  des 
produits  qui  auront  dans  les  termes  impairs  les  mêmes  fignes 

3u’ils  avoient  ; ainfi  les  termes  impairs  ne  changent  point 
e fignes  en  changeant  les  racines  pofitives  en  négatives, 
£c  les  négatives  en  pofitives: Il  eft  donc  évident  qu’en  chan- 
geant les  fignes  des  termes  pairs  , fans  toucher  aux  fignes 
des  termes  impairs , on  change  toutes  les  racines  pofitives 
en  négatives , 8c  les  négatives  en  pofitives. 
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Corollaire. 

Dans  cette  formule  du  troifiéme  degré  — px-«-^=o, 
où  il  y a des  racines  pofitives  & négatives,  puifquc  le  fécond 
terme  eft  évanoui,  5c  où  il  faut  qu’il  y ait  deux  racines  pofi- 
ti ves,  5c  une  négative,  puifque  \S  dernier  terme  q a le  figne  -+■  ; 
fi  l’on  change  le  fêul  figne  du  dernier  terme , la  formule  x 1 
— px — q =0,  contiendra  les  mêmes  racines  que  la  précé- 
dente, mais  les  deux  pofitives  feront  changées  en  négati- 
ves, 6c  la  négative  en  pofitive  : caries  lignes  des  termes  pairs 
ont  été  changés. 

A 

THEOREME  IV. 

31.  S 1 l’on  fubftitue  dans  une  équation  compofée  l’une  de  les 
racines,  laquelle  on  voudra,  avec  fes  puiuances,  à la  place 
de  l’inconnue  6c  de  fes  puifïances,  en  donnant  le  figne  à 
la  racine  pofitive  qu’on  fubftitue,  5c  le  figne  — A la  racine 
négative  qu’on  fubftitue,  tous  les  produits  de  tous  les  termes 
de  l’équation  fê  détruiront  après  la  fubftitution  ; c’eft  à dire 
qu’il  s’en  trouvera  precifément  autant  avec  le  figne  -h,  qu’il 
y en  aura  avec  le  figne  — -,  qui  feront  égaux  les  uns  aux  au- 
tres. 

Pour  démontrer  ceTheorême,  on  fera  voir,  1°,  qu’aprés 
la  fubftitution  d’une  racine  dans  l’équation , le  premier  ter- 
me,ou  le  premier  produit,  a un  produit  dans  le  fécond  terme, 
qui  eft  precifément  le  même  5 que  les  autres  produits  du 
fécond  terme  en  onc  tout  autant  d’égaux  dans  le  troifiéme 
terme  ; que  les  autres  produits  du  troifiéme  terme  en  ont  un 
égal  nombre  d’égaux  dans  le  quatrième  ; ôc  ainfi  de  fuite 
jufqu’au  dernier  terme  , qui  en  a un  dans  le  pénultième  qui 
lui  eft  égal.  z°.  Que  ces  produits  égaux  dans  deux  termes 
qui  fé  fuivent,  ont  des  lignes  contraires}  d’où  il  fuivra qu’ils 
le  détruifént. 

On  prendra  une  for-  * — a = o.  xx — b — o. 
mule  du  4'  degré , afin  **  — c — o.  x,y  — d~  o. 
que  la  démonfhration  x* — œx'~*-abxx — abcx~+- abed—o, 
foit  plus  facile  , étant  — b ■+-  ac  — ubd 

appliquée  à un  exem-  — e ■+-  ad  — acd 

pie,  •—  d ■+-  bc  — bed 

+ bd 
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En  fubfti tuant  -t-  a d la  place  de  •+•  x, 
on  trouve  Démonstration. 


— ba*  -+-  heè 

— r<*’  ■+*  Cii1 

— da'+da* 

■+•  bcaa  — beau 
•+■  bda.t  — bdaa 
h-  edaa  — edaa 

— beda  -t-  beda  =o. 


i“-  Jfc,  N fubftituant  -t-  * 
dans  le  premier  terme 
-+-  ■**,  on  trouve  ■+•  .• 

Mais  dans  le  fécond 
terme , chaque  racine 
eft  multipliée  par  x- } 
ainfi  a étant  multipliée 
par-»-  a\ qu’on  a fubfti- 


rtice  à la  place  de  -*-  x',  il  y aura  dans  le  fécond  terme  un 
féul  produit  a 4 égal  à celui  du  premier  terme. 

Les  autres  produits  du  lècond  terme  — bx — cx\ — dx\ 
font  les  trois  ancres  racines  multipliées  par-*- j ainfi  après 
la  fubftitution , l’on  aura  les  trois  autres  racines  multipliées 
par  -*-«5,  Ravoir  ba\  ca',  da'j  mais  le  troifiéme  terme  con- 
tient les  produits  des  racines  deux  à deux } ainfi  il  y a trois 
produits  où^eft  multipliée  par  les  trois  autres  racines  b,c,dx 
qui  font  abxx,  aexx,  adxx, 

La  fubftitution  mettant  dans  ces  produits  ■+■  a* , au  lieu: 
de  -*-xx,il  y aura  trois  produits  dans  le  troifiéme  terme  des 
trois  autres  racines  multipliées  par-c~a\  qui  font  ba\ca',da 
Les  autres  produits  bcxx , bdxx , rt/jfje,qui  relient  dans  le* 
troifiéme  terme  , font  les  produits  des  trois  autres  racines 
b,  c,  d prifés  deux  à deux  par  xx  i & apres  la  fubftitution  ils 
deviennent  bcaa,  bdaa,  edaa:  mais  le  quatrième  terme  con- 
tient les  produits  de  toutes  les  racines  prifés  trois  à trois  y 
ainfi  il  y a trois  produits  abex , abdx , acdx,  ovi  a eft  multi- 

Eliée  par  les  trois  autres  prifés  deux  à deux.  C’eft  pourquoi 
t fübrtitution  mettant  dans  ces  produits  a au  lieu  de  x,  il 
y aura  dans  le  quatrième  terme  trois  produits  des  trois  raci- 
cines  I/,  c,  d prifés  deux  à deux  par  aa,  qui  font  bcaa , bdaa, 
edaa. 

Il  refte  dans  le  quatrième  terme  après  la  fubftitution  un- 
produit  de  a par  les  trois  autres  racines,  qui  eft  beda  ; mais 
il  eft  évident  que  le  dernier  terme  abcd,  eft  le  même  produit. 

i°.  Il  refte  à démontrer  que  les  produits  égaux  de  deux 
termes  qui  fé  foivent,  ont  des  lignes  oppofés. 

Quand  la  racine  eft  pofiuve,  elle  a le  ligne — dans  l’équa- 
tion. 
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tion , & en  la  fubftituant , on  lui  donne  le  figne  : C’eft  le 
contraire  quand  elle  eft  négative.  Ainfi  quand  on  fubftitue 
. une  racine  à la  place  de  l’inconnue , on  lui  donne  un  figne 
oppofé  à celui  qu’elle  a dans  l’équation. 

il  faut  aulli  remarquer  que  le  multipliant  le-t-ou  le  — , 
ne  change  rien  dans  le  figne  de  la  grandeur  multipliée  : au 
contraire  le  — change  toujours  le  figne  de  la  grandeur  par 
laquelle  on  le  multiplie}  car — par  -t-  donne  — , & — par 
— donne 

Il  luit  de  là  qu’en  faifànt  la  fubftitution  de  -*-a}  au  lieu  de 
x,  tous  les  produits  ne  changent  point  de  figne  ; mais  ceux 
qui  dans  l’équation  fonc  multipliés  par  la  racine — a,  ont  des 
lignes  contraires  à ceux  qu’ils  auraient  fans  cela:  Par  confe- 
quent  après  la  fubftitution, le  produit  a*  du  premier  terme, 
&.  celui  du  fécond,  qui  lui  eft  égal,  fijavoir  — /»4,  ont  des 
lignes  oppoles. 

Par  la  même  raifon,  les  produits  qui  relient  dans  le  fécond 
terme  — ha'  — ca'  — da\  & ceux  du  troificme  terme  qui 
leur  font  égaux , ftjavoir  ■+•  ba\  dai , ont  des  lignes 

contraires.  Car  les  premier*  font  faits  de  •+-  a'  par  les  racines 
— — c,  — i,  differentes  de<* > &ceux  du  troificme  terme 
qui  leur  font  égaux,  font  formés  par  les  produits  des  memes 
• racines — b,  — c, — d,  multipliées  par  — a,  & enfuite  par 
-t~  ; or  — a change  leur  figne  en  les  multipliant. 

Il  eft  évident  que  le  même  raifonnement  s’étend  à tous 
les  autres  produits  égaux  dans  deux  termes  qui  le  fuivent. 

Par  conlèquent  tous  les  produits  de  cous  les  termes  d’une 
équation,  font  détruits  par  la  fubfticution  d’une  des  racines } 
car  ce  que  l’on  a dit  de  la  première,  convient  évidemment 
à chacune  des  autres. 

Corollaires. 

i°. "L’inconnue  d’une  équation  compofée  reprefonte 
également  chacune  des  racines  de  l’équation } car  en  fubfti- 
tuant  fucceflivement  chacune  des  racines  à la  place  de  l’in- 
connue , tous  les  produits  lé  dccruiront  toujours. 

C’eft  la  raifon  pourquoi  on  forme  les  équations  par  la 
multiplication  des  équations  fimples,dont  le  fécond  membre 
eft  zéro,  & non  pas  par  la  multiplication  des  équations  fim- 
ples,  dont  le  premier  membre  aurait  l’inconnue,  Sc  le  fécond 
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membre  fa  racine  ; car  en  les  formant  de  cette  fécondé  ma- 
niéré, l’inconnue  ne  reprefénteroic  pasdans  l’équation  cha- 
cune des  racines,  comme  elle  les  reprelénte  en  formanc 
l’équation  de  la  première  maniéré. 

1°.  Chaque  racine  eft  la  valeur  de  l’inconnue  dans  une  équa- 
tion compofée,  aulli-bien  que  dans  les  équations  fimples. 

î°.  Les  valeurs  de  l’inconnue  dans  une  équation  compo- 
se, & les  racines  de  l’équation  compofée  étant  la  même 
chofé , l’inconnue  d’une  équation  compofée  a autant  de 
valeurs  que  l’équation  a de  degrés.  Ainfi  dans  une  équation 
du  fécond  degré,  l’inconnue  a deux  valeurs:  elle  en  a trois 
dans  une  équation  du  troifiéme  degré  ; & ainfi  des  autres. 

. ' 40.  L’on  a deux  moyens  pour  reconnoître  quand  une  gran- 
deur eft  la  valeur  de  l’inconnue,  ou  une  racine  de  l’équation: 
Le  premier,  lorfqu’en  divifant  l’équation  compofée  par  une 
équation  fimple,  qui  a la  même  inconnue  linéaire  moins 
cette  grandeur , quand  elle  eft  une  valeur  pofitive , & plus 
cette  grandeur,  quand  elle  eft  une  valeur  négative  ; la  divi- 
fion  eft  exacte , c’eft  à dire  fans  refte.  Le  fécond , lorfqu’en 
fubftituant  cette  grandeur,  à la  place  de  l’inconnue,  dans 
l’équation , avec  le  ligne  -+-  lorfqu’elle  eft  pofitive , avec  le 
figne  — • lorfqu’elle  eft  négative,  tous  les  produits  de  l’équa- 
tion fé  détruilént  par  des  lignes  contraires,  c’eft  à dire  feins  • 
égaux  à zéro, 

Theoreme  V. 

!4-  Lo  r s qjj  E dans  une  équation  compofée  le  premier  terme 
n’a  pas  d’autre  coëficient  que  l’unité , &c  qu’il  n’y  a ni  frac- 
tions , ni  incommenfurables , aucune  des  racines  réelles  de 
l’équation  n’eft  une  fraction. 

De'  MO  NSTRATION. 

S i quelqu’une  des  racines  réelles  étoit  une  fraétion , quel- 
qu’une des  équations  fimples  par  la  multiplication  defquel- 
les  l’équation  compofée  eft  formée  , aurait  pour  là  racine 
une  fraction.  Or  s’il  y en  avoit  quelqu’une,  l’équation  com- 
pofée en  aurait  aulfi  ; & pour  l’ôter,  il  aurait  falu  multiplier 
tous  les  termes  de  l’équation  par  le  dénominateur  de  cette 
fraction,  ce  qui  aurait  donné  necelTàirement  un  coëficient  aÿ 
premier  terme , different  de  l’unité , contre  la  fuppofition. 
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T)èmonjlration  particulière  pour  les  équations  numériques. 

5 i une  fraélion  pouvoir  être  la  racine  d’une  équation  nu- 
mérique , dont  le  premier  terme  n’a  pas  d’autre  coëficient 
que  l’unité,  & où  il  n'y  a ni  fraélions,  ni  incommenfurabies, 
il  eft  certain  par  le  quatrième  Theorême,  que  cette  fraélion 

6 les  puiflànces  étant  fubftituées  à la  place  de  l’inconnue 
& de  les  puiflànces,  tous  les  termes  de  l’equation  le  detrui- 
roient  apres  la  fubftirution. 

Pour  rendre  la  démonftration  plus  claire  & plus  gene- 
rale, on  fuppolèra  une  équation  du  troifiéme  degré  V — nxx 
-*-px — q -î=o,  où  les  coëficients  n,  f,  q , rcprclèntent  des 
nombres  j & on  fuppolèra  que  la  fraction  à fubftituer  eft 
reprefentée  par-j~,  qui  étant  réduite  aux  moindres  termes, 
eft  j.  Qu'on  iubflitue  la  fraclion  à la  place  de  i’inconnue, 
on  aura  -$■  — -frp  — q = o , 8c  par  tranlpolîtion 


-^r  = -£ïün  — nrP-*’^ 

Réduilânt  les  fraélions  à l’expofant , Iron  aura  -jj-  = ~ n 

— ep  + q. 

Multipliant  chaque  membre  pari^,  on  aura  -~-  — aan 

— abp  -¥■  bbq. 

11  eft  certain  que  le  lècond  membre  de  cette  . égalité  eft 
un  nombre  e»tier  j ainfi  la  fraélion  -y  eft  égale  à un  nombre 
entier. 


Mais  par  ce  qui  eft  démontré  dans  les  proportions  , la 
fraclion  -J  étant  lùppofée  dans  les  moindres  termes,  le  nu- 
mérateur a'  de  la  fraélion  y- , n’a  aucun  divilèur  commun 
avec  le  dénominateur  bi  ainfi  la  fraélion  y-  eft  dans  les  moin- 
dres termes,  8c  ne  fçauroit  être  égale  à un  nombre  entier. 

Par  confequent  en  fuppolànt  qu’une  fraélion  peut  être  la 
racine  d’une  équation,  dont  le  premier  ternie  n’a  que  l’uni- 
té pour  coëficient,  & qui  n’a  ni  fraélions,  ni  incommenfu- 
rabies, cela  conduit  à cette  ablûrdité,  qu’une  fraclion  ré- 
duite aux  moindres  termes,  peut  être  égale  à un  nombre 
entier:  Il  ne  fe  peut  donc  pas  faire , qu’une  fraélion  loit  la 
racine  d’une  telle  équation. 

Corollaire. 

3J*  Lorsqu’une  équation  compofée  n’a  ni  frayions,  ni 
incommenfurabies , que  Ion  premier  terme  n’a  que  l’unité 

Kij 
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pour  coëficient,  & que  fes  racines  /ont  reelles  -,  fi  des  gran- 
deurs entières  ne  font  pas  fes  racines , les  racines  font  incom- 
menforables. 

Car  Tes  racines  réelles  ne  peuvent  être  que  des  grandeurs 
entières,  ou  des  fractions,  ou  des  incommenfurables  ; on  fup- 
pufe  qu’il  n’y  a pas  de  grandeurs  entières  qui  foient  les  raci- 
nes de  l’équation  ; on  vient  de  démontrer  qu’elles  ne  peu- 
vent être  des  fractions  ; par  confequent  il  faut  qu’elles  foient 
incommenfurables! 

R E M A R Q^U  E. 

Au  lieu  de  fuppofer  dans  les  équations  linéaires,  donc  une 
équation  compofée  eft  le, produit,  l’inconnue  x pofitive } fi 
on  la  fuppofe  négative  — x , comme  dans  cet  exemple  — x 
— a = o,  — x-+-  b = o,  l’on  aura  une  équation  compofée 
xx  ■+•  ax  — ab  = o , dans  laquelle  les  racines  qui  écoienc 
— bx, 

poficives  dans  la  fuppofition  de  feront  négatives,  fie 
les  négatives  feront  pofirives.  Car  puifque  — x — a — o, 
l’on  aura  x = — a>  fie  puifque  — x -*-b — o,  l’on  aura  x — b. 

Corollaire. 

D ’où  il  fuit  qu’en  changeant  dans  une  équation  compofe'e 
tous  les  fignes  des  termes , où  la  puiflânee  de  l’inconnue  eft 
impaire,  comme  x,x\x\  &c.  fans  coucher  aux  autres,  toutes 
les  racines  poficives  feront  changées  en  négatives  , fie  les 
négatives  en  poficives. 


SECTION  III. 

Di  U transformation  des  équations  compopcs,  ■ 

De' FINITION. 

QUand  on  change  une  équation  en  une  autre  du  même 
degré,  qui  a une  inconnue  différence  de  l’inconnue  de 
la  première,  fie  dont  toutes  les  racines  ont  un  raport  connu 
avec  les  racines  de  la  première , ce  changement  s’appelle 
transformation  ; fie  la  féconde  équation  s’appelle  la  transfor- 
mée de  la  première. 

Il  eft  évident  que  les  racines  de  la  transformée  étant 
connues  , elles  feront  connoître  les  racines  de  l’cquation 
dont  elle  eft  la  transformée. 
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L r v R e III. 
PROBLEME  L 

Qui  contient  toutes  Les  transfornuttions. 

56.  Trahsformbr  une  équation  propofée ; pAr  exemple, 
x'  — nxx-¥-px  — ^==o,  ou  ion  équivalente  x ’ — axx  -s-abx 

— bxx  aex 

— abc  =0.  — exx  -+-  bcxy 

en  une  autre  équation  dont  les  racines  fiaient,  1’,  celles  de 
la  propofée,  augmentées  chacune  d*une  grandeur  connue, 
telle  qu’on  voudra,  comme/»  z°,ou  bien  diminuées  chacune 
d’une  grandeur  connue/»  3',  ou  bien  retranchées  elles- 
mêmes  chacune  d’une  grandeur  connue/»  40,  ou  bien 
multipliées  chacune  par  une  grandeur  connue /;  j°,  ou  bien 
divifées  chacune  par  une  grandeur  connue  /i  é°,  ou  bien 
de  maniéré  que  les  valeurs  de  l’inconnue  de  la  transformée 
foientles  racines  1",  3",  &c.  ou  les  puififances  l“,  3e5,  fie c. 
des  racines  de  la  propofée  5 7",  ou  bien  de  maniéré  que  les 
valeurs  de  l’inconnue  de  la  transformée  foient  moyennes 
proportionnelles  entre  une  grandeur  connue  f St  les  racines 
de  la  propofée  5 8°,  ou  bien  de  maniéré  que  les  racines  de 
la  propofée  foient  les  quatrièmes  proportionnelles  aux  raci- 
nes de  la  transformée,  à une  grandeur  connue,  St  à l’unité, 
ou  bien  à une  féconde  grandeur  connue  ; 90 , ou  bien  de 
maniéré  que  les  racines  de  la  propolee  foient  égafcs  aux 
racines  de  la  transformée,  plus  ou  moins  une  grandeur  con- 
nue , divifëe  ou  multipliée  par  les  ratines  de  la  transformée, 
ou  par  quelque  multiple  de  ces  racines  ; io°,  ou  bien  enfin 
de  maniéré  que  les  racines  de  la  transformée  ayent  avec 
celles  de  la  propofée  tel  raport  qu’on  voudra,  comme  celui 
de/àg. 

METHODE. 

ï°.  Il  faut  prendre  une  féconde  inconnue^,  qui  reprefénte 
chaque  racine  de  la  transformée,  fie  lé  fèrvir  de  l’inconnue  x , 
de  la  propofée,  pour  en  marquer  chaque  racine,  &:  faire  une 
équation  qui  exprime  le  raport  qui  doit  être  entre  les  raci- 
nes de  la  propofée  fie  celles  de  la  transformée. 

z“.  11  faut  prendre  dans  cette  équation  la  valeur  de  l’in- 
connue x de  la  propofée,  St  fubftituer  cette  valeur  St  fès 

fiuilTànces  à la  place  de  l'inconnue*  fie  de  fes  puiflances  dans 
a propofée.  K iij 


78  Analyse  demontre'b. 

L’équation  qu'on  trouvera  étant  ordonnée  6c  abrégée  , 
fera  la  transformée  qu’on  cherche. 

I.  Pour  augmenter  les  racines  de  la  propofee  de  la  grandeur  f. 

O n fuppofèra  l’inconnue^  pour  exprimer  les  racines  de  la 
transformée -,  6c  fè  fèrvant  de  l’inconnue  x de  la  propofée, 
on  fera  l’équation  x-t-f—y,  qui  exprime  que  la  racine  x de 
la  propofée  étant  augmentée  de  la  grandeur  connue  /,  eft 
égale  a la  racine  y de  la  transformée. 

On  prendra  dans  cette  équation  la  valeur  de  x , qui  eft 

On  fubftituera  cette  valeur  & fès  puiflànces  à la  place  de  je 
6c  de  fès  puiflànces  dans  la  propofée  — nxx-t-px — q=o. 

*’  =/  —P 

— nxx=  — nyy  mfy  — nff 
arpx  = -+py  —pf 

— ? = ~ f- 

f — ifyy  -+-  iffÿ  — P — o. 

— nyy  f mfy  — nff 

■*-&  —Pf 
— 

& l’on  trouvera  l’équation  transformée , dont  les  racines 
font  celles  de  la  propofée,  augmentées  chacune  de  la  gran- 
deur JI 

Quand  on  aura  la  valeur  de  y dans  la  transformée , on 
la  fubftituera  dans  x =±=y  — f,  à la  place  dey,  6c  l’on  aura  la 
valeur  de  x de  la  propofée. 

JJ.  Pour  diminuer  les  racines  de  la  propsfee  de  la  grandeur  f. 

O N fuppofèra  x — f—y,  d’où  l’on  déduira  x=y-t-/j  on 
fubftituera  y -t-/à  la  place  de  les  puiflànces  dey  -*-f  à 
la  place  des  puiflànces  de  x,  dans  la  propofée 

— y’  ifyy  fffy 

— nxx  = — nyy — i fny  — ■ nff 

•+P*  = +-Py  -+-Pf 

— f = ~ f- 

P ■+■  ifyy  -+•  iffy  +P  = q. 

— nyy  — mfy  — nff 

*-py  -*-pf 
— f* 
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& l’on  trouvera  la  transformée,  dont  les  racines  font  celles 
de  la  propofée  , diminuées  chacune  de  la  grandeur/.' 

///.  Pour  trouver  la  transformée , dont  les  racines  y [oient  celles 
de  la  propofée , retranchées  de  la  grandeur  f. 

On  fuppofera/ — x—yi  d’où  l’on  déduira / — y = x-, 
on  fùbftituera/ — y 8c  fes  puilTances,  à la  place  de  x & des 
puilTances  de  x,  dans  la  propofée 

V —f  — ffy  -+-  ifyy  —/ 

— nxx  — — nff  ■+•  m fy  — nyy 

+ px  = ■+•  pf — fy 

— ? = — f- 

P — yffy  ■+■  ifÿy  —ÿ  =°- 

— nffarxnfy  — nyy 
or-tf—py 

— f. 

& l’on  trouvera  la  transformée , dont  les  racines  font  celles 
de  la  propofée,  rétranchées  chacune  de  la  grandeur/l 

IV.  Pour  trouver  la  transformée,  dont  les  racines  y [osent  celles 
de  la  propofee , multipliées  par  la  grandeur  f. 

On  fuppofera  fx=y,  d'où  l’on  déduira  *=y}On  fubfli- 
tupra  8c  fes  puiflances  à la  place  de  x & de  fes  puilTances , 
dans  la  propofée  ; 8c  l’on  trouvera  jr — ~*~~T  — ? =0. 

Otant  les  fractions, on  aura  la  transformiez’ — nfyy-*-pffy 
fq  — o,  dont  les  racines  font  celles  de  la  propofée,  mul- 
tipliées par  f 

Abrégé  de  la  transformation  precedente. 

Pour,  multiplier  les  racines  d’une  équation  par  une  gran- 
deur/, il  faut  fîmplement  cKaflger  l’inconnue  x en  une  nou- 
velle inconnue z i 8c  fans  toucher  au  premier  terme,  multi- 
plier le  fécond  par  la  grandeur / le  troifiéme  par  ff,  le  qua- 
trième par  f >&c  ainfl  de  fuite. 

V.  Pour  trouver  la  transformée , dont  les  racines  y [oient  celles 
de  la  propofee , divifees  par  la  grandeur  f. 

O N fuppofera  -f  =/,  d’où  l’on  déduira  x=fyî  on  fûbfti- 
tuera  fy  8c  les  puilTances  à la  place  de  x & de  fes  puiflances 


8o  Analyse  - demontre'e. 
dans  la  propofcej&l’on  trouvera// — nffyy+pfy — q—o-, 
divifànt  l’équation  par  /,  on  aura  la  transformée  y'  — 2/ 
-♦ -ijr  — -^-  = o,  dont  les  racines  font  celles  de  la  propofée 
divifées  par  f Ahfe^ 

j^ouRdivifêr  les  racines  d’une  équation  par  une  grandeur/ 
il  faut  Amplement  changer  l’inconnue  x en  y i Ôc  fans  tou- 
cher au  premier  terme , divifêr  le  fécond  par  A le  troifiéme 
par ff  le  quatrième  par/*»  6c  ainfi  de  fuite. 

VJ.  Pour  trouver  une  transformée , dans  laquelle  les  valeurs  de  y 
[oient  les  racines  fécondés , troiJiémcs,&c.dcs  racines  de  la  propofée. 

O n fuppofêra  fx  = y , ou  bien  Ijx = y,  &c.  d’où  l’on  dé- 
duira x—yy,  ou  bien  x—y\ 6cc.  on  fuofli  tuera  yy,  ou  y'  6c 
les  puiflànces  d^yy  ou  de  y’,  à la  place  de  x 6c  de  les  puiflàn- 
ccs,dans  lapropolée*  6t  l’on  trouvera  la  transformée/ — «y4 
~*-pyy — q~  o;  ou  bien  y* — ny6-*-pf  — q = 0$  les  valeurs 
dey  dans  la  première,  fonc  les  racines  quarrées  des  racines 
de  la  propofée  j les  valeurs  de  y dans  la  fécondé,  font  les 
racines  rroifîémes  des  racines  de  la  propofée. 

Si  la  propofée  étoit  x 4 — nx*-*-pxx  — p — o,  ou  bien  x * 
— »jc4  px’  — q—  o,  en  fuppofànt  pour  la  première  xx—yt 
& pour  la  féconde  x'=y , l’on  trouveroit  la  transformée  y1 
— rtyy-r-  py — q=  o,  dont  les  racines  feraient  les  quarrés 
des  valeurs  de  x dans  la  première  propofée,  6c  les  cubes  des 
valeurs  de  x dans  la  féconde. 

VII.  Pour  trouver  une  transformée  dans  laquelle  les  valeurs 
de  l inconnue  y foient  moyennes  proportionnelles  entre  une 

/grandeur  connue  f,  (f  1rs  racines  de  la  propofee. 

O N fuppofêra  y = Vfx,  d’où  l'on  déduira  y y —fx , & x 
~~ s on  fubftiruera  cette  valeur  de  x 6c  fes  puiflànces  à 
la  place  de  x 6c  de  fes  puiflànces  dans  la  propofée  ; 6c  l’on 
trouvera  la  transformée  y4 — nfÿ*  -+-  pffyy — qf  — o , dans 
laquelle  les  valeurs  de  y font  moyennes  proportionnelles 
entre  /&  les  racines  de  la  propofée  x’  — nxxs-px — q— o. 

VI II.  Pour  trouver  une  transformée  de  manière  que  y . f ::  i . x. 

O n fuppofêra  x = -j  & par  fubftitution  on  trouvera  la 
transformée/1  — nffy  -’rpfyy  — qy ’ = o,  6c  par  tranfpofî- 

tion 
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tion  qy ’ — pfyy  •+-  nffy  — /5  = o } & divifant  le  tout  par  q , 
y » — 0>  fcr3  ]a  transformée  qu’on  cherche. 


\ 


/,l'  Pour  trouver  la  transformée  de  x!  — pxx  — q = o , qui 
foit  telle  que  les  racines  X de  la  propofe  J osent  égales  à relies  de 
la  transformée  plus  ou  moins  une  grandeur  connue  divifée  ou 
multipliée  par  les  racines  de  la  transformée , ou  par  un  multiple 
de  ces  racines. 


Par.  exemple,  pour  trouver  la  transformée  de  x ’ — p*±q 


= o,  qui  foit  telle  que  x—y  -+ 
& fon  cube  à la  place  de  x , xs  i 


JJ 


, on  fubflitucra  y - 


? 

}j> 


r< 

*7 J1 


—p*=  —py—jÿ 

±q  = ±q- 

& l’on  trouvera  y * *~q  ~°i 

multipliant  le  tout  par/',  l’on  aura  y*±_  qf  — o,  pour 
la  transformée  qu’on  cherche.  Cette  transformée  n’eft  que 
du  fécond  degré. 

Si  la  propofée  étoit  x ! -*-px±.q=oi  on  fuppofêroit  x=y 
— fy , & l’on  trouveroi’t  la  transformée/  ± <7/  — ry  = o 
R E M a R.  Q^U  E. 

Cette  dernicre  transformation  fért  A réduire  toutes  les 
équations  du  troifiéme  degré , qui  n’ont  point  de  fécond 
terme,  à une  transformée  du  fécond  degré. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y dans  latransformég, 
on  fùbftituera  cette  valeur  dans  l’équation  x =iy  ± -fr  , & 
l’on  aura  la  valeur  de  x i c’eft  à dire,  l’on  connoîtra  une  des 
racines  de  la  propofée. 

AP.  Pour  trouver  une  transformée  dont  les  racines  ayent  tel 
raport  qu'on  voudra  avec  celles  de  la  propofée , 
par  exemple , celui  de  i à g. 

O n fùppoféra  f.g"y.x,  d’où  l’on  déduira  x = ; on 

lûbilituera  cette  valeur  & fes  puiflànces  à la  place  de  a;  & de 
fés  puiflànces  dans  la  propofée  x}  — nxx  •+■  px — q=.  o ; &c 

l’on  trouvera  la  transformée/ •+■  d~- ^ = o, 

qui  eft  celle  qu’on  cherchoic. 
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Dimonftration  du  Problème. 

Pour  démontrer  ce  Problème,  il  ne  faut  faire  attention 
qu’aux  équations  Amples  dont  une  équation  compofée  eft 
le  produit. 

Soient  x — a — o.  x — b — o , les  équations  Amples  de 
l’équation  compofée  xx — ax  -*-ab  — o , qu’on  veut  trans- 
former. — bx. 

Il  eft  évident  que  les  équations  Gmplesde  la  transformée, 
dont  les  racines  ièront  les  racines  de  la  propofée,  augmen- 
tées de  /,  feront  y — / — a — a.  y — / — b—o  ; caria 
première  donne  y = <*-*-/»  la  féconde  donn ey=b-*-f 

Les  équations  Amples  de  la  transformée , dont  les  racines 
léront  celles  de  la  propofcejdiminuéesde/jlèronty-»-/' — a 
— o.  y f — b — o } car  la  première  donne  y = a — fi 
la  fécondé  donne  y = b — f. 

Il  en  eft  de  même  des  autres  transformations. 

Il  eft  aufïï  évident  qu’en  lübftituant/ — fy  ou  bien  y a-f, 
au  lieu  de  x,dans  les  équations  Amples  delà  propolee  x — a 
= o,  x — b~o,  l’on  aura  après  la  fubftitution,  les  équa- 
tions Amples  de  la  transformée^ — /■—  <*=■  o,  y — / — b 
= o,  &c. 

Mais  il  eft  clair  qu’en  fubftituantj' — /,  par  exemple,  à la 

filace  de  x ; Sc  le  quarré  de  y — f à la  place  de  xx,  dans 
'équation  xx  — ax-*-ab  = o , qui  eft  le  produit  des  Am- 
— bx 

pies  x — a=o,  x — i = o,  l’on  a le  même  produit  qu’on 
auroic  en  multipliant  les  Amples^ — f — a~o,  y — f — b 
“ o , dans  lefquelles  les  Amples  x — * = o,  x — b~  o, 
ont  été  changées  par  la  fubftitution  de  y — f,  à la.  place 
de  x:  Et  ce  produit  eft  évidemment  l’équation  transformée. 
L’on  a donc  par  la  méthode  du  Problème , la  transformée 
qu’on  cherche. 

Corollaires,  qui  fuivent  des  trois  fremieres  transformations. 

I. 

Il  fuit  de  cette  démonftration , que  s’il  y avoit  des  racines 
imaginaires  dans  une  équation,  elles  demeureroient  encore 
imaginaires  dans  là  transformée. 

II. 

37  ■ Qiîand  ‘1  y a des  racines  poAtives  & négatives  dans  I’cqua- 
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tion  qu'on  transforme  en  une  autre , dont  les  racines  font 
celles  de  la  propofée,  augmentées  d'une  grandeur  connue/, 
en  fubftituant/ — /à  la  place  de  xi  il  eft  évident  qu’il  n’y  a 
que  les  racines  pofitives  qui  foient  augmentées  dans  la  trans- 
formée, Sc  que  les  négatives  y font  diminuées  de  la  gran- 
deur f -,  car  fi  les  équations  fimples,  dont  la  propofce  eft  le 
produit,  font  x — * — o,  x~t~b  = o,  en  fubftituant  y — / 
a la  place  de  x dans  ces  équations,  l’on  aura/  — / — a = o, 
y — /-*-£  = o,  qui  font  les  équations  lîmples,  dont  la  trans- 
formée eft  le  produit  ; £c  il  eft  évident  que/ — f — a — o, 
donne/  = a -f-/,  dans  laquelle  la  racine  pofitive  a eft  aug- 
mentée de  / s éc  que  y — /-*-  b — o , donne/=  — b h-/", 
dans  laquelle  la  racine  négative  — b,  eft  diminuée  de  la 
grandeur  f 

D où  il  fuie  que  fi  la  grandeur  f e^  égale  à une  des  raci- 
nes négatives,  cette  racine  devient  égale  à zéro  * fon  produit 
par  toutes  les  autres , qui  fait  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée, devient  par  confequent  égal  à zéro  * 5c  la  transfor- 
mée peut  s’abaifièr  d’un  degré. 

Si  la  grandeur/ furpallè  toutes  les  racines  négatives  de  la 
propolee , elles  deviennent  toutes  pofitives  dans  la  trans- 
formée * fie  alors  la  transformée  ne  contenant  que  des  raci- 
nes pofitives , tous  fes  termes  ont  alternativement  les  lignes 
*♦-  fie  — . 

D’où  l’on  voit  que  fi  tous  les  termes  de  la  transformée 
ont-  alternativement-*-  6c  — , on  eft  alluré  que  la  grandeur/ 
fiirpalle  toutes  les  racines  négatives  de  la  propofce*  fie  quand 
cette  alternative  eft  interrompue , on  eft  ailùré  que  f ne 
lùrpallè  pas  toutes  les  racines  négatives  de  la  propofce , 
puifqu’il  en  refte  quelqu’une*  5c  dans  ce  cas / eft  moindre 
que  la  plus  grande  des  racines  négatives  de  la  propofce. 

Dans  le  cas  où/fiirpafle  toutes  les  racines  négatives  de  la 
propofée, ficoù  par  confequent  toutes  les  racines  de  la  trans- 
formée font  pofitives , il  eft  évident  que  la  plus  petite  des 
racines  de  la  transformée , répond  à la  plus  grande  des  né- 
gatives de  la  propofëe,  qui  eft  devenue  pofitive.  Car  le  fur- 
plus  de  la  grandeur / fur  les  racines  négatives  de  la  propo- 
lee, eft  precifément  ce  qui  fait  que  ces  négatives  deviennent 
pofitives  dans  la  transformée  i 5c  le  furplus  de  f fur  la  plus 
grande  des  racines  négatives  de  la  propofce,  eft  le  moindre 

L ij 
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de  cous  ; ainfi  la  moindre  racine  de  la  transformée  cft  celle 
qui  répond  à la  plus  grande  des  négatives  de  la  propofée. 

D’ou  il  cft  évident  que  les  racines  pofitives  de  la  trans- 
formée, moindres  que  f,  font  celles  des  racines  négatives 
de  la  propolée,  qui  font  devenues  pofitives  dans  la' trans- 
formée. 

Enfin  lorfque/ eft  moindre  que  chacune  des  racines  né- 
gatives de  la  propofée,  ces  racines  demeurent  négatives  dans 
la  transformée. 

I I I. 

$S.  Lorfqu’il  y a des  racines  policives  8c  négatives  dans  une 
équation,  8c  que  par  la  fubfticution  dey-*-/à  la  place  de  x, 
on  la  transforme  en  une  autre  , dont  les  racines  fionc  celles 
de  la  propofée  , diminuées  chacune  de  la  grandeur  /,  il  cft 
évident  qu’il  n’y  a queues  racines  pofitives  qui  foienc  dimi- 
nuées de  la  grandeur  /,  8c  que  les  négatives  font  augmen- 
tées de  la  grandeur/  Car  fi  les  équations  fimplcs  de  la  pro- 
pofée font  x — a — o,  x-+-  b = o ; en  fubftituanr^-t-/à  la 
place  de  x dans  ces  équations , l’on  aura  y -t-  / — a — o , 
y -+-/  +i=o,  qui  font  les  équations  fimples  dont  la  trans- 
formée eft  le  produit;  8c  il  eft  évident  que/-*-/- — a = o, 
donne  y=a  — / dans  laquelle  la  racine  poiîtive  a eft  dimi- 
nuée de  la  grandeur  f ; 8c  que/  -t-  /-+-  i = o , donne  y = 
■ — b — f,  dans  laquelle  la  racine  négative  eft  augmentée 
(dans  là  négation)  de  la  grandeur  — / 

D’où  il  luit  que  fi  /cft  égale  à une  des  racines  pofitives 
de  la  propofée , cette  racine  devient  égale  à zéro  dans  la 
transformée;  8c  parconfoquent  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée , qui  eft  le  produit  de  cette  racine  égale  à zéro  par 
toutes  les  autres,  devient  égal  à zéro;  8c  l’équation  peut  être 
abaiflee  d’un  degré. 

Si /furpaflè  toutes  les  racines  pofitives,  elles  deviennent 
toutes  négatives  dans  la  transformée,  8c  dans  ce  cas  tous  les 
termes  de  la  transformée  ont  le  figne  -t-. 

Ainfi  l’on  eft  alluré  que/furpafte  toutesles  racines  pofitives 
delà  propofée,  lorlque  tous  les  termes  delà  transformée 
ont  h-  ; mais  fi  quelqu’un  a le  figne  — , ilrefte  dans  la  trans- 
formée quelque  racine  pofitive , 8c  l’on  eft  afluré  que  / eft 
ni  ùndre  que  la  plus  grande  racine  pofitive  de  la  propofée  j 
on  fuppofe  que  toutes  les  racines  font  réelles. 
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Quand  tous  les  termes  de  la  transformée  ont  le  ligne 
c’eft  à dire  quand/furpaflè  toutes  les  racines  pofitivcs  de  la 
propofce,  la  plus  petite  des  racines  de  la  transformée  répond 
a la  plus  grande  des  pofitivcs  de  la  propofée, qui  cil  devenue 
négative  dans  la  transformée;  car  le  furplus  de/ fur  les  ra- 
cines pofitives  de  la  propofee,  eft  precifément  ce  qui  fait  que 
ces  racines  pofitives  deviennent  négatives  dans  la  transfor- 
mée , & le  furplus  de  / fur  la  plus  grande  des  racines  pofi- 
tives de  la  propofee , eft  le  moindre  de  tous. 

D’où  il  eft  évident  que  les  racines  négatives  de  la  trans- 
formée moindres  que/,  font  celles  des  racines  pofitives  de  la 
propofee,  qui  font  devenues  négatives  dans  la  transformée. 

Enfin  quand  / eft  moindre  que  chacune  des  racines  pofi- 
tives de  la  propofee,  ces  racines  demeureront  pofitives  dans 
la  transformée. 

ï V. 

39  • Si  l’on  fubftitue  une  grandeur  connue  négative  — / dans 
une  équation  jc ' — nxx-t-px — f=o,  àla  place  de  l’incon- 
nue x , la  fomme  des  produits  qu’on  aura  après  la  fûbftitu- 
tion,  qui  eft  — / — nff — pf — q , eft  évidemment  le  der- 
nier terme  tout  connu  de  la  transformée , qu’on  trouverait 
en  fubftituant  dans  la  propofee  y — /à  la  place  de  l’irjcon- 
nue  jc,  dans  laquelle  transformée  les  racines  pofitives  de  la 
propofée  feraient  augmentées  de  la  grandeur /,  & les  néga- 
tives  diminuées  de  la  même  grandeur  f. 

Et  fi  l’on  fubftitue  une  grandeur  connue  pofitive  dans 
une  équation  jc’  — nxx-*-px — q = 0,  àla  place  de  J’incon- 
nue  jc,  la  fomme  des  produits  qu’on  aura  après  la  fùbftitu- 
tion , qui  eft  p — nff-*-pf — q , eft  évidemment  le  dernier 
terme  tout  connu  de  la  transformée , qu’on  trouverait  en 
fubftituant  dans  la  propofée  y -t-  / à la  place  de  x ; dan9 
laquelle  transformée  les  racines  pofitives  de  la  propofee  fè- 
roient  diminuées  de  la  grandeur  / êtles  négatives  augmen- 
tées de  la  même  grandeur  f. 

Il  n’y  a qu’à  faire  les  operations  de  la  première  & de  la 
féconde  transformation , pour  en  voir  la  démonftration.--'- 

V. 

4°>  Dans  la  transformée  qu’on  trouve  en  fubftituant  une  gran- 
deur connue  moins  une  nouvelle  inconnue  comme/— y,  à 
la  place  de  l’inconnue  jc  de  la  propofée , les  racines  pofitives 
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de  la  propofée  deviennent  négatives,  mais  chacune  eft  di- 
minuée de  la  grandeur  pofitive  / ; & les  racines  négatives 
deviennent  poiitives , mais  chacune  cil  augmentée  de  la 
grandeur  / 

Car  foient , par  exemple >x  — a — o , x ^ = o , les 
équations  fimples  de  la  propofée  ; en  fubftituant  / — y dans 
ces  équations,  l’on  a les  équations  Amples  de  la  transformée 
/ — a — y — o , f-\-  b — y ~ o ; la  première  donne  y = 

— a ■+-/,  où  l’on  voit  que  la  racine  a qui  étoit  pofitive  dans 

x->~a  = o,  ou  bienx=a^,  eft  devenue  négative,  mais 
diminuée  de  la  pofitive  /.-  la  féconde  donne ^ /, 

où  la  racine  b , qui  étoit  négative  dans  x -+•  b — o , ou  bien 
x = — b,  eft  devenue  pofitive , mais  augmentée  de  -*-/ 

D’où  il  fuit  que  fi  la  grandeur/ eft  égaie  à une  des  racines 
pofitives  de  la  propofée , cette  racine  devient  égale  à zéro , 
& par  confêquent  le  dernier  terme  de  la  transformée  eft 
zéro,  & l’équation  peut  s’abaiflèr  d’un  degré. 

Si  la  grandeur /furpaflè  toutes  les  racines  pofitives  de  la 
propofée , elles  deviennent  encore  toutes  pofitives  dans  la 
transformée,  puifque  l’excès  de/fur  chacune  de  ces  racines, 
dl  une  grandeur  pofitive  dans  les  équations  fimples  de  la 
transformée  j dans  ce  cas  toutes  les  racines  de  la  transformée 
font  pofitives,  Ce  cous  fes  termes  ont  alternativement  ■+■  & — , 

- Si  la  grandeur  / eft  moindre  que  toutes  les  racines  pofi- 
tives de  la  propofée  , elles  deviennent  négatives  dans  la 
transformée. 


Remarque. 

Kk  fùbfticuant/ — y—x, à la  place  de  x,  dans  x—a  = a, 
x-*-b  = o,  l’inconnue^  eft  négative  dans  les  équations  fim- 
ples / — a — y = o , f-i-b  — y — o de  la  transformée  j 
ce  qui  eft  caule  que  le  premier  terme  de  la  transformée  eft 
négatif  dans  les  équations  des  degrés  impairs  , c’eft  à dire 
du  troifiéme,  cinquième  , 6tc. 

Il  eft  facile  de  rendre  l’inconnue/  pofitive  dans  les  équa^ 
tions  fimples  de  la  transformée  ; car  puifque/ — a —y  — o, 
6c f-+-b — y—o,  par  tranfpofition  l’on  auray-»-x — f—  o, 
y — b — /=  o * êc  les  valeurs  de^  feront  les  mêmes  qu’el- 
les étoienc  avant  la  tranfpofition,  puifque^  -*-a — /=o, 
donne  y=  — <*-*-/  aufli-bien  que/  — a — j = o;  & y — b 
— /=  o,  donne  = £-*•/  auffi-bien  que/ •+■  b — y = Oj 
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& par  cette  tranfpoficion , le  premier  terme  de  la  transfor. 
niée  fera  toujours  pofitif  dans  les  équations  des  degrés  im- 
pairs. Il  fuffira  dans  la  pratique,  après  avoir  trouvé  la  trans- 
formée par  la  fubftitution  de  f — y,  au  lieu  de  *,  dans  la 
propoiée,  de  tranfpofér  le  premier  membre  de  la  transfor- 
mée des  degrés  impairs  dans  le  fécond , & zéro  qui  eft  dans 
le  fécond , dans  le  premier } ce  qui  Ce  fait  en  changeant  icc 
fgnes  de  tous  les  termes. 


SECTION  IV. 

0«  l'on  explique  plufeurs  ufaget  des  transformations  qui 
fervent  a préparer  les  équations  compofces. 

PROBLEME  II. 

41.  Oter  le  fécond  terme  dune  équation  compofce  > c'efi  à dire , 
• la  transformer  en  une  autre  qui  n'ait  pat  de  fécond  terne. 

IL  faut  fuppofér  l’inconnue  x de  la  propofée , égale  à une 
nouvelle  inconnue  7,  plus  ou  moins  le  cocficient  du  fécond 
terme  de  la  propofée,  divife  par  le  nombre  qui  exprime  le 
degré  de  l'équation  propofée  j c’eft  à dire  par  t,  fi  elle 
eft  du  fécond  degré  ; par  3 , fi  elle  eft  du  troifiéme  > plus , 
fi  le  fécond  terme  de  la  propofée  a le  figne  — $ & moins  , 
s'il  a le  figne  -»*. 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x,  & f es  puiflànces,  à la 
place  de  x 6c  de  fés  puiflànces , dans  la  propofée  5 6c  l’on 
aura  la  transformée,  où  le  fécond  ternie  manque.  , 

Exemple  I. 

poux  ôter  le  fécond  terme  de  xm  — nx •+■  p = o , on  füp- 
pofera  x r=zy  -+-  f -,  on  fubftituera  dans  la  propofée  y •+■  î , 6C 
fon  quarré , à la  place  de  x,  xx. 


xk  — yy  ny  Or  -f 

— nx  = — ny  — — 

-**/  — **»/• 


& l’on  trouvera  cette 
transformée,  qui  n’a 
pas  de  fécond  terme. 


88  Analyse  démontré' e, 

R E M A R Q^U  E. 

To  u te  s les  équations  du  fécond  degré  peuvent  être 
réfolues  par  ce  Problème;  car  par  rranfpofition,  l’on  aura 
yy==J^ — Pi  & tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  mem- 
bre, on  aura^=  — y,  &c  fubftituant  cette  valeur  dey 
dans  x = y -i-f  , l’on  aura  x — f -t-  — />,  qui  eft  une 

racine  de  la  propofee. 

Exemple  IL 

Pour  ôter  le  fécond  terme  de  x'  nxx — px  — q — o, 
on  fuppoféra  x = y — fi  on  fubftituera  dans  la  propofee 
y — f , 6c  fes  puiflances , à la  place  de  x 6c  de  fes  puifTances , 


x’  =/ 

_ nyy  ^ 

m * 
17 

«+-  nxx  = 

+ nyy—^L 

— px  = 

—py 

— q — 

— f- 

& l’on  trouvera  cette  y * — ^ •+■  tt  = °* 

transformée , qui  n'a  — py  -*-?$- 

pas  de  fécond  terme.  — q 

Si  l’on  trouve  la  valeur  de  y dans  la  transformée,  en  la 
fubftituant  dans  x—  y — l’on  aura  la  valeur  de  x j c’eft 
à dire  „ l’on  aura  une  racine  de  la  propofee. 

La  démonftration  de  ce  Problème  eft  évidente , fi  l’on 
fait  attention  dans  le  dernier  exemple,  que  le  fécond  terme 
de  la  troificme  puifïànce  de  y — f , eft  — nyyi  que  nxx 
donne , après  la  fubftitution,  -+-  nyy,  &c.  que  ces  deux  gran- 
deurs font  féules  le  fécond  terme  de  la  transformée  , & 
qu’elles  fé  détruifént  toujours  par  des  lignes  contraires , 
pareeque  l’on  fuppofe  toujours  x —y  — f , quand  il  y a dans 
la  propofee  ■+■  nxx } & x —y  -t-  ^ , quand  il  y a dans  la  pro- 
pofee — nxx. 

Il  eft  facile  d’apliquer  ce  raifbnnement  aux  équations  de 
tous  les  degrés. 

Si  on  veut  le  voir  fur  un  exemple  general , on  lé  férvira 
de  x™  ± kx™-' , pour  reprefenter  les  deux  premiers  termes 
des  équations  de  tous  les  degrés  : Il  fùffit  de  confiderer  les 
deux  premiers  termes  dans  ce  Problème  : m fera  égal  à x 

dans 
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dans  les  équations  du  fecond  degré  ; m fera  égal  à 3 dans 
celles  du  rroiliéme  degré,  Sec.  En  fuppofent  x = y+.  1 

les  deux  premiers  termes  de  y ~£.  ~ , élevée  à la  puiiîànce  m, 
feront ym  Z£nym~‘  5 fera,  égal  à ±;  tiÿr‘~',  Sec.  Il  eft 

évident  que  +nym~‘  ±.rtym~\  qui  font  les  feules  grandeurs 
qui  font  le  fecond  terme  de  la  transformée , fe  détruifent 
par  des  lignes  contraires. 

Remar-C^ue. 

O n peut  auffi  ôter  le  fecond  terme  d’une  équation,  en  fep- 
pofent,  pour  les  équations  du  fecond  degré , x = ^ — y , 
quand  le  fecond  terme  de  la  propofée  a — , 6c  en  fuppofent 
x = — | — y,  quand  le  fecond  terme  a -+-}  en  fuppofent 
pour  le  troifiéme  degré  x = " — y,  quand  le  fecond  terme 
«le  la  propofée  a — , 6c  x — — — y , quand  il  a -+-,  6cc. 
& fanant  enfuite  la  fubftitution. 

On  peut  encore  ôter  le  fecond  terme  d'une  équation , en 
fuppofent , pour  le  fecond  degré  , x = £ — ",  quand  le 
fecond  terme  de  la  propofée  a ; en  fuppofent  x={-+-^t 
quand  il  a — j en  fuppofent  pour  le  troifiéme  degré  x = - 
■ — f , quand  le  fecond  terme  de  la  propofée  a -+■,  Se  x 

— j •+■  f , quand  il  a — , 6cc.  6c  faifent  enfuite  la  fubftitu- 

tion.  ^ 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y dans  la  transformée, 
en  la  fubftituant  dans  l’équation  fimple  feppofée  | 

— y,  Sec.  ou  x=  f — -f.  Sec.  on  aura  la  valeur  de  x. 

Si  le  premier  terme  de  l’équation  avoit  un  cocficient  dif- 
ferent de  l’unité , comme  dans  l’équation  ax'  — tixx  ■+■  fx 
•^~q  — o,on  pourroit  en  faire  évanouir  le  fecond  terme , en 
fuppofenc  x^=i  câr  on  auroit 

**  = -zryy  -+■  -+•  4r~ 

— 7,xx=  — Jryy  — ïïy—  £ 

— +ïy 


• 9°  Analyse  demOn’tre’e. 

Cette  Transformée  n’a  pas  de  fécond  terme  j multipliant 
toutes  les  grandeurs  par  aa , un  auroit 
y _ | nny  — $ = o. 

*ry  -,  »/> 

— 

dans  laquelle  le  premier  terme  n’a  pas  d’autre  coèficient 
que  l’unité. 

Si  l’équation  étoit  du  fécond  degré  comme  axx — nx-r~p 
= o,  il  faudrait  fûppofer  x ==  E -+• 

Si  elle  étoit  du  quatrième,  comme  ax * — nx ’ •+•  &c.  il  fau- 
drait fuppoler  x = ^ * & ainfi  des  autres. 

PROBLEME  III. 

7" R 01)  VE  R par  Analyfc  quelle  doit  être  U grandeur  propre 
à oter  le  fécond  terme  d'une  équation,  par  exemple  de  x5  •+■  nxx 
H-px — q — o. 

J e fuppofe  que  cette  grandeur  inconnue  efl  ainfi  je  fup- 

pafè  x ~y  — ?,  lorfque  le  fécond  terme  de  la  propofée  a -t-, 
6c  x =y  -+-  s^,  lorfqu’il  a — : Je  fubftitue^y  — & fes  puif. 

fances,  à la  place  de  x 5c  de  lés  puiflances 
* —y'  — 3 wy  KV  — 

-i-  nxx  = ryy  — wzj-r- 

-*-px  = -fff  —K 

— q = —q 

f ' ' ■■  ■ ■ 1 ■ “T 

ÿ — iv/ y 3A.^ — a!  — o- 

& je  trouve  cette  ■+-  ryy  — i n -+• 
transformée.  -+-  fy  -q— p z^ 

r 

Je  fùppofè  fon  fécond  terme  — 3 s y y -*-nyy  = 0,  ce  qui  me 
donne  » =3^,  Sc  " ==A.’  cela  me  Taie  voir  que  * eftla  gran- 
deur, qui  étant  fubftituée  dans  x~y  — à la  place  de 
me  donnera  x — y — f , qui  eft  propre  à faire  évanouir  le 
fécond  terme , en  fubftituant^>  f & fes  puiflances  dans  la 
propofée , à la  place  de  x 6c  de  fes  puiflances. 

Pour  refoudre  le  Problème  d’une  maniéré  generale , on 
fuppofera  que  xm ±l  nxm~\  reprefentent  les  deux  premiers 
termes  de  toutes  les  équations,  m = i dans  le  fécond  degré, 
m = 3 dans  le  croifiéme , 6cc.  On  fuppofera  x =y  + ôc 
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l'on  aura  les  deux  premiers  termes  de  x —y  -ç.  élevés  à 
la  puiflànce  m , arm  = y"  Z*.  mz.ym~  &c. 

L’on  aura  auffi  rt  nxm _ ‘ »yn~  ' , &c. 

L’on  fuppoléra  le  fécond  terme  de  la  transformée 
^ \r.ym~‘  — o , & l'on  aura  ;t  ^=±;i  ce  qui  fait  voir 
que  pour  ôter  le  fécond  terme,  il  faut  fuppofèr  x = y 
& faire  eniuice  la  fubflitution. 

. Corollaire  I. 

4**  Si  l’on  vouloir  faire  évanouir  le  troifiéme  terme  de  la  pro- 
pofée  x'  -+■  nxx  px  — q—  o , & non  pas  le  fécond , on  Ce 
lérviroit  de  la  même  mechode , & l’on  fup'poferoit  le  troi- 
fiéme terme  de  la  transformée  3 — inçy  *-py  = o ; ce 
qui  donneroit  l’équation  du  fécond  degré  ^ nz  ■+-  -j-  p 
*==  o , laquelle  étant  réfolue,  donneroit  la  valeur  de  zj=  | n 
nn — j p,  Subflituant  cette  va  leur  de  s^dans  x—y — 
Ton  auroit  x =y  — \n  — V'ÿ  m — \ p.  Subflituant  cette 
valeur  de  x & fés  puiflances  dans  la  propofce,à  la  place  de  x 
&de  fés  puifbnces,  on  auroic  une  transformée,  qui  n’auroic 
pas  de  croificme  terme. 

R E m a r E. 

C etTe  méthode  ne  peut  pas  férvir  à faire  évanouir  le  qua- 
trième terme , ni  les  autres  fuivans , pareeque  l’équation 
qu’elle  donneroit  pour  faire  trouver  la  valeur  de  ^ propre 
à faire  évanouir  le  quatrième  terme  , feroit  du  troifieme 
degré;  celle  qu’elle  donneroit  pour  faire  trouver  la  valeur 
de \ propre  à faire  évanouir  le  cinquième  terme , feroit  du 
quatrième  degré  ; & ainfi  de  fuite  : Et  l’on  n’enféignera  que 
dans  la  fuite  la  maniéré  de  réibudre  ces  équations. 

Corollaire  IT. 

4J . La  même  mechode  peut  encore  férvir  à faire  en  forte  que 
le  coëficient  du  fécond  terme , ou  celui  du  troifiéme  terme 
delà  propofee,  foie  une  grandeur  donnée  a,  en  fuppofanc 
le  coëficient  du  fécond  terme  de  la  transformée  , qui  effc 
— ou  bien  celui  du  troifiéme  terme,  qui  efl 

35^ — p = a. 

II  fauc  enfuite  trouver  la  valeur  de  ^ dans  l’une  ou  l’autrs 
de  ces  deux  équations,  & fubilituer  cette  valeur  de^prifê 

M y 
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dans  la  première , fi  l’on  veut  que  a foit  le  coëficient  du  fé- 
cond terme  ; 8c  prifé  dans  la  féconde,  fi  l’on  veut  que  a foie 
le  coëficient  du  troifiéme  terme  : il  faut , dis- je , fubflituer 
cette  valeur  de  ^dans l’équation  x—y  — s^,  &: enfùite  lub-  * 

ftituer  cette  valeur  de  * dans  la  propofée  ; & l’on  aura  une 
transformée  qui  aura  la  grandeur  a pour  coëficient  de  Ion 
fécond  , ou  bien  de  fon  troifiéme  terme. 

PROBLEME  IV. 

44'  LoRS  QJV  E tous  les  termes  moyens , ou  feulement  quelques- 
uns  , manquent  dans  une  équation , comme  dans  x!  — q = o , ou 
x'  — nxx  — q = o,  la  transformer  en  une  autre,  où  il  ne  manque 
aucun  terme,  & qui  foit  mime,  fi  l on  veut,  y lus  élevée  £ un  degré. 

Xl  faut  fuppofer  x=y  — ou  -*-<*>  la  lettre  a marque  une 
grandeur  connue  telle  qu’on  voudra.  Il  faut  fiibftituer/— ■ 
ou  ■+■  a,  à la  place  de  x dans  la  propofée  , & l’on  aura  une 
transformée  qui  aura  tous  fes  termes. 

Si  l’on  veut  que  la  transformée  foit  plus  élevée  d’un  degré 
que  la  propofée,  on  multipliera  la  propofée  par  x,  & l’on 
lubftituera  dans  x 4 — qx  = o,  y — ou-*-  a,  à la  place  de  xi 
8c  la  quatrième  puiflànce  dey  — ou  a,  à la  place  de  x* 5 
& l’on  aura  la  transformée  qu’on  demande. 

PROBLEME  V. 

AS'  Qv AND  une  équation  compofee  contient  des  racines  négatives , 
ou  feules,  ou  mêlées  avec  des  pofitives,  la  transformer  en  une  autre 
qui  riait  que  des  racines  pofitives  > e’efi  à dire,  quand  tous  les  ter- 
mes d'une  équation  compofee  ri  ont  pas  alternativement & — , 
la  transformer  en  une  autre , dont  tous  les  termes  ayent  alternati- 
vement ■+■  & — . 

Premier  cas. 

Si  tous  les  termes  de  la  propo(ee*ont-*-,  en  changeant  tou* 
les  lignes  des  termes  pairs,  c’eft  à dire  du  fécond, quatrième, 
fixiéme,  &c.  fins  toucher  aux  autres , tous  les  termes  auront 
alternativement  -+-  & — , & toutes  les  racines  qui  étoient 

* 3°-  négatives  feront  changées  en  pofitives* Ce  cas  n’a  aucune 
difficulté. 
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Second  cas. 

S’i  l y a des  racines  pofitives  8c  négatives, dans  la  propofee, 
on  prendra  le  plus  grand  coëficient  négatif , 8c  apres  l’avoir 
rendu  pofitif,  on  lui  ajoutera  l’unité,  8c  l’on  fuppofera  ce 
coëficient  plus  l’unité, confideré  comme  une  feule  grandeur, 
moins  une  nouvelle  inconnue^,  égal  à l'inconnue  x de  la 
propofée.  * _ 

On  fubftituera  dans  la  propofee  cette  valeur  de  x , 8c  les 
puiflànces , à la  place  de  x 8c  de  les  puillànces  -,  & 1 on  trou- 
vera une  transformée , dont  tous  les  termes  auront  alterna- 
tivement -+-  8c  — . 

Exemple  I- 

Poux  trouver  la  transformée  de  xx  — ix  — 3 = °>  (luj 
ait  les  lignes  alternatifs  -4-  8c  — , on  prendra  le  plus  grand 
coëficient  négatif  — 3 de  la  propofée,  8c  après  1 avoir  rendu 
pofitif,  on  lui  ajoutera  l’unité , 8c  l’on  aura  4 ; on  fuppo- 
fcra  4 — y = x ; on  fubftituera 4 — ^,8clequarré  de  4 -y 
dans  la  propofee , à la  place  de  x , & de  xx  $ & 1 on  aura  la 
transformée  o = y — 6y  -*-yy  > dans  laquelle  les  lignes  -4- 
8c  — font  alternatifs. 

Exemple  II. 

5 o 1 t la  propofee  x1  — ixx  -4-  3*  -+■  6 =0}  pour  la  trans- 
■ former  en  une  autre,  donc  tous  les  termes  ayent  alternative- 
ment h-&c  — , on  prendra  le  plus  grand  coëficient  négatif 
— qu’on  rendra  pofitif  ; on  lui  ajoutera  1 unité,  8c  1 on 
aura  •+•  3.  On  fuppofera  } — y — x , 8c  on  fubftituera  3 — y 
dans  la  propofée , à la  place  de  x, 

*5  = -4- 17 — vjy  -+-  w —y 
. — i.xx  = — 18  -h  ny  — vy 

-+-  3*  = 9 — }y 

t»  4-  6 ===  *4-  6 

6 I on  trouvera  _____ 

la  transformée  j o = -+-14  — 18^-4-  7 y y — y' 

8c  par  tranlpofition  l’on  aura  y'  — iyy  ■+■  îSy  — 14  = o , où 
tous  les  termes  ont  alternativement  4-  6c  — . Quand  on 
aura  la  valeur  de  y , en  la  fubfticuant  dans  3 — y — x , on 
aura  celle  de  x. 

M iij 
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Préparation  pour  la  démon/}  rat  ion. 

Pour,  rendre  la  démonftration  plus  facile,  on  prendra 
un  exemple  feulement  du  troifiéme  degré,  & l’on  pourra 
appliquer  à tous  les  degrés  ce  que  l’on  dira  du  troilîéme. 

On  le  prendra  Algébrique  , c’eft  à dire  littéral , pour  ren- 
dre la  démonftration  generale.  Enfin  on  fuppofera  tous  les 
coëficients  négatifs,  la  démonftration  de  ce  cas  contenant 
celle  de  tous  les  autres  ;&  l’on  fuppofera  premierert\entque 
le  coëficient  du  fécond  terme  eftle  plus  grand,  enfuite  que 
c’eft  le  coëficient  du  rroifiéme,  & ainfi  de  fuite,  afin  qu’on 
puiflb  voir  tous  les  cas  dans  un  fcul  exemple. 

Soit  l’équation  x'  — nxx — px — q = o,  qu’il  faut  trans- 
former en  une  autre,  dont  tous  les  termes  ayent  alternati- 
vement & — . 

i°.  Soit  — n le  plus  grand  coëficient  négatif;  l’ayant  rendu 
pofinf,  & augmenté  de  l’unité , l’on  aura  «•+- 1.  On  regarde 
comme  une  feule  grandeur,  &:  c’eft  ce  qu’on  marque 
par  la  ligne  qui  eft  fur  a-+-  i.  Il  faut  fuppofer  n -r  i — y= x, 
îc  par  la  fubftitution , on  trouvera  la  transformée  fuivante, 
*’  = »-+-!*  — jxo-n’y  + jx(i  + iyy — / 

— nxx  — — n + i’  +iB)OH-iy  — n y ) y 

— px  — — pxn-o-i  p * y 

~q  — — q 

i".  Soit  — p le  plus  grand  coëficient  négatif;  ainfi  il  faut 
fuppofer  p 1 — y = x y & par  la  fubftitution  on  trouvera 
la  transformée  fuivante  , - 

X ’ = p-t-l'  ,}Kp-i-lXy  -Or  J X p Or  l yy  y 

— - nxx  = — n x pa- 1 1 znx  p~i-i  y *—  » x yy 

— px  = — pxp~ t-i  -*-pxy 

— q = — q 

y.  Soit  — q le  plu*  grand  coëficient  négatif;  il  faut  fup- 
pofer <7-+-  1 — y = x , & par  la  fubftitution  on  trouvera  U 
transformée  luivantc , 

x5  = — 3 * •+-  5 *T+'yy  —f 

— nxx = — n x f-r-i1  m x q-r  ly  — n>  yy 

• — px  — — px  q-r- 1 p x y 

Il  faut  démontrer  que  dans  les  Trois  fuppoficions  prcce- 


Digitized  by  Google 


X ’ % 

Livre  III. 

dentes,  les  termes  de  la  transformée  ont  alternativement  -+• 
&c  — ; il  fuffira  de  le  démontrer  dans  la  feule  première  fup- 
pofition , où  — n eft  fnppofé  le  plus  grand  coëficient  néga- 
tif, la  même  démonftration  pouvant  aifément  être  appliquée 
aux  deux  autres. 

Dcmtmflration  du  cinquième  Problème. 

Il  eft  évident  que  tous  les  termes  de  la  plus  haute  puiflance 
de  n 1 — ont  alternativement  -+-  Sc  — . C’cft  la  même 

chofe  des  autres  puiflances  de  «-+- 1 — y ; mais  il  fiiffit  de 
faire  attention  aux  termes  de  la  plus  haute  puiflance. 

Il  eft  de  même  évident  que  chaque  terme  de  la  plus  haute 
puiflance  de  1 — y , fait  une  partie  du  terme  correfpon- 

dant  de  la  transformée  ; c’eft  à dire  le  terme  tout  connu  de 
la  pl  us  haute  puiflance  de  n 1 — y}  fait  une  partie  du  terme 
tout  connu  de  la  transformée;  le  terme  de  la  plus  haute 
puiflance  de  « ■+■  i — y,  qui  contient^  linéaire , fait  une  par- 
tie du  terme  de  la  transformée,  où  y eft  linéaire;  & ainft 
des  autres.  Or  chaque  terme  de  la  plus  haute  puiflance  de 
n -t- 1 — y,  eft  lui  feul  plus  grand  que  les  autres  grandeurs 
dit  même  terme  de  la  transformée , qui  pourroient  avoir 
des  Agnes  contraires  à fon  Agne  , comme  on  le  va  démon- 
trer. Par  confêquent  chaque  terme  de  la  transformée  a le 
même  Agne  que  le  ccrme  de  la  plus  haute  puiflance  de  77-*- 1 
— y,  qui  fe  trouve  dans  ce  même  terme  de  la  transformée. 

Car,  1°,  dans  le  terme  tout  connu  de  la  transformée,  w 1 * 
furpaflè  les  autres  grandeurs  qui  ont  un  Agne  contraire  dans 
le  même  terme;  ce  qu’on  verra  clairement  en  remarquant 
que  = xj  + i‘;  d’où  ôtant  — ; n x n-^x 1 , il  eft 
évident  que  le  refte  ne  fçauroit  être  moindre  que  -+-  »+il 
=77-1-1  x m -h  i ; d’où  ôtant — p x »-*- 1 , le  refte  ne  fçauroit 
être  moindre  que  -4-n+l,  puifque  p eft  fuppofé  moindre 
que  77  j ôtant  de  ce  refte  pofltif  la  grandeur  — q,  qui  eft 
moindre  que  77,  il  eft  évident  qu’il  y aura  un  refte  pofltif. 

i°.  Dans  le  terme  fuivant,  on  verra  de  même  que  — 3 
x 77  -+- 1 1 y,  furpaflè  les  autres  grandeurs -+-  zn  x 71  -+-  îy  -t -p  x y, 
qui  ont  des  Agnes  contraires , en  concevant  — 3 x n-t-  iL y 
= — 3 x 77-t-i  x n-riy  i car  en  ôtant  -t~in  x n-t-iy  de — 3 
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y n- h*  n-t-i  y,  il  eft  clair  que  le  relie  ne  fçauroic  être 
moindre  que  — n-+-iy , d’où  ôtant  -+-  p x y y il  doit  relier 
une  grandeur  négative , p étant  fuppofé  moindre  que  n. 

j°.  Il  efl  évident  que  dans  le  terme  fuivant,-*-5  x n+lyy 
furpaflê  — n x yy;  Donc  chaque  terme  delà  plus  haute  puifi 
Tance  de  n-t- 1 — y,  lürpaflè  les  autres  grandeurs  du  même 
terme  de  la  transformée,  qui  ont  des  lignes  contraires  -,  ainlî 
les  termes  de  la  transformée  ont  les  mêmes  lignes  qu’onc 
les  termes  de  la  plus  haute  puiflànce  de  n-t-i  — y > par  con- 
Tequent  tous  les  termes  de  la  plus  haute  puiflànce  de  »-+-i 
— y,  ayant  alternativement  ■+■  8c  — , tous  les  termes  de  la 
transformée  ont  les  mêmes  lignes  alternatifs  •+•  & — . Ce 
qu’il  faloit  démontrer. 

Il  eft  évident  que  ce  fera  la  même  démonllration,  fi  — p 
efk  le  plus  grand  coüficient  négatif,  ou  fi  c’ell — q > & qu’elle 
peut  de  plus  s’appliquer  aux  équations  de  tous  les  degrés. 

Corollaires. 

I.  

Il  eft  clair  que  tous  les  termes  de  chaque  puiflànce  de  »-*-i 
— y , ayant  alternativement  -4-  & — , les  cocficients  pofitifs 
qui  les  multiplient,  ne  changent  point  cette  alternative  dans 
les  termes  de  la  transformée,  il  n’y  a que  les  négatifs  ; ainlî 
les  ayant  fuppofés  tous  négatifs , la  démonllration  convient 
à tous  les  cas. 

I I. 

46.  Dans  la  lùppofition  de  a+i  — y = x , la  lübftirution 
de  n + i — y , à la  place  de  x dans  la  propolee,  change  tou- 

*40.  tes  les  racines  delà  propoféej*  les  négatives  deviennent  po- 
fitivesdans  la  tfansformée,  Sc  elfes  lont  même  augmentées 
chacune  de  la  grandeur  w -1- 1 ; les  polîtives  de  la  propofée 
deviennent  négatives  dans  la  transformée  , mais  elles  font 
diminuées  delà  grandeur  pofitive  a -4-1,  & elles  en  font 
tellement  diminuées,  qu’il  y a du  furplus  poficif  fur  chacune, 
qui  les  rend  encore  polîtives  dans  la  transformée  ; puifque 
toutes  les  racines  en  font  poficives , tous  les  termes  ayant 
alternativement  -h  Sc  — . 

III. 

47.  D’où  il  fuit,  que  puifqu’il  y a du  lûrplus  du  plus  grand 

cocncient 
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coefficient  négatif  augmente  de  l’unité  lur  chaque  racine 
pofitive  de  la  propofée , il  faut  que  le  plus  grand  coéficient 
négatif  delà  propofee,  rendu  pofitifôc  augmenté  de  l’unitc, 
lurpafle  toutes  les  racines  pofitives  de  la  propofee. 

I V. 

48.  Si  on  vouloit  trouver  une  grandeur  qui  furpaflàt  auflî  tou- 
tes  les  racines  négatives  de  la  propofee,  il  n’y  aurait  qu’à 
changer  les  lignes  de  tous  les  termes  pairs,  du  fécond  , du 
quatnéme,  Sec.  Se  alors  toutes  les  racines  négarives  étant 
devenues  pofitives  par  ce  changement , le  plus  grand  coéfi- 
cient négatif  de  l’équation  ainfi  changée,etant  rendu  pofitifj 
& augmenté  de  l'unité , furpafleroit  toutes  les  racines  pofi- 
tives de  l’équation  changée , c’eft  à dire  toutes  les  racines 
négatives  de  la  propofee. 

Si  le  premier  terme  d’une  équation  avoit  un  coéficient 
diffèrent  de  l’unité , comme  zx*  — îxx  3*  -t-  6 = o,  il 
faudrait  divifer  le  plus  grand  coéficient  négatif — z,  rendu 
pofitif  -4- z , par  le  coéficient  du  premier  terme  qui  eft  1 , Sc 
ajouter  l’unité  au  quotient  i,’ce  qui  fait  1,  8c  fiippolcr  z — y 
= x.  Il  faudrait  enfuite  fubftitucr  z — y,  8c  les  puiiîânces 
de  1 — y , à la  place  de  x8c  des  puiflances  de  x,  dans  la  pro- 
pofée,  & I on  aurait  la  transformée  ly ' — loyy  \ <)y  — zo 

= o , dont  les  termes  ont  alternativement  •+•  8c  — . 

La  démonftrarion  eft  la  meme  que  la  précédente  ; car 
fuppofànt  que  la  propofëe  eft  ax'  — nxx  — px  — q = o , 8c 
que  n,  par  exemple,  eft  le  plus  grand  coéficient  négatif,  il 
faut  fuppofer  ; -+- 1 — y = x,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  ' 
EE1 — y = x;  8c  fubftituant  — y à la  place  de  x dans 

la  propofée,  on  trouvera  la  transformée  fuivante , 

rfx’  = -t-  ~ ni-a  xyy  — af 

— »xx  — — -s-  •+-  '-r-y  nyy  \ -> 

— px  — — r*"^ï+py 

— q — —q  , . 

8c  l’on  démontrera  , comme  l’on  a fait  ci  - deffùs , que  les 

termes  de  cette  transformée  ont  alternativement  ■+■  6C  —, 

• * 1 

N 
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PROBLÈME  VI. 


49*  TRANSFORMER  une  équation  en  une  autre  qui  ait  ces 
deux  conditions  > v°,  que  le  coéficient  du  troi fiente  terme  furpaffe  le 
quarrè  de  la  moitié  du  coéficient  du  fécond  terme.  20.  Que  tous 
les  termes  ayent  alternativement  s-  & — . 

M-  Descaute  s lé  fert  de  ce  Problème  pour  préparer 
une  équation  du  fixiéme  degré  à être  conftruite  par  la  Géo- 
métrie. 

Soit  l’équation  propolee  xs  — nx'  — px*  qx'  — rxx 
+—  sx  — t — o. 

Pour  trouver  par  Analylè  la  grandeur  propre  à former  la 
transformée  qu’on  cherche,  loic  cette  grandeur  égale  à 
lindeterminée 

11  faut  lùppolér  2^ — y = x,  & fubftituer  dans  la  propo- 
lee , ^ — y & les  puiflànces,  à la  place  de  x & de  fes  ptiif. 
Rances,  & l’on  trouvera  la  transformée  fuivante  , 


= {f  — -4- 
— =^s  — nz 1 «4-  — 10 nz'yy  •+■  io nzzy1  — 5 nzy*  Hr 


x ’ 

• 

‘P** 

- qx*  : 

- rxx  : 

• SX  : 


,—fz.*  -b  +Pl< y — -4- 

z-<iV-*- 5?«r  — •+•  îr' 

: — r^-+-  try  — rjÿ 
: « -+■  ^ 


— #♦ 


Il  faut  prendre  la  moitié  du  coéficient  du  fécond  terme 
de  cette  transformée } cette  moitié  eft  — 3^-*-  { n i & ôter 
le  quarré  de  cette  moitié,  qui  eft  92^ — 327^-4- -jWî  du  coéfi- 
cient du  troifiéme  terme , qui  eft  -t- 15^ — 5 — pi  & l’on 
aura  le  refte  -4-  — i nn  — p -•  afin  que  ce  reftç 

foit  pofitif,  il  faut  que  -t-  6^  furpafte  — — £ nn  — p. 

Pour  trouver  la  valeur  de  2^  qui  lôit  telle  que  -t-  62&lùr- 
pafte — 1»2^ — \nn  — p,  il  faut  auparavant  trouver  une 
valeur  de  2^  qui  lôit  telle,  que  -+-  6^  foit  égale  à ins^-+-~nn 
p,  en  feignant  cette  équation  ■+•  6^=  in^-s-  \nn-s-p, 
qui  donne  62^ — i»2^==  * nn-s-p . Divilant  chaque  membre 
par  6,  l’on  aura  2^ — ] n^f=-f^nn  ~b\p.  Ajoutant  à chaque 
membre  m , qui  eft  le  quarré  de  la  moitié  du  coéficient, 

a du  fécond  terme , l'on  aura  2^  — \ nx^  -t-  nn  — nn. 

•+;  -J  />>çiont  le  1"  membre  eft  un  quarré  qui  a pour  là  racine 
— -jni  ainfi  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  t 
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on  aura  | n =/ fi  nn  -+-  j p,  Sc  par  tranfpofition  i^=-‘  M 
h-  V jj  nn  -*-  l p y ce  qui  fait  voir  qu’en  fûppofant  | n 
h-  ffr  nn  ‘ f , l'on  auroit  6g&j=  xnx^-r-  ~nn-r-  p. 

Ainfi  en  prenant  ^ plus  grande  que  ~ n -♦-  •+~Ï~P> 

le  refte  du  coéfîcient  du  troifiéme  terme  de  la  transformée, 
après  en  avoir  ôté  le  quarré  de  la  moitié  du  coéfîcient  du 
fécond  terme  , fera  pofitif  5 lequel  refte  cft  marqué  dans  la 
transformée  par  -t-  és£_ — ms^ — { nn  — p.  L’on  a donc 
déjà  accompli  une  des  conditions  du  Problème. 

Pour  accomplir  l'autre , il  faut , fi  la  valeur  de  ^ qu’on 
vient  de  trouver , ne  furpafiè  pas  le  plus  grand  coéficienc 
négatif  de  la  propofée  au  moins  d’une  unité  , augmenter 
cetre  valeur  jufqu’à  ce  que  cela  arrive  : ce  qui  eft  poflible. 

Enfuite  après  avoir  mis  dans  ^ — y = x , la  valeur  de  ^ 
plus  grande , i°,  que  \ n -*-V  jx  nn-*-{p‘>  i°,  plus  grande  au 
moins  d’une  unité  que  le  plus  grand  coéfîcient  négatif  de  k 
propofée,  il  faut  fiibftitucr  cette  valeur  moins  y,  à la  place 
de  x dans  la  propofée  * & l’on  trouvera  une  transformée, 
dont,  i°,  le  coéficientdu  troifiéme  terme  furpafiè ra  le  quarré 
de  la  moitié  du  coéfîcient  du  fécond  terme } i°,  dont  les 
termes  auront  alternativement  -+-& — .Ce  qui  étoit  propofé. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y dans  la  transfor- 
mée, en  la  fubftituant  dans  ^ — y = x-,  comme  aufli  la  va- 
leur de  on  aura  la  valeur  de  l’inconnue  x > c’eft  à dire  on 
aura  une  racine  de  la  propofée. 

PROBLEME  VIL 

. L ORS  Q_JJ  E le  premier  terme  d'ane  équation  compofée  a un 
coéfîcient  different  de  î unité , la  tram  former  en  une  autre  dont  le 
premier  terme  n' ait  que  l'unité  pour  coéfîcient. 

Par.  exemple  , transformer  l’équation  ad  — nxx  •+■  px 
— q = o , dont  le  premier  terme  a le  coéfîcient  a , en  une 
autre  dont  le  premier  terme  n’ait  que  l’unité  pour  coéfîcient. 

i°.  11  faut  fiippofer  l’inconnue  x de  la  propofee, égale  à une 
autre  inconnue  y,  divifee  par  le  cocncient  a du  premier 
terme  de  la  propofée  > & l’on  aura  x = £ a°.  Il  faut  fub- 
ftituer. } Sc  les  puiflànces , dans  la  propofee , à la  place  de  x 
& de  fês  puiflànces  * & l’on  aura  la  transformée 

N ij 
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— q~  o.  3°.  Il  faut  ôter  les  fraélions  de  cette  trans- 
formée , 8c  divifer  tous  les  termes  par  a ; 8c  l’on  aura  la 
transformée  y 1 — tyy  = o , dont  le  premier 

terme  n’a  pas  d’autre  coéhcicnt  que  l’unité  , fie  qui  eft  la 
transformée  qu’on  cherche. 

Si  l’on  trouve  la  valeur  de  y dans  la  transformée  , en  la 
fubftituant  dans  x — / , on  aura  la  valeur  de  l’inconnue  x 
de  la  propofée. 

Abrège. 

X l fuffit , dans  la  pratique , de  changer  l’inconnue  x de  la 
propofée  en  une  autre  y , d’ôter  le  coéficient  a du  premier 
terme,  8c  de  multiplier  le  troifiéme  terme  par  le  coéncient  ai 
le  quatrième  par  le  quarré  aa  de  ce  coéficient  -,  le  cinquiè- 
me terme  par  le  cube  a'1  de  ce  coéficient  -,  8c  ajnfi  de  fuite. 

PROBLEME  VIII. 

S ï-  Faire  en  forte  que  le  coéficient  de  quel  terme  on  voudra  £ une 
équation,  & mime , fi  Ion  veut,  le  dernier  terme , devienne  une 
grandeur  connue  j cejl  à dire  , transformer  i équation  en  une  autre 
où  cela  fe  trouve. 

P o u r le  chercher  par  Analyfe,  foie  la  grandeur  connue  a , 
foit  l’indéterminée  qui  reprefente  la  quantité  propre  à 
faire  en  forte  que  le  coéfkient  de  quel  terme  on  voudra 
d’une  équation,  devienne  égal  à a j 8c  foit  l’équation  propo- 
fée x ’ — nxx  -+-  px  — q =.  o. 

On  fuppofêra  x — ~ i on  fubftituera  * à la  place  de  x, 
dans  la  propofée  j 8c  l’on  aura  la  transformée  y * — nzyy 
— ?<  = o. 

Si  c’eft  le  coéficient  du  lëcond  terme  qu’on  veille  rendre 
égal  à a , on  fùppoféra  n^=  a ; ce  qui  donnera 

Si  c’eft  le  coéncient  du  troifiéme. terme  qu’on  veille  ren- 
dre égal  à a , on  fuppofèra  a i ce  qui  donnera  s^= V y . 

Si  c’eft  le  dernier  terme , on  fuppofêra  q*l  = a * ce  qui 
donnera 

On  changera  l'inconnue  x de  la  propofée  en  y , 8c  on 
multipliera  le  fécond  terme  de  la  propofée  par  la  valeur 
de  le  troifiéme  par  le  quarré  de  cette  valeur } le  qua- 
trième par  le  cube  de  cette  valeur,  &c.  8c  l’on  aura  la  trans- 
formée qu’on  cherche.  Ou  bien  on  fubftituera  la  valeur  de  ^ 
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dans  x = & la  fubftirution  de  cette  valeur  de  x dans  la 

propofée,  à la  place  de  x,  donnera  la  transformée  qu’on 
cherche.  Ou  bien  enfin  on  fubftituera  la  valeur  de  s^dans 
la  transformée  indéterminée  y — nzyy  -+-  p: 

& l’on  aura  la  transformée  qu’on  demande. 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y dans  la  transformée, 
en  la  fubfticuant  dans  x = comme  aufli  la  valeur  de  jç., 
l'on  aura  la  valeur  de  x. 

PROBLEME  IX. 

Jl*  F A IRE  en  forte  dans  les  équations  numériques , que  les  ccefi- 
cients  des  termes  fient  dtvifibles  far  tel  nombre  qu'on  voudra  ; ce 
qui  eft  quelquefois  commode  pour  faciliter  le  calcul  des  racines. 

X l faut  multiplier  par  la  méthode  de  la  quatrième  trans- 
formation, chaque  racine  de  l’équation  propofée,  par  le 
nombre , ou  par  le  produit  des  nombres  par  lefquels  on 
veut  que  les  coéficients  de  l’équation  fe  puiflènt  divifer  -,  Sc 
on  trouvera  la  transformée  qu’on  cherche. 

Par  exemple , fi  l’on  propofè  de  faire  en  forte  que  le 
coéficicnr  du  troifiéme  terme  de  x 1 — 14*  — îî  — 0 > de- 
vienne divifible  par  1,  fie  le  dernier  terme  par  3,  on  multi- 
pliera chaque  racine  de  la  propofée  par  6>  produit  de  1 par  3 -, 
c’eft  à dire  , après  avoir  changé  x en  y , on  multipliera  le 
troifiéme  terme  par  3 6,  quarre  de  6 ; le  quatrième  par  116, 
cube  de  6 -,  8c  l’on  aura  la  transformée  y — 3047  — 1188» 
0,  qui  a les  conditions  qu’on  demande. 

PROBLÈME  X. 

5 b O y ER  toutes  les  fractions  et  une  équation , dont  le  premier  terme 
n'a  par  d'autre  déficient  que  I unité , de  maniéré  que  le  premier 
terme  de  la  transformée  n ait  pas  aufii  cF  autre  déficient  que  F uni  té. 

Il  faut  multiplier  toutes  les  racines  de  la  propofée  par  le 
dénominateur  de  la  fraélion,  s’il  n’y  en  a qu’une , ou  par  le 
produit  de  tous  les  dénominateurs  des  fraâions,  s’il  y en  a 
plufieurs  j fie  l’on  aura  la  transformée  qu’on  demande. 

Par  exemple , pogr  ôter  les  fractions  de  x'  — ’ xx  If 
— 1 ■=>  o,  on  prendra  le  produit  abc  de  tous  les  dénomina- 

N iij 
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teurs  des  fractions,  & on  fuppofèra  x = £ 5 on  fubftitueri. 
ff-  dans  la  propofce , à la  place  de  x ; & après  avoir  ôté  les 
fractions,  on  trouvera  la  transformée  y — bcnyy  aabccpy 
— a'b  ccq  — o,  qui  n’a  point  de  fractions,  & dont  le  premier 
terme  rfa  pas  d’autre  coéficient  que  l’unité. 

Quand  on  connoîtrala  valeur  de/,  en  la  fubftituant  dans 
x = à la  place  de/,  on  aura  la  valeur  de  x. 


PROBLEME  XL 

5 4*  LoRS  QfO’lL  y a des  incommenfurable  S dans  les  coeficientt 
des  termes  d’une  équation , comme  dans  x*  — xxVn  -t-px  — qvfil 
o , les  ôter  dans  plufieurs  cas. 


Il  faut  multiplier  les  racines  de  la  propofée  par  la  gran- 
deur incommenfurable  Vny  en  fuppofant  x = &t  fubfti- 
tuant  enfuite  dans  la  propolèe  Ar,  à la  place  de  x , on  trou- 
vera la  transformée/1  — nyy  -h  npy  — nnq  = o,  qui  n’a  plus 
d’incommenfurables. 

De  même  pour  ôter  les  incommcnfurablesde  x 4 — xlfnn 
fxxy/n  — qx- 1-  y-  — o,  il  faut  mutiplier  les  racines  par 

}jn , en  fuppofant  x — fj-  > & fubftituant  dans  la  propo- 
fce , à la  place  de  x , on  trouvera  la  transformée  y 4 — 

_j-  npyy  — nqy  -4-  nr  = o,  qui  n’a  plus  d’incommenfurables. 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y dans  la  transformée, 
on  trouvera  la  valeur  de  x,  en  fubiticuant  la  valeur  de/ 

dans*  = > dans  le  premier  exemple  j & dans  x = fr 

v» 

dans  le  fécond  exemple. 


Remarque  où  F on  diflinyte  les  cas  dans  lefquels  on  peut  bter 
les  incommenfurables  par  cette  méthode. 

«!«•  O»  a vu* que  pour  multiplier  les  racines  d’une  équation 
flrmltim  Par  une  grandeur  donnée,  qu’on  (uppolè  dans  ce  Problème 
être  une  incommenfurable,  il  faloit  multiplier  le  iècond 
terme  par  l’incommenfurable  donnée  ; le  troifiéme  par  fon 
qnarré  5 le  quatrième  par  fa  troificme  puiftance  -,  & ainfi  de 
fuite. 
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D’où  il  fuit  que  pour  ôter  l’incommenfurable  Vu  de  l’équa- 
tion , il  faut  que  Vn  Ce  trouve  au  fécond,  quatrième,  fixiémc 
terme  de  la  propofée,  6c  que  Vn  ne  fè  trouve  point  dans  les 
autres  termes. 

Pour  ôter  l'incommenfurable  Vn,  il  faut  que  IJnn,  qui  eft 
le  quarré  de  fe  trouve  au  fécond  terme  de  la  propofée  ; 
que  Vn  fe  trouve  au  troifiéme  terme;  qu’il  n’y  ait  point  d’in- 
commenfurable  au  quatrième  terme  ; que  Vnn  fe  trouve  au 
cinquième  refîne,  Vn  au  fixiéme  ; 6c  qu’il  n’y  ait  point  d’in- 
■ commenfurable  au  feptiéme  terme;  6c  ainfi  de  fuite. 

D’où  il  eft  facile  de  juger  comment  les  autres  incommen- 
furables  Vn,  Vn>  &c-  doivent  être  diftribuées  dans  les  ter- 
mes d’une  équation,  afin  qu’on  les  puiilé  ôter  par  cette  mé- 
thode. 

PROBLEME  XII. 

5 S-  F air  E évanouir  le  pénultième  terme  d'une  équation  x4  -t-  pxx 
— qx  r = o,  dam  laquelle  le  fécond  terme  eft  évanoui. 

I l faut  fuppo/êr  x = } , & fubftituer  ÿ dans  la  propofee, 
à la  place  de  x > 6c  après  avoir  ôté  les  fraèlions,  6c  divifé  les 
termes  par  r,  on  aura  la  transformée  y'  — qy > -t- pryy  r1. 
= o,  où  le  pénultième  terme  eft  évanoui. 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y dans  la  transfor- 
mée, on  aura  la  valeur  de  x , en  mettant  la  valeur  dey  dans 
* = /• 

R E M A R Q_JJ  E. 

O N peut  mettre  dans  l’équation  fuppofée  x — telle 
grandeur  connue  qu’on  voudra,  à la  place  de  ri  mais  alors 
le  premier  terme  de  la  transformée  aura  un  coéficient , ou 
bien  la  transformée  aura  des  fraétions  : Mais  en  mettant  le 
dernier  terme  tout  connu  r dans  x — y , la  transformée 
n’aura  pas  de  fraftions,  6c  le  premier  terme  n’aura  pas  d’au- 
tre coéficient  que  l’unité. 

On  peut  par  la  même  méthode  , quand  ce  n’eft  pas  le 
fécond  terme  qui  manque  dans  la  propofée,  mais  le  troifié- 
me , ou  le  quatrième,  êcc.  faire  en  forte  que  le  terme  égale- 
ment éloigne  du  dernier  terme , manque  dans  la  transfor- 
mée. 


Digitized  by  Google 


104  Analyse  démontré' e. 

Enfin  quand  le  pénultième  terme  manque  dans  la  pro- 
pofée,  on  peut  par  la  même  méthode,  faire  en  forte  que  le 
iècond  terme  foit  évanoui  dans  la  transformée. 

Les  exemples  en  font  faciles  à faire , fans  qu'il  foit  necef 
faire  d’en  prolonger  ce  Traité. 


ANALYSE 
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ANALYSE  COMPOSÉE, 

O U 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  le  réduilént  à des  équations 
compofées. 

livre  iv. 

Où  Ion  explique  la  réfolution  des  équations  en 
general  y cefî  a dire  de  tous  les  degre's , lorjque 
leurs  racines  font  comme  nfurable  s ; la  maniéré 
de  réduire  les  équations  compofées  au  plus 
fmple  degré j & ce  qui  regarde  les  équations 
qui  ont  des  racines  égales. 


SECTION  I. 

0»  / on  explique  la  réfolution  des  équations  en  general t 
lorjque  leurs  racines  font  commenfurables. 

PROBLEME  I. 

Tr0  V y ER  les  racines  commenfurables  dune  équation  coin u 
fofie  numérique  ou  littérale , de  quelque  degré  qu’elle  puiffe  être , 
dont  zéro  efl  le  fécond  membre , lorfque  fon  premier  terme  n’a  pas 
et  autre  coéficient  que  l’unité  ; qu’il  n’y  a dans  fes  termes  ni  frac - 
fions , ni  incommcnfurables  i de  que  tous  les  termes  font  homogenei 
lorfque  l’équation  tfi  littérale. 

Mjethode  generale. 

I°.TL  faut  trouver  tous  les  diviiêurs  du  dernier  terme,  dont 
JLl’unite  & le  dernier  terme  lui-même,  font  toujours  du 
nombre , & écrire  tous  ces  divilêurs  de  fuite  & par  ordre, 
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c’cft  à dire,  les  plus  fimples  les  premiers.  i°.  Il  faut  divifèr 
l’cquation  propofée  fucceflivement  par  l’inconnue  linéaire 
de  l’équation  moins  chacun  de  ces  divifeurs  du  dernier 
terme, en  commençant  par  les  plus  (Impies,  fuppofé  qu’on 
connoifle  par  les  (ignés  qu’il  y a des  racines  pofitives  dans 
l’équation.  Il  faut  enfuite  ladivilèr  fucceflivement  par  l’in- 
connue linéaire  plus  chacun  des  divilèurs  du  dernier  terme, 
-en  allant  par  ordre  des  plus  (impies  aux  plus  compofés , fup- 
pofé qu’on  connoifle  par  les  (ignés  qu’il  y a des  racines  néga- 
tives dans  l’équation.  Le  premier  des  divilèurs  par  lequel 
* xC.  l’équation  fera  divifée  fans  refte , * contiendra  une  des  raci- 
nes qu’on  cherche,  qui  fera  pofitive,  fi  dans  le  divifeur  elle 
eft  jointe  à l’inconnue  par  le  (igné  — ; 6c  négative,  fi  c’eft 
par  le  ligne  •+*.  30.  Après  avoir  trouvé  une  racine  de  l’équa- 
tion , on  continuera  d'operer  de  la  même  maniéré  fur  le 
quotient  qu’on  aura  trouvé , & fi  on  trouve  une  (èconde 
racine  ; on  opérera  de  la  même  maniéré  fur  le  nouveau  quo- 
tient ; ce  que  l'on  continuera  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  tou- 
tes les  racines  de  l’équation  : 6c  on  les  trouvera  toutes  par 
cette  méthode , fi  elles  font  toutes  commenfurables. 

Exemple  I. 

"P  o u b.  trouver  les  racines  de  l’équation  x%  — 3jr.11:  — jox 
14  = o,  i°,  il  faut  chercher  tous  les  divifeurs  du  dernier 
tjerme , 6c  l’on  trouvera  1,  z,  3,  4, 6, 8,  iz,  14.  a".  11  faut  faire 
les  équations  fimples  x — 1 = 0,  x — 1 — o,  x — 3=0, 
x— 4 = 0,  x—6  — 0,  x — 8=0,  * — 11  = 0,  x — 24 
= o,  dont  les  racines  font  pofitives,  6c  contiennent  de  fuite 
tous  les  divilèurs  du  dernier  terme.  Il  faut  faire  de  même 
‘les  équations  fimples  * -*- 1 = o,  x *+•  z = o,  jf  -i-  3 = o,  6cc. 
-dont  les  racines  (ont  négatives , 6c  contiennent  les  mêmes 
divilèurs. 

■S’il  n'y  avoit  que  des  racines  pofitives,  les  premières  équa- 
tions fimples  niffiroient  ; & les  dernieres  fuffiroient  s’il  n’y 
en  avoit  que  de  négatives  : mais  il  faut  Ce  lèrvir  des  unes  Se 
des  autres,  les  lignes  des  termesde  l’équation  propofée  fai- 
sant voir  qu’eUp  cgjjtient  des  racines  pofitives  & négatives. 

11  faut  enfuite  divilèr  l’équation  propofée  par  x — 1 = o> 
& comme  l’on  trouve  un  refte,  & que  la  divilion  n’eft  pas 
exade , on  eft  alluré  que  x — 1 = o ne  contient  pas  une 
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racine  pofitive  de  la  propofee , c’eft  à dire  que  h-  r n’eft  pas 
* une  racine  de  la  propoiée. 

Il  faut  la  diviler  par  x -*• 1 = o ; & comme  l'on  trouve 
un  relie  5 x •+■  1 = o ne  contient  pas  une  racine  négative 
de  l’équation.  Les  deux  diviléurs  x — 1 = 0,  x-t-i  = o 
n’ayant  pas  fait  trouver  de  racines,  il  faut  lé  lérvir  par  ordre 
des  fuivans  , en  commençant  par  x — j.  — o : mais  l’on 
trouve  que  la  propoiée  Ce  divife  exactement  par  x — x =o, 
& le  quotient  eft  xx  — ix  — ix  = o.  Cela  fait  voir  que 
x — x = o contient  une  racine  pofitive , qui  eft  ■+■  2,  de 
l’équation  propoiée. 

30.  Il  ne  faut  plus  diviler  la  propofce , mais  lèulement  le 
quotient  xx  — ix  — 11  = o,  non  par  les  divifeurs  x — r 
= 0,  x ■+■  1 = o,  qui  ont  donné  des  relies,  ( car  s’ils  étoient 
des  diviléurs  exacts  de  ce  quotient,  ils  le  feroient  auffi  de  la 
propofée,)  mais  par  les  diviléurs  x — 1 = 0,  x x = 0 * 
& les  autres  fuivans  * & l’on  trouve  qu’en  le  divifant  par 
x — 1 = 0 , parx-*-x  = o,  par  x — 3 = o,ilyadçsL 
relies  * mais  qu’il  lé  divilé  exactement  par  x 3 = o , & le 
quotient  eft  x — 4 = 05  ainfi  x-t-3  = o,  & x — 4 = 0, 
contiennent  les  deux  autres  racines  de  la  propoiée,  qui  font 
la  négative  — 3 , & la  pofitive  ■+•  4.  Et  l’équation  eft  refo- 
lue  j les  trois  racines  font  •+•  2,  — 3,  ■+•  4. 

Exemple  II. 

Pour,  trouver  les  racines  de  l’équation  x’  — yxx •+•  xxx 

— 8=0: 

i°.  Il  faut  chercher  tous  les  diviléurs  du  dernier  terme , 
qui  font  1,  x,  4,  8. 

x°.  Il  faut  faire  les  léules  équations  fimples  x — 1 = 0, 
x — x = o,  x — 4 = 0,  x — 8 = 05  parceque les  lignes 
alternatifs  & — de  la  propoiée,  font  voir  que  toutes  lés 
racines  font  pofitives. 

Il  faut  diviler  la  propofée  lûccellivement  par  ces  équations 
fimples,  & l’on  trouve  que  x — 1 = 0,  x — x = o,  don- 
nent des  relies  j mais  que  la  divifion  fe  fait  exactement  par 
x — 4 = o j & le  quotient  eft  xx  — jx  -+-  x = o.  Cela  fait, 
voir  que  4 eft  une  racine  de  la  propolee. 

30.  Il  faut  diviler  le  quotient  non  par  x — 1=0,  x — x ■=•  o, , 
qui  ont  donné  des  relies , mais  par  x — 4 ==  o,  x — 8 = o, 

°ij 
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6c  la  divifion  ne  pouvant  fe  faire  exactement , le  quotient 
ou  l'équation  xx — jx-+-  x = o,  n'a  pas  de  racines  com- 
menfurables. 

Si  l’on  veut  avoir  la  réfolution  entière  de  la  propofée  x’ 
— 9xx  xxx  — 8 = o,  dont  on  connoît  déjà  une  des  ra- 
cines, qui  eft  -+-4,  on  cherchera  les  deux  autres  en  refol- 
vant  1 équation  xx. — fx  -+• 1 ==o,  qui  eft  du  fécond  degré. 
Il  faut  faire  paflèr  le  dernier  terme  dans  le  fécond  membre, 
& l’on  aura  xx — jx  — — x 5 ajouter  ^ , qui  eft  le  quarré 

de  la  moitié  du  coéficient  du  fécond  terme,  à chaque  mem- 
bre, 6c  l’on  aura  xx—  5x  -+■ i = il . & enfin 
tirer  la  ratine  quarrée  de  chaque  membre , & l’on  aura  x 
~ i — v^2,  & par  tranfpofition  * = j + ou  x = 

-4-  \ V\ 7 ; & l’on  aura  encore  *=={—{✓  1 7 , en  divifant 
xx  — 5X  i = o,  par  x — [ — [V  i7  = o.  Ét  la  propofée 
léra  entièrement  rciblue. 


fi 


Exemple  III. 

P ou»,  trouver  les  racines  de  x'  — xaxx  — 3 aax  ■+■  Gaab— o 

— xbxx  -4-  4 abx  -+-  9,74c 

— 3rxx  -+-  Gacx 

i’.  Il  faut  chercher  tous  les  diviféurs  du  dernier  terme, 
qui  font  1 . 3 . a . aa  . }a . 3 aa . xb  3c  . Gb  ■+■  9c . xab  -+-  3 ac . 
Gab  -4-  9 ac . xaab  3 aac . Gaab  -+-  9 aac. 

a°.  Les  équations  fimples  qui  doivent  férvir  de  diviféurs 
pour  les  racines  pofitives , font  x — 1 = 0.  x — 3 = 0. 

r~  * = 0 . x — aa  = o . x — $a  — o,  ôcc.  Pour  les 
ïâc!nes  négatives  , x-t-i  = o.  x -1-  3 = o,  x ■+■  a = 9 . 
x ax  — o . x-t-3<*=o,  Sec. 

En  faifânt  la  divifion  de  la  propofée  par  x — 1 = o , 
*-*-1=0.  x — 3=0.  x-t-  3 = o . x — a — o,on 
trouve  des  reftes  : mais  divifant  la  propofée  par  x a = o , 
la  divifion  eft  exacte,  Sc  le  quotient  eft  xx  — yix  -+-  Gab  = 0 

— x bx  ■+■  yac 

. — }cx 

Ainfi  x *+-  a — 0 contient  une  racine  négative  de  la  propo- 
fée , qui  eft  — a . 

30.  Continuant  dedivifér  ce  quotient,  qui  ne  contient  que 
des  racines  pofitives,  comme  les  fignes  alternatifs  Sc  — 
le  font  voir,  par  les  féuls  diviféurs  des  racines  pofitives,  eq 
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paflànt  ceux  qui  ont  dcja  donné  des  relies,  on  trouve  que 
la  divifion  fe  fait  exa&cmenc  par  x — 34  = o , &:  que  le 
quotient  ell  x — 16  — $c  — o -,  ainfi  3^ , & rb  -+-  -$i 
font  les  deux  autres  racines  delà  propolee,  qui  font  pofiti- 
ves  : &c  la  propofée  ell  refolue. 

Ces  exemples  fuffilênt  pour  faire  concevoir  clairement 
la  méthode  du  premier  Problème,  dont  la  démonftration 
ell  évidente  par  la  formation  des  équations  compofées.  ' 

Corollaires. 


J7*  Lorsque  l’inconnue  n’ell  pas  linéaire  dans  le  pénultième 
terme,  mais  regardant  la  puillàncc  de  l’inconnue  qui  ell  dans 
ce  pénultième  terme  comme  linéaire,  les  autres  termes, 
excepté  le  dernier  , en  contiennent  les  puiflances  exaéles , 
comme  dans  l’équation  x‘  ■+■  aux''  — a'xx  — a*  =0. 

— icc  ■+•  é*  — la+cc 


— aac* 


Dans  ce  cas  il  ne  faut  pas  prendre  dans  les  équations  fimplej 
qui  doivent  être  les  divilêurs  de  la  propofée , l’inconnue  li- 
néaire, mais  la  puiüànce  de  l’inconnue  qui  ell  dans  le  penul. 
tiéme  terme. 

Dans  cet  exemple,  où  les  divilêurs  du  dernier  terme  fonc 
1 . a . aa  . aa-Y-cc , &c.  les  équations  lîmples  qui  doivent 
fervir  de  divilêurs  feront  xx  — 1 =0,  xx  — a — o,  x — aa 
= 0,  xx  — aa  — cc  = o , &c.  En  failânt  la  divifion  de  la 
propofée  par  xx  — aa  — cc  = o , on  trouve  qu’elle  lê  fait 
fans  relie  ; ainfi  aa  -y-cc  ell  une  racine  poficive  de  la  pro- 
pofoe , & le  quotient  x 4 ■+-  iaaxx  -t-  a'  = o , contient  les 
— cc  -v-  aacc 

deux  autres  racines  qui  font  incommenfurables. 

En  refoivant  ce  quotient,  qui  ell  une  équation  du  lêcond 
degré, on  trouvera  que  les  deux  autres  racines  font  {cc — aa 
•Y- {cVcc — ]iaa,  & {cc  — aa  — c Vcc — %aa. 


n. 

Au  lieu  de  faire  la  divifion  de  la  propolee  par  l’inconnue 
— ou  -+■  chacun  des  divilêurs  du  dernier  terme , on  peut 
fubllituer  fucccffivement  dans  la  propolee,  chacun  des  divi- 
lêurs du  dernfor  terme  & fes  puiflances,  à la  place  de  l’in- 
Connue  Scddfes  puiflances  s celui  des  divifeurs  dont  la  fubfti- 

0F  O üj 


Digitized  by  Google 


' no  Analyse  démontré' e. 
tucion  fera  que  tous  les  termes  fe  détruiront  par  les  lignes 

* jj.  contraires  , * fera  une  des  racines  de  l’équation  : Se  les 

divifeurs  dont  la  fubftitution  ne  fera  pas  détruire  tous  les 
termes  par  des  lignes  contraires , ne  feront  pas  les  racines  de 
l’équation  : ceux  de  cés  divifeurs  du  dernier  terme  qui  étant 
fubftitucz  dans  la  propofée  avec  le  ligne  feront  détruire 

* jj.  tous  les  termes  de  l'équation  ,*  feront  les  racines  polîtives  : 

ceux  qui  étant  fiibftituez  avec  le  ligne  — , feront  détruire 

*33-  tous  les  termes  de  la  propofée,*  feront  les  racines  négatives. 

En  fubftituant  par  ordre  dans  le  premier  exemple  x!  — jxx 
— lov  -h  24  = o,  les  divifeurs  du  dernier  terme  -t;  1 , -+■  1, 
h-  j,  Sec.  ou  — 1,  — ,1,  — J,  Sec.  on  trouve  que  la  fubftitu- 
tion  de  -h  1,  Se  de  — 1 , ne  fait  pas  détruire  les  termes  ; mais 
la  fubftitution  de  -+■  z à la  place  de  x,  donne  •-*-  8 — 11  — 20 
•+■  24,  dont  tous  les  termes  fe  détruifènt  ; ainfi  +ieft  une 
racine  pofitive  de  la  propofée. 

On  abailTera  enfuite  la  propofée , en  la  divilânt  par  x — 2, 
= o ; Se  l’on  trouvera  le  quotient  xx  — ix  — 11  = o,  qui 
contient  les  deux  autres  racines  de  la  propofée  $ & fubfti- 
tuant  dans  ce  quotient,  non  les  divifeurs  -+-1,  — 1,  qui  n’ont 
pas  fait  évanouir  tous  les  termes  de  la  propofée  , mais  les 
autres  -1-1,  — 2,  -t-  j,  — j,  Sec.  l’on  trouve  que  la  fubftitu- 
tion de  — 3 fait  détruire  tous  les  termes,  les  rendant  égaux 
â zéro , ainfi  — 3 eft  une  racine  négative  de  l’équation  pro. 
pofée. 

Divilânt  le  quotient  xx — ix — 11=  o,  par  x-t-  3 = 0, 
l’on  trouve  le  quotient  jufte  x — 4 = 0,  qui  fait  voir  que 
h-  4 eft  la  troifiéme  racine  de  la  propofee. 

La  démonftration  de  ce  Corollaire  eft  évidente  far  ?i. 

ni. 

Le  coéficient  du  fécond  terme  d’une  équation  compofée 
contenant  les  racines  de  l’cquation  , il  eft  évident  que  les 
divifeurs  du  dernier  terme,  qui  ont  plus  de  dimenfions  que 
le  coéficient  du  fécond  terme,  font  inutiles,  Sc  qu’ils  ne  peu- 
vent fervir  pour  former  les  équations  linéaires  qui  peuvent 
exa&ement  divifer  la  propofée  v ainfi  dans  le  troifiéme  exem- 
ple , où  le  coéficient  du  fécond  terme  eft  linéaire , les  divi- 
feurs du  dernier  terme  qui  ont  plus  d’une  dimenfion,  font 
inutiles , Se  ne  peuvent  être  les  racines  de  l’équation. 

Dans  les  équations  numériques,  s’il  y avoir  des  divifeurs 
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oui  furpaflâ fient  le  plus  grand  coéficient  négatif  augmente 
de  l’unité , ils  feraient  inutiles  pour  trouver  les  racines  poli- 
.cives  étant  plus  grands  que  les  racines  pofitivcs* 

’ IV. 

Lorfque  la  méthode  du  Problème  fait  trouver  quelques 
racines , mais  non  pas  toutes , il  eft  évident  que  1 équation 
contient  des  racines  commenfurables , qui  font  celles  que 
fait  trouver  la  méthode } & d’autres  incommenfurables  qui 
font  celles  qu’on  ne  peut  pas  trouver  par  U méthode:  fccii 
l’on  n'en  peut  trouver  aucune  par  le  Problème  , elles  font  ^ 
•toutes  incommenfurables.* 

V. 

II  y a des  cas  où  quand  même  l’équation  compofee  con- 
tiendrait des  incommenfurables,  on  ne  laifleroïc  pas  den 
trouver  les  racines  par  la  méthode  generale  ; il  faut  dans  ces 
cas  que  la  grandeur  incommenfurable  foit  un  divileur  exact 

du  dernier  rcrme  de  l’équation, ou  qu’elle  foitune  partie  d un 

•divifèur  ekad  du  dernier  terme,  comme  dans  cet  exemple  : 

x'  •+•  bxx  i bxVab-*-  }bb  ■+■  iM*  r_==° 

— xxVZbTJl  —GbbVab  + ibb 

La  grandeur  — 5 b+Vab  -+-  j Tb,  eft  un  divifeur  exad  du  der- 
nier  terme.  En  divifant  la  propofee  parx-t-j  b—VÏf+ïtb 
= o,  la  divifion  eft  exade,  & l’on  trouve  le  quotient  ax— - «•* 
M-  6bb =o}  ainfi  -3^  Jbb,  eft  une  racine  de  la 

propofée  , & le  quotient  contient  les  deux  autres  racines , 
qui  font  imaginaires , l’une  étant  £-*-v  $ùb~  Sc  1 autre 

b — V — 5 èb.  : 

V I. 

Lorfqu’une  équation  compofée  eft  le  produit  d’autres  équa- 
tions compofées  d’un  moindre  degré  que  la  propofée,  St  qu’il 
y en  a quelqu’une  parmi  ces  dernières  qui  n’a  que  le  premier 
& le  dernier  terme,  comme  xx  — aa  P,  & — °>  &c. 

Sc  que  ce  dernier  terme  — aa , ou  — a3  eft  une  grandeur 
commenfurable , on  peut  trouver  par  la  méthode  generale 
ces  équations  d’un  moindre  degré,  qui  n ont  que  le  premier 

&le  dernier  terme.  r ‘ 

Par  exemple  , on  veut  refbùdre  1 équation  x * — ibx 
— aaxx  zaabx  — 4 aabb  = 0,  Icsdivifeurs  du  dernier 
-t-4 bbxx 
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terme  font  i . a . b . ab . aa . bb . aab  . abb  . aabb . On  trouve 
qu'en  divilant  Ja  propolee  par  les  équations  x — i = o, 
x-*-  I = o,  x — 4 = 0,  x-i-a  — o,  x — b = o,  x+b  = o, 
la  divifion  n’eft  pas  exa&e. 

Il  faut  voir  enfuite  fi  la  propolee  ne  peut  point  être  divi- 
fee  par  XX  — ab  = o,  xx-+-ab  = o,  xx  — aa  = o;  & l’on 
trouve  qu’elle  fe  divife  exactement  par  xx  — aa  — o 5 & 
que  le  quotient  eft  xx  — xbx  4 bb  — o : Ainfi  xx  — aa  = o 
eft  une  des  équations  dont  la  propofce  eft  le  produit , Sc 
l’autre  eft  le  quotient  xx  — ibx  ■+•  4 bb  — o. 

En  relblvant  xx  — aa  — o,on  trouve  xx  — aa,  x=  Vaa, 
& x = — Vaa,  qui  font  deux  racines  de  la  propolee. 

-Le  quotient  xx  — ibx  ^bb  — o , contient  les  deux  au- 

tres racines  -+•  b ■+■  V — 3 bu,  •+•  b — V — sbbt  qui  font  ima- 
ginaires. 

PROBLEME  II. 

LoRS  QffJ’  UNE  équation  compofie,  de  quelque  degré  qu'elle 
fuiffe  être , a un  coéficicnt  different  de  L’unité  dans  fan  premier 
terme  i qu  elle  n'a  ni [rallions , ni  incommenfurables  > trouver  tou- 
tes les  racines  commenfurablcs  qu’elle  peut  avoir. 

Méthode  generale. 

i°.  I l faut  trouver  tous  les  divilèurs  du  coéficienc  du  pre- 
mier terme,  & tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  5 & après 
avoir  multiplié  cous  les  divilèurs  du  premier  terme  par  l’in- 
connue linéaire  , il  faut  faire  des  équations  fimples  de  ces 
produits,  & de  chacun  des  divilèurs  du  dernier  terme,  met- 
tant le  ligne  — devant  chacun  de  ces  divilèurs  du  dernier 
terme  , pour  trouver  les  racines  pofitivcs  de  la  propofce  j 
& -+-  pour  trouver  les  négatives. 

ie.  Il  faut  divifer  la  propofée  lûccelîîvemenc  par  ces  équa- 
tions fimples , julqu’à  ce  qu’on  en  trouve  une  qui  fafie  la 
divifion  lans  relie  : Elle  contiendra  une  des  racines  de  la 

continuer  l’operation  fur  le  quotient,  jufqu’à  ce 
qu’on  trouve  une  lècondc  racine  de  la  propofée,  & faire  la 
même  operation  fijr  le  quotient  que  fera  trouver  cette 
lèconde  racine. 

En 


propofée. 
V’.  Il  faut 
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' En  continuant  cette  operation , on  trouvera  toutes  les 
racines  de  la  propofée , fi  elles  font  comraenfurables. 

S'il  le  trouve  des  quotiens  dont  on  ne  puiflè  trouver  les 
racines  par  cette  méthode , la  propofée  aura  des  racines  in- 
commenfurables,  qui  font  celles  de  ces  quotiens.  Et  fi  l’on 
ne  pouvoit  trouver  aucune  racine  de  la  propofée  par  cette 
méthode  , elles  fêroient  toutes  incommenfurables. 

Exemple. 

"Pour,  trouver  les  racines  de  «/*'—*«/**  ■+•**««— }***♦=» 

— bbccxx  \*mbbfx 

— j bbcfxx  j b*  ex 

Ie  tous  les  divifeurs  du  coéfîcient  ccf  du  premier  terme  font 
i !c.  cc.f.  cf.  ccf.  Tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  5 aab' 
font  1 . 3 . a . ya . aa . 3 aa . b . yb.  ab.  yab . aab . yaab . bb . 3 bb, 
£cc.  Tous  les  produits  des  divifeurs  du  cocficicnt  du  premier 
terme  par  l'inconnue  x,  font  x . ex . ccx  . fx . cfx  . ccfx.  Les 
équations  fimples  par  lefquelles  il  faut  divifer  la  propofée 
qui  n’a  que  des  racines  pofitives,  comme  les  fignes  alterna- 
tifs  •+•  fie  — le  font  voir,  font  x — i = o,  x — 3 = 0,  x — a. 

— o,x  — ya  — o,  fiée.  ex  — 1 = 0,  ex  — 3 =s  o,  ex  — 0 

— o J ex  — 3<r  = o , ex  — aa  = o , Sec.  ccx  — 1=0, 
ccx  — 3 = o,  fiée.  fx  — 1 = 0,  fx  — 3 = o,  &c.  fie  ainfi 
de  fuite. 

Si  la  propofée  avoit  des  racines  négatives , il  faudroit  en- 
core faire  les  équations  fimples  x ■+■  1 = o,  x -+■  3 = o,8cc. 
cx = ex- 1-3  = 0,  fiée.  rrx-+- j = o,  rev-t- 3 = 0,  fiée. 

& ainfi  de  fuite. 

i°.  U faut  divifer  la  propofée  par  ces  équations  fimples, 
de  l’on  trouve  que  ex  — ao=  o,  fait  la  divifion  fans  refte  j 
& que  le  quotient  eft  efxx  —ybbfx  yb*=o.  Ainfi  ex  — aa 

— bbex 

«=  o , contient  une  racine  de  la  propofée  qui  eft  * = 

30.  Il  faut  continuer  la  môme  operation  fur  le  quotient} 
mais  il  ne  faut  fe  fervir  que  des  équations  fimples,  dont  le 
premier  terme  eft  le  produit  d’un  des  divifeurs  du  eoéficienc 
r/du  premier  terme  du  quotient  par  if,  fie  dont  le  fécond 
terme  eft  un  des  divifeurs  du  dernier  terme  3 b*  du  quotient, 
&paflèr  toutes  les  autres  comme  inutiles,  comme  aufli  ceiles 
qui  ont  donné  des  reftes  dans  la  première  operation  ; fie  l’on 
trouvera  que  le  quotient  efxx  — ybbfx  ■+■  yl*  ==  o,  fe  divife 

■ — bbex  P 


ii4  Analyse  demontre'i. 

exa&emenc  par  fx  — 4£  = o,&que  le  quotient  qui  en  vient 
eft  ex  — j^=o.  Ainfi  l’on  a les  deux  autres  racines  de  la 
propofée , qui  font  x — -*f,ècx—^. 

La  démonftration  de  ce  Problème  eft  évidente  par  la 
formation  des  équations  compolees,  dont  le  premier  terme 
* ij.  a un  coéficient  different  de  l'unité.  * 

Avertissement. 

O N verra  l'ulàge  du  fécond  Problème  dans  la  fuite,  lord 
qu’on  enfeignera  à abaiflër  une  équation  compofée  au  plus 
fîmple  degré  i & l’on  voit  allez  qu’il  ferc  à trouver  les  racines 
des  équations  compolees  qui  ont  des  fra&ions  , lorfqu’on 
ne  veut  pas  prendre  la  peine  de  les  transformer  en  d’autres 
qui  n'ayent  que  l’unité  pour  le  coéficient  du  premier  terme. 


SECTION  II. 

Oh  l’on  explique  d'autres  méthodes  pour  refoudre  le  premier 
CJr  le  fécond  Problème  , qui  abrègent  foulent 
les  operations . 

PREMIERE  METHODE. 

6o.  P-  TL  faut  parrager  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  en 
J[deux  fommes,  & chercher  par  la  méthode  qu’on  a don- 
née pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  , un  divi- 
fèur  commun  à ces  deux  fommes  : fi  ce  divifeur  commun 
contient  l’inconnue  linéaire , il  contient  necefliirement  une 
racine  de  l’équation  ; & l’équation  étant  divifée  par  ce  divi- 
fêur  commun , le  quotient  contiendra  les  autres  racines , 
qu’on  cherchera  de  la  même  maniéré. 

i°.  Si  ce  divilêur  commun  contient  differentes  puilîànces 
de  l’inconnue , il  faut  divilèr  l’équation  propofée  par  ce  di- 
vifeur commun  ; & fi  le  quotient  exad,qui  en  viendra  necefi 
fàirement,  contient  l’inconnue  linéaire  , ce  quotient  con- 
tiendra une  des  racines  de  la  propofée , & le  divilêur  com- 
mun contiendra  les  autres.  Si  ce  quotient  contient  différen- 
tes puilîànces  de  l’inconnue,  on  eft  alluré  que  ce  quotient 
& le  divilêur  commun,  font  deux  équations  dont  la  propo* 
fee  eft  le  produit  : On  opérera  fur  chacune  comme  l’on  a 
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fait  fur  la  propofée  ; c’eft  à dire,  on  partagera  le  divifeur 
commun  en  deux  fommes , dont  on  cherchera  le  divifeur 
commun  j & on  partagera  de  même  le  quotient  en  deux 
fommes,  dont  on  cherchera  le  divifeur  commun,  &c.  Et  en 
continuant  d’operer  de  cette  maniéré , fi  l’on  arrive  à un 
divifeur  commun,  ou  à un  quotient  exad,  où  l’inconnue 
foit  linéaire,  il  contiendra  une  racine  de  la  propofée  5 & on 
les  trouvera  toutes  les  unes  apres  les  autres , fi  elles  fimt 
commenfurables. 

3°.  Pour  obferver  de  l’ordre  dans  ce  partage  de  toutes  les 
grandeurs  d’une  équation  en  deux  femmes,  on  mettra  dans 
une  des  deux  fommes  toutes  les  quantités  de  l’équation  où 
fe  trouve  une  même  lettre,  & toutes  les  autres  dans  l’autre. 
Et  fi  cela  ne  réuflit  pas,  on  mettra  dans  une  des  fommes  les 
grandeurs  de  l’équation , où  une  même  lettre  a un  même 
nombre  de  dimenfions,&les  autres  dans  la  feconde  fomme: 
ou  bien  on  mettra  dans  la  premiere  fomme  les  grandeurs  où 
font  deux  lettres  differentes,&  les  autres  dans  la  feconde^cc. 

4°.  Quand  on  a fait  le  partage  de  l’équation  en  deux  fom- 
mes , on  peut  chercher  le  divifeur  commun  de  la  propofée 
& de  l’une  des  deux  fommes , au  lieu  de  chercher  celui  des 
deux  femmes. 

Exemple  I. 

3?  o u r trouver  les  racines  de  *'  — »***  — »***  — — o 

— exx  ■+■  )*«  yiie 
. •+-  ixx  — ixbx 

— fax 

i'  n faut  partager  toutes  les  quantités  de  l’équation  en  deux 
fommes,  on  mettra  toutes  celles  où  fe  trouve  c dansi’une, 
& les  autres  dans  l’autre  fomme  ; & l’on  aura 
x>  — laxx  — 3 aax  — 3 aab  Et  — exx  -t-  3 aex  -+-  3 abc 
-4-  ixx  — t dix  — bcx 

La  feconde  fomme  contenant  c dans  toutes  Ces  grandeurs,  il 
faut  la  divifer  par  — c,  &.  l’on  aura  pour  la  feconde  xx  — 3 ax 

•fabx  - 

— 3 ab.  Il  faut  divifer  la  première  par  cette  feconde,  6c  l’on 
trouvera  que  la  divifion  fe  fait  exactement;  ainfi  cette  fe- 
conde fomme  eft  un  divifeur  commun  de  la  première  ôt  de 
la  feconde  fomme , Sc  par  confequent  de  la  propofée. 
a”.  Ce  divifeur  commun  xx  — 3 ax  — 3 aë  — o , étant 

*\-  bx  P ij 
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une  équation  compofée,  & non  pas  linéaire,  il  faut  divifèr 
la  propofée  parce  divifeur  commun,  & l’on  trouvera  pour 
quotient  exad  l’équation  linéaire  x a — c = o,  qui  con- 
tient une  racine  de  la  propolce  qui  eft  x = — a c.  Le 
divifeur  commun  xx  — 3 ax  — 3 ab  = o,  contient  les  deux 
bx 

autres  racines  de  la  propofée. 

Pour  les  trouver , on  partagera  xx  — $ax  — 3 ab  = oen 

-t-  bx 

deux  fommes,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où 
eft  b,  8c  les  autres  dans  la  fécondé  ; & l’on  aura  bx  — 3 ab, 
&Cxx  — $ax.  Divifant  la  première  par  b,  & la  fécondé  par  x, 
elles  feront  réduites  à x — 3*  = o,  x — 3*  = o,  qui  étant 
la  même  grandeur,  ont  pour  divifeur  commun  x — 3*  = o, 
qui  eft  neceflairement  un  divifeur  exaft  de  la  propofee  ; & 
étant  linéaire,  il  contient  une  fécondé  racine  de  la  propofée, 
qui  eft  x = 3 a. 

On  divifêra  xx  ■ — 3 ax  — 3 ab  = o,  qui  contient  les  deux 
•4-  bx 

dernieres  racines  de  la  propofée , par  l’équation  linéaire 
k — 3<*=o,  qui  contient  l’une  de  ces  racines  ,6c  le  quotient 
x b =0,  contiendra  la  derniere  racine,  qui  eft  x — — b. 

Exemple  II. 

Pour  trouver  les  racines  de  l’équation 

X4  14* * )44XX  <4-  — 1 l*M  =r  o 

— c 4-  j4é  — 1 f*bc  4-  1 $*bbc 

— f b «4-  10 ab  • — J4 ad  4-  9 aabd 
4-  A — 1 a4  4*  \atd  — yabcd 

4 m fbc  — itabb 

— de  4-  i*bd 
4"  ébb  •—  6 bbe 

— )bd  4“  5 bed 

1",  il  faut  partager  toutes  les  quantités  de  l’équation  en  deux 
fommes  -,  on  peut  mettre  dans  la  première  toutes  les  quan- 
tités où  font  les  deux  lettres  b Sc  d,  Se  toutes  les  autres  dans 
la  fécondé  ; & l’on  aura 

Et  - — — \xaxx 

• — «1  >)■  yuxf c 


— fix'  -+-  toxixx  ■+■  ifttix  — ttxxii 


•f-  d — i»d 
•+-  fie 
— de 
•f-  6bb 


— 1 jabc  4-1  table 

— yaad  4-  9 aabd 
4"  yui  •—  94 btd 

— itabb 
•4-  6*bd 

— ibbe 

4r .. 


Digitized  by  Google 


L I V R E I V.  117 

X. 3 féconde  peut  être  divifce  par  xx  ; 6c  faifanr  la  divifion, 
l’on  trouve  pour  la  féconde  xx  — xax  — }aa 

— ex  ■+-  } ac 

11  faut  chercher  le  plus  grand  diviféur  commun  de  la  pre- 
mière fomme  6c  de  cette  lèconde  fomme , 8c  l'on  trouve 
que  xx  — xax  — y ta  = o , efl:  elle  - meme  le  plus  grand. 

— ex  -+-  lac. 
diviféur  commun. 

x°.  Il  faut  divifer  la  propofée  par  ce  diviféur  commun , & 
l'on  trouve  le  quotient  exad  xx  — jbx  ■+■  (>bb  = o;oncft 

-+-  dx  — ibd 

aflliré  que  la  propofée  eft  le  produit  de  ces  deux  équations 
xx  — xax  — yta  = o , xx  — 5^-+-  (bb  = o, 

— ex  -t-  5 ac  •+■  dx  — ibd 

Il  faut  chercher  feparément  les  racines  de  chacune , de  la 
même  maniéré  qu’on  a cherche  cclle-s  de  la  propofee  5 c’eft 
à dire,  il  faut  partager  la  première  en  deux  fommes  , en 
mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  la  let- 
tre r,  6c  les  autres  dans  la  féconde;  8c  l’on  trouve 

— ex  ■+■  lac.  Et  xx  — xax  — 3 aa. 

Divifint  la  première  par  — c , l’on  trouve  x — la , qui  eft 
un  diviféur  commun  de  la  première  Si  de  la  fecend;  ; par 
confequent  x — ia  = o,  contient  une  racine  de  l’équation 
xx  — xax  — iaa  = o ; & par  confequent  une  racine  de  la 
— ex  -t-  3 ac 

propofee,  qui  eft  x = ia.  En  divifânt  xx  — xax  — 3 a i = o, 

— ex  -t-  3 ac 

par  x — ia  ==  0,  le  quotient  * -4 -a  — f=o,  contient  une 
autre  racine. 

Il  faut  à prefént  trouver  les  racines  de  xx  — 5 bx  ■+•  6bb 

-+-  dx  — 3 bd 

r=  o ; pour  cela  on  partagera  cette  équation  en  deux  fom- 
mes, mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  d, 
Si  les  autres  dans  la  fécondé  ; 8c  l’on  aura 

dx  — 3 bd.  Et  xx  — J bx  ■+•  6bb. 

On  diviféra  la  première  par  d.  Si  l’on  aura  x — 3 b,  qui  efl 
Un  diviféur  de  la  fécondé  xx  — 3 bx  -+■  6bb.  Ainfi  x — 3 b 
s=  o,  contient  une  racine  de  xx  — 5 bx  -4-  6bb  = 0.  Divj- 

-4 - dx  — 3 bd 

font  cette  équation  par  x — }b  = o,  l’on  trouvera  le  quo-; 

P iij 


n8  Analyse  démontré' e. 
vient  x — 16  -+•  d = o,  qui  contient  l’autre  racine  j & l’on  a 
les  quatre  racines  de  la  propofée. 

Dèmonfl ration  de  cette  méthode. 

Elle  dépend  de  cet  axiome,  qu’un  divifeur  commun  aux 
deux  parties  d’un  tout,  eft  divifeur  du  tout;  & qu’un  divi- 
feur commun  du  tout  & d’une  partie , eft  divifeur  de  l’autre 
partie. 

Les  équations  faites  de  l’inconnue  de  l’équation  propofée, 
& de  quelques-unes  des  grandeurs  connues  de  la  propofée, 
quand  elles  font  des  diviféurs  exaéts  de  la  propofée  , con- 
tiennent les  racines  de  la  propofée.  Or  il  eft  évident  par 
l’axiome  precedent,  qu’on  trouve  parla  méthode  ces  équa- 
tions qui  divifênt  exactement  la  propofée  ; on  trouve  donc 
par  la  méthode  les  racines  de  la  propofée  ; où  quand  elles 
n’en  ont  pas  de  commenfurables , on  trouve  les  équations 
plus  fimples  que  la  propofée,  qui  contiennent  ces  racines, 
quand  elle  eft  le  produit  d’autres  équations  plus  fimples 
commenfurables. 


application  de  la  même  méthode  au  fécond  Problème. 

E our.  trouver  les  racines  de  — aeuf xx  -4-  aabbex  — j *al*=  q 

. — hbccxx  -f-  j ambùfx 

— ÿbcfxx  -4-  x 

i°,  on  partagera  l’équation  en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  toutes  les  grandeurs  où  fe  trouve b}èc  les  autres 
dans  la  fécondé  ; & l’on  aura 

— bbccxx  aabbex  — \ aab*  _ - , - 

- 3 bbcfxx  -4-  3 aabbfx  Et  “ aacf*X 

-4-  fèèCX 

Divifant  la  première  par  — bb,  & la  féconde  par  cfxx , on 
aura  ccxx  — aaex  -4-  3 aabb 

*+-  3 cfxx  — 3 aafx  Et  ex  — - aa 

— 3 bbex 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun , & on  trou- 
vera que  ex — aa  = o,  eft  le  plus  grand  divifeur  commun  5 
par  confequent  ex  — aa  — o contient  une  racine  de  la  pro- 
pofée , qui  eft  x = —. 

On  diviféra  la  propofée  par  ex  — aa  = o , & l’on  aura 
le  quotient  çfxx  — 3 bbfx  -4-  3^  = o,  qui  contient  les  deux 
— bbex. 
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autres  racines  de  la  propofée.  On  le  partagera  en  deux 
fommes , mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  eft /", 
& les  autres  dans  la  féconde  ; 6c  l’on  aura 

cfxx  — ^bbfx,  Et  — bbex  -t - 3 b*. 

Divifânt  la  première  par/x,  êc  la  fécondé  par  — bb , l’on 
aura  ex  — 3 bb,  Ec  ex  — 3 bb.  Ces  deux  fommes  conte- 
nant les  mêmes  grandeurs , chacune  eft  leur  divifeur  com- 
mun ; par  confequent  ex  ■ — }bb  — o,  contient  une  féconde 
racine  de  la  propofée,  qui  eft  x = 

Enfin  divifânt  cfxx  — 3 bbfx  -♦» 5 b\=,  o,  par  ex  — }bb  — Oy 
— bbex 

on  trouvera  pour  quotient  fx  — bb  = o , qui  contient  la 
troifiéme  racine  de  la  propofée,  qui  eft  x = ~ f -, 

La  démonftration  eft  la  même. 

R E M A R E S. 

■ ^ I. 

pourroit  propofér  la  même  méthode  de  cette  autre  ma- 
niere.  Il  faut  fuppofèr  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  pro- 
pofée où  fé  trouve  une  même  lettre, ou  deux  lettres  différen- 
tes, égales  à zéro,  en  fuppofàntque  cette  lettre, ou  chacune 
de  ces  lettres,  eft  égale  a zéro,  Sc  feindre  une  équation  de 
toutes  ces  grandeurs  ; & fi  l’on  veut  une  autre  de  touces  les 
autres  grandeurs  de  l’équation  , êc  chercher  un  divifeur 
commun  à ces  deux  équations;  ou  bien  (fi  l’on  veut)  chercher 
un  diviféur  commun  à la  propofée,  & à l’une  de  ces  deux 
équations , 6c  faire  le  refte  de  l’operation  marquée  dans  la 
méthode. 

II. 

Lorfque  toutes  les  racines  d’une  équation  compofée  font 
incommenfurables , 6c  qu’elle  ne  peut  pas  être  le  produit 
d’équations  fimples  commenfurables,  elle  le  peut  être  fou- 
vent  de  deux  ou  de  plufieurs  équations  compofées  plus  fim- 
ples, chacune  d’un  moindre  degré  que  la  propofée,  lef- 
quelles  équations  compofantcs , quoiqu’elles  n’ayent  pas 
leurs  racines  commenfurables,  peuvent  pourtant  être  elles- 
mêmes  commenfurables  ; c’eft  à dire,  elles  peuvent  ne  con- 
tenir aucunes  incommenfurables.  Or  il  eft  évident  que  la 
metbede  qu’on  vient  d’expliquer,  ne  fért  pas  féulcmcnt  à 
trouver  les  racines  commenfurables  de  la  propofée  , mais 


no  Analyse  démontré' e. 

aufli  les  équations  compofantes  plus  fimples  que  la  propofce» 

éc  dont  elle  eft  le  produit,  lorfque  ces  équations  plus  fimples 

font  commenfurablesj  ce  qui  fert  à abaiilèrla  propofée  à un 

moindre  dcgrc.  • 

I 1 1. 

Lorfqu’aprés  avoir  fait  le  partage  de  toutes  les  grandeur* 
d’une  équation  compofée  en  deux  fommes , de  toutes  les 
maniérés  qu’il  eft  polfible , on  ne  trouve  aucune  équation 
fimplequi  la  divife exactement,  c’cft  une  marque  qu’elle  n’a 
aucune  racine  commenfurable  ; & lorfqu’on  ne  trouve  au- 
cune équation  compofee  plus  fimple  que  la  propofee  qui  la 
«livifê  exactement,  c’eft  une  marque  qu’elle  ne  peut  être 
abaifiée  à un  degré  plus  (impie;  c’eft  à dire,  qu’elle  ne  peut 
être  le  produit  d’autres  équations  compofces  plus  fimples 
qui  ibicnr  commenlùrables. 

I V. 

Cette  méthode  s’étend  aufli  aux  équations  qui  ont  des 
incommenfùrables , lorfque  ces  équations  font  le  produit 
d’autres  équations  plus  fimples  qui  contiennent  les  mêmes 
incommenfùrables,  ou  du  moins  dont  une  les  contient. 

Pour  trouver,  par  exemple,  les  racines  de  x'  bxx 

— xx  Vab -y-  'ybb 

H-  ibx  Vab  -h  3 Hb  ■+•  i8^5  — o, 

— Gbb  Vab  -t-  3 bb 

on  partagera  cette  équation  en  deux  fommes , mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  l’incommenfurable 
V /'ab  3 ST,  & les  autres  dans  la  féconde  ; & l'on  aura 

— xx  Vab  ~r-  3 ~bb  •*-  ibx  Vîtb  3 bb  — Gbb  Vab  -t-  3 b Si 
Et  x'  + bxx  -t-  18 b\  Divifant  la  première  par  — Vab-r^bi, 
l’on  aura  pour  la  première  xx  — 1 bx  GLb.  On  cherchera 

le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  première  & de  la  fé- 
conde furnme  , 6c  l’on  trouvera  que  xx  — a bx  -+-  Gbb  — o, 
eft  ce  divifeur  commun,  par  lequel  divifant  la  propofce, on 
trouvera  le  quotient  exad  x -4-  3 b — Vab  -+•  3 bb  — o,  qui 
contient  une  racine  de  la  propofee  , qui  eft  x — — 3 b 
•+-  Vab  •+•  }b/>.  Le  divifeur  xx  — 1 bx  -¥■  Gbb  = o , contient 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires,  la  première  étant  x=b 
-t-  V — ÿb  5 la  fécondé,  x = b — 5 bb. 


Seconde 
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Seconde  Méthode. 

6l»  i°.1l  faut  regarder  une  des  grandeurs  connues  de  I’équa- 
tion  compofee  dont  on  veut  trouver  les  racines,  ou  bien 
les  équations  commenfurables  plus  fimples  qui  la  divifenc 
exactement , comme  l’inconnue  de  l’équation;  6c  confiée- 
rer  l’inconnue  de  l’équation  comme  une  grandeur  connue, 
& ordonner  l’équation  par  raport  à cette  inconnue  fuppo- 
fée. 

i“.  II  faut  enfuire  appliquer  à l’équation  ainfi  ordonnée, 
la  méthode  du  fécond  Problème , ou  la  première  méthode 
de  cette  lèCtion  ; 6c  fi  l’on  trouve  des  équations,  dans  lefquel- 
les  l’inconnue  de  la  propolee  lôit  linéaire,  qui  divilènt  exacte- 
ment cette  équation , on  aura  les  racines  de  la  propolee.  Si 
l’on  trouve  des  équations  qui  divifènt  exactement  cette 
'équation,  qui  contiennent  des  puiiîances  de  l’inconnue  de 
la  propolee,  l’on  aura  les  équations  compofées  plus  fimples 
que  la  propofée  , dont  elle  elt  le  produit.  L’on  opérera  lur 
chacune  de  ce  s équations  compofées  plus  fimples,  comme 
l’on  a fait  fur  la  propolee. 

}°.  Dans  le  choix  qu’on  fera  d’une  grandeur  connue  de  la 
propofée,  pour  en  faire  l’inconnue  de  l’équation,  il  faut  en 
prendre  une  dont  la  plus  haute  puillance  lôit  moindre  que 
celle  de  l’inconnue  de  la  propofée,  pour  avoir  une  équation  , 
d’un  moindre  degré  que  la  propofée , & qui  lôit  par  confe- 
quent  plus  facile  à reloué re. 

Exemple 

Pour  trouver  les  racines  de  cette  équation  du  troificme 

degré  , x* — irxr  — *cx  -4-  ccd  = o, 

-+•  mxx  — bcx  — acd 
-4-  bxx  -+*  *bx  — bed 

-4-  dxx  cex  -f*  M 
— icdx 
•4-  *dx 
■+-  bdx 

i°,  on  regardera  la  connue  c comme  inconnue , & l’incon- 
nue x comme  connue;  & après  avoir  ordonne  l’équarion 
par  raport  à l’inconnue  c , on  aura  l’équation  fuivante  du 
fécond  degré  du  — Ut  = o 

+ *«  — bdc  xbx 

— axe  -4-  ad  x 

— bxi  -+•  tdx 

— idxc  -*-  xxx 

— ixxc  bxx 

-b- dxx 
-b-x‘ 
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i°.  Pour  fe  Servir  de  la  méthode  du  fécond  Problème , il 
faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  coéficient  du  premier  ter- 
me d x , qui  font  i . d x j 8c  leurs  produits  par  l’incon- 
nue c , qui  font  c,  cd  -+-  ex.  Il  faut  aulli  trouver  tous  les  divi- 
feurs  du  dernier  terme.  Pour  les  trouver,  on  feindra  que  ce 
dernier  terme  efl  une  équation  ; 8e  l’on  aura 
x'  -t-  dxx  -t-  bdx  -+-  aid  = o. 

-+-  bxx  <tdx 
t - -+-  axx  -+•  abx 

On  cherchera  tous  les  divifeurs  de  fon  dernier  terme  abd, 
qui  font  i . a . b . d . ab . ad . bd  . abd.  On  fera  les  équations 
fimples  x *+■  i = o.  *-+-<*  = o.  x-*-b  = O.  x + d — o. 
Il  eft  inutile  d’en  faire  d’autres,  pareeque  les  racines  de  cette 
équation  feinte  font  toutes  négatives , 8e  les  divifeurs  ab . 
ad,&cc.  ont  plus  de  dimenfions  qu’il  n’en  faut  dans  ces  équa- 
tions fimples.  L'on  trouvera  que  la  divifion  de  cette  équa. 
don  feinte  fe  fait  exactement  par  x -+•  a = o , x ■+■  b = o, 
x-+-  d=  o. 

Si  l’on  avoir  befoin  de  tous  les  divifours  du  dernier  terme, 
il  n’y  auroic  qu’à  multiplier  ces  équations  fimples  les  unes 

{>ar  les  autres  deux  à deux5  mais  ces  divifours  foroient  inuti- 
es,  ayant  plus  de  dimenfions  qu’il  n’en  faut. 

Ayant  les  divifeurs  du  dernier  terme , dont  on  a befoin , 
on  fera,  félon  la  méthode  du  focond  Problème,  les  équa- 
tions fimples  de  l’inconnue  c , 8c  de  chacun  des  divifeurs  du 
dernier  terme;8cl’on  aurar — x — a — o,  c — x — b — o, 
t — x — d—  o,  8cc.  On  ne  fait  pas  les  équations  fimples 
de  -t-  xc  — x — a = o , 8cc.  pareeque  le  premier  terme  de 
•+•  xc,  a plus  de  dimenfions  qu’il  ne  faut.  On  divifera  l’équa-* 
tion  ,dont  c eft  fuppofée  l’inconnue,  par  ces  équations  fim- 
ples, 8c  on  trouvera  qu’elle  fe  divife  fans  reftepar  c — x — a 
= o,  8c  par  c — x — b — o.  Ainfi  ces  équations  fimples 
contiennent  chacune  une  racine  de  la  propofée.  La  première 
eft  x = c — ai  la  fécondé  , x = c — b s 8c  l’on  trouvera , 
après  avoir  diviféla  propofée  par  les  équations  fimples  x n-a 
— c = o,  x-trb  — r = o , le  quotient  exact  x •+■  d = o } 
qui  contient  la  troifiéme  racine  x =.  — d. 

R E M A R Q^O  E. 

O»  auroit  beaucoup  abrégé  l’operation  precedente,  fi  l’on 
gvoïc  examiné , avant  de  chercher  les  divifeurs  du  demies 
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terme  de  l’équation  donc  c a cté  fuppofée  l’inconnue , fi  un 
des  divifeursdu  premier  terme  dcc-r-xcc,  par  exemple  d-t-x, 
ne  le  féroic  point  auifi  de  toute  cette  équation  ; comme 
l'on  auroit  trouvé  qu’il  la  divife  fans  relie,  fie  que  le  quotient 
eil  ce  — uc  ab  = o, 

— bc  ■+•  ax 

— ucc  bx 

-4-  XX 

le  divifeur  d ■+■  x — o , contiendroit  déjà  une  racine  de  la 
propofée,  qui  eft  x = — d.  L’on  trouveroit  les  deux  autres 
en  opérant  feulement  fur  le  quotient:  mais  on  ne  s’eft  pas 
férvi  de  cet  abrégé  , afin  de  faire  mieux  concevoir  cette 
lèconde  méthode. 

Autre  maniéré  par  la  première  Méthode  de  cette  Seclion. 

O N partagera  l’équation  ordonnée  par  raport  à la  lettre  c, 
confiderée  comme  inconnue  , en  deux  fommes  , mettant 
dans  la  première  les  grandeurs  où  fc  trouve  la  lettre  d,  fie  les 
autres  dans  la  fécondé-,  fie  l’on  aura 

■+-  dcc  — ade  abd  Et  xcc  — axe  -+-  abx 

— b de  -+-  adx  — bxc  -+-  axx 

— idxc  -t-  bdx  — xx X C ■+■  b xx 

dxx  H- 

Divifant  la  première  par  d , fie  la  fécondé  par  x,  on  aura  pour 
l’une  fie  l’autre , ce  — ac  ■+■  ab 

— bc  -+■  ax 

IXC  bx 

■+•  XX 

Ainfi  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux  fommes  efl 
ce  — ac  -+■  ab  = o, 

— bc  -t-  ax 

— ixc  -+-  bx 

■+■  xx  • t 

On  divifèra  l’équation  , dont  c eft  fuppofée  l’inconnue,  par 
ce  divifeur  commun, fie  l’on  trouvera  le  quotient  d-r-  x~o, 
qui  contient  une  racine  de  la  propofée  , qui  efl  x — — d ; 
pour  avoir  les  deux  autres,  on  partagera  le  divifeur  commun 
en  deux  fommes,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs 
où  fe  trouve  a , fié  les  autres  dans  la  féconde  > fie  l’on  aura 

—ac-trab  Et  cc-—bc  -4- bx:.. ... .. 

-t - ax  — axe  -t-  **  Qjj 
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Divifanc  la  première  par — <r,l’on  aura  pour  la  première  c — b 

— x,  qui  divifë  exa&ement  la  fécondé*  àinfi  c — b — *=r-.o 
conrienc  une  féconde  racine  de  la  propofée , qui  eft  x = c 

— b.  Divifânt  cc  — ac  -+•  ab  — o,  par  c — b — x = o, 

— bc  ax 

— ixc.  ■+■  bx 

■4-  xx 

l’on  trouvera  le  quotient  c — a — x = o , qui  contient  la 
troifiéme  racine , qui  eft  x = c — a. 

Dèmonftration  de  la  fécondé  méthode. 

I l êft  évident  que  les  diviléurs  exads  de  l’équation  qu’on 
a ordonnée  par  raport  à une  des  lettres  connues  de  la  pro- 
pofée, regardée  comme  inconnue,  font  aulîi  desdiviieurs 
exads  de  la  propofée  * & que  s’ils  contiennent  l’inconnue 
*x6  icij.  Linéaire  x de  la  propofée , * ils  en  contiennent  les  racines* 
s’ils  contiennent  les  puiiTances  de  l’inconnue  x de  la  pro- 
pofée, ce  font  les  équations  commenfurables  plus  (impies 
que  la  propofée , dont  elle  eft  le  produit  : Or  la  méthode 
nue  trouver  ces  divifeurs  exads , lorfqu’il  y en  a * elle  fait 
donc  trouver  les  racines  commenfurables  de  la  propofée , 
ou  les  équations  commenfurables  plus  (impies  que  la  pro- 
pofée , dont  elle  eft  le  produit. 

Troifiéme  méthode  par  le  moyen  des  transformations . 

Remarques  neceffaires  pour  concevoir  clairement 
cette  méthode. 

Cette  troifîéme  méthode  fervira  à abréger  la  méthode 
générale  du  premier  Problème , principalement  dans  les 
équations  numériques*  elle  s’étend  auffi  aux  équations  litté- 
rales* mais  les  deux  méthodes  qui  precedent,  font  ordinai- 
rement les  plus  courtes  de  toutes  pour  ces  équations. 

La  longueur  de  la  méthode  generale  du  premier  Problème 
pour  trouver  les  racines  d’une  équation  compofée,  vient  de 
ce  qu’étant  neceflàire  de  divifér  cette  équation  par  une 
équation  (impie  qui  contienne  l’inconnue  plus  ou  moins  nn 
des  divifeurs  du  dernier  terme  * quand  ce  dernier  terme  a 
beaucoup  de  divifeurs,  il  y a beaucoup  de  divifions  à faire, 
avant  de  trouver  les  équations  (impies,  qui  en  font  les  di- 
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vifëurs;  ainfi  la  maniéré  d’abreger  cette  méthode,  feroit  de 
diminuer  le  nombre  des  divileurs  du  dernier  terme  de  la 
propofee,  ou  de  pouvoir  distinguer  parmi  ces  divifëurs  ceux- 
là  feulement  qui  font  utiles,  & de  laiilër  les  autres. 

Cela  fë  peut  faire  par  le  moyen  des  transformations  ; i°, 
en  trouvant  une  transformée  dont  le  dernier  terme  contien- 
ne moins  de  divifëurs  que  la  propofée  ; par  cette  maniéré 
on  trouvera  plus  facilement  les  racines  de  la  transformée , 
qui  feront  enfuire  connoître  celles  de  la  propofée.  z\  En 
trouvant  une  ou  plufieurs  transformées , dont  les  racines 
{oient  celles  de  la  propofée  augmentées  ou  diminuées  d'une 
grandeur  connue  ; car  les  racines  de  ces  transformées  étant 
diminuées  ou  augmentées  de  la  même  grandeur  connue , 
feront  celles  de  la  propofëe  ; & ces  racines  des  transformées 
devant  être  des  divifëurs  de  leurs  derniers  termes,  en  dimi- 
nuant ou  augmentant  tous  les  divifëurs  des  derniers  rermes 
de  ces  transformées  delà  même  grandeur  connue,  il  eft 
évident  qu’il  n’y  aura  que  les  divifëurs  ainfi  diminués  & aug- 
mentés, qui  feront  communs  avec  les  divifëurs  du  dernier 
terme  de  la  propofée,  qui  pourront  être  les  racines  de  la 
propofée  j ce  qui  fera  diftinguer  parmi  tous  les  divifëurs  du 
dernier  terme  de  la  propofée,  ceux-là  fëulemcnc  qui  en 
pourront  être  les  racines. 

Mais  comme  I on  n’a  befoin  que  des  (ëuls  derniers  terme* 
des  transformées , il  faut  fë  fouvenir  pour  abréger  le  calcul , 
i°,  qu’en  fubftituant  une  grandeur  connue  pofidve  dans  la 
propofée  à la  place  de  l’inconnue,  * la  fbmme  de  toutes  les  * JJ. 
grandeurs  de  lcquanon,  après  la  fubfticution,  eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée,  dont  les  racines  feroient  celles  de 
la  propofée  diminuées  de  cette  même  grandeur  connue: 
x°,  qu’en  fubftituant  une  grandeur  connue  négative  dans  la 
propofée  à la  place  de  l'inconnue , * la  fomme  de  routes  les  * jy. 
grandeurs  de  l’équation , après  la  fubftitution,  eft  Je  dernier 
terme  de  la  transformée,  dont  les  racines  fëroient  celles  de 
la  propofée  augmentées  de  la  même  grandeur  connue.  Et 
dans  ce  dernier  cas,  il  fuffic  de  fubftituer  la  grandeur  con- 
nue comme  fi  elle  croît  pofitive,&  de  changer  tous  les  lignes 
des  termes  où  les  puilîances  de  l’inconnue  ont  des  expofans 
impairs;  c’eft  à dire,  où  il  y a x,  x\  x\  &c.  Ces  choies  fùp- 
pofées , voici  la  troifiéme  méthode. 


ii  6 Analyse  démontré' e. 

Méthode  pour  transformer  une  équation  propofée  en  une 
' autre , dont  le  dernier  terme  ait  moins  de  divifeurs 
que  le  dernier  terme  de  la  propofée. 

Premier  cas. 

QfffA  N D les  puiffances  de  fuite  d'un  divifcur  du  cocficient  du 
fécond  terme , font  des  divifeurs  de  tous  les  termes  fuivans  j & 
quand  le  fécond  terme  étant  évanoui , les  puiffances  de  fuite  d’un 
quarrè  divifeur  du  cocficient  du  troifémc  terme,  font  des  divifeurs 
de  tous  les  termes  fuivans. 

Il  faut  trouver  la  transformée,  dont  les  racines  fôient  les 
racines  de  l'équation,  divifees  par  le  divifeur  du  fécond  ter- 
me, dont  les  puilTances  prifés  de  fuite,  font  des  divifeurs  des 
coéHcients  fuivans  &:  du  dernier  terme } fie  le  dernier  terme 
de  la  transformée  aura  beaucoup  moins  de  diviféurs  que 
celui  de  la  propofée. 

Lorfque  le  fécond  terme  efl  évanoui , il  faut  trouver  la 
transformée , dont  les  racines  foient  les  racines  de  la  pro- 
pofée, divifées  par  la  racine  du  quarré  divifeur  du  troifîéme 
terme , dont  les  puiflànccs  prifès  de  fuite,  font  des  divifeurs 
des  coefkients  fuivans  & du  dernier  terme. 

Exemple  I. 

X^our  transformer  l’équation  x' — ^.xx-t-ux — 144=  o, 
en  une  autre,  donc  le  dernier  terme  ait  moins  de  divifeurs 
que  144,  qui  en  a beaucoup,  je  remarque  que  les  puilTances 
4 & 8 de  1,  qui  efl  un  divifeur  du  fécond  terme  4,  fonr  des 
divifeurs  de  n & de  144;  c’efl  à dire  4,  quarré  de  i,  efl  di- 
vifeur de  iz,  & 8 cube  de  i,  l’efl  de  144. 

Je  divifé  chaque  racine  de  la  propofée  par  1,  c’efl  à dire, 
* 36,  je  fuppofe  * f ==y,  d’où  je  tire  x = iy-,  je  fais  la  fiibflitu- 
s’ Transf». tion  de  cette  valeur  de  *,à  la  place  de  x.dans  la  propofée, 
rnAt,m‘  ce  qui  fe  fait  par  abrégé,  en  divifant  4 par  1, 11  par  4,  144 
par  8 ; je  trouve  la  transformée  y — îyy  •+•  îy  — 18  = o, 
dont  le  dernier  terme  18  a bien  moins  de  divifeurs  que  144. 
Les  divifeurs  de  18  font  1 . 3 . 6 . 9. 

Je  trouve  que  y — lyy  yy  — 18  -=  o,  fë  divife  exaûe- 
ment  par  x — 3 = o,  & que  le  quotient  efl  yy  -*■  îy  -t-  G 
= o.  Ainfi  3 efl  une  racine  pofitive  de  la  transformée  , le 
quotient  contient  les  deux  autres  qui  font  imaginaires.  En 
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fubftituant  3 à la  place  de^  dans  x — xy , l’on  aura  x = 6; 
ainfi  6 eft  la  racine  de  la  propofée. 

Exemple  II. 

S o 1 t la  propofée  *’  — 144*  — 10368  = o,  dont  le  der- 
nier terme  a beaucoup  de  divilêurs,  mais  il  cil  divilîble  par 
la  troilîéme  puillànce  de  12;  6c  le  troifiéme  terme  144V  eft 
divilîble  par  le  quarré  de  11. 

Il  faut  transformer  cette  équation  en  une  autre  qui  foie 
telle,  que  les  racines  de  la  propofée,  divifées  par  11,  foient 
celles  de  la  transformée  ; ainli  il  faut  fuppolér  x = ny  ; & 
après  la  fubftitution,  qui  fê  fait  par  abrégé,*  en  divifanc  144  *3<î, 
par  144  quarré  de  12,  6c  10368  par  1728  cube  de  12,  l’on  r 'Tmufir- 
aura  la  transformée  y’  — 1 y — 6 = o,  dont  le  dernier  ter- 
me  6,  n’a  que  les  divifeurs  x . 1 . 3 . 6. 

Divifant  cette  transformée  par^  — 2 = o,  la  divifion  le 
fait  fans  refte,  6c  l’on  trouve  le  quotient yy  -+•  xy  -4-  3 = o. 

Ainfi  + icft  une  racine  pofitive  de  la  transformée;  6c  les 
deux  autres  que  contient  le  quotient,  font  imaginaires. 

Subftituant  -4-  2 à la  place  dey  dans  .v  = 1 24,  l’on  a x = 24, 
ainfi  -+■  24  eft  la  racine  de  h.  propofée. 

Second  cas  pour  toutes  les  équations. 

Transformer  une  équation , dont  le  dernier  tenue  a 
beaucoup  de  divifeurs  , en  une  autre  dont  le  dernier  tenne  en  ait 
moins , lorfque  l'équation  na  pas  les  conditions  du  premier  cas. 

5 o 1 T la  propofée  x 5 6 — ioxx  ■+■  19  c — 24  = o,  qu’il  faut 
transformer  en  une  autre , dont  le  dernier  terme  ait  moins 
de  divilêurs  que  celui  de  la  propofée. 

II  fauc  fubftituer  dans  la  propofée , à la  place  de  x 6c  de 
fes  puillances,  i°,  l’unité , c’eft  a dire  ■+■  1 5 z°,  1 ; 30,  -4-  2 

6 lès  puiflànccs  ; 40,  — 2 6c  fes  puilfances  ; 6c  ainfi  de  fuite 
-4-  3 , — 3 , 6cc.  Il  faut  prendre  la  fomme  des  grandeurs  de 
l’équation  après  chaque  fubfticution. 

Quand  on  en  trouvera  une  qui  a moins  de  divilêurs  que 
le  dernier  terme  de  la  propofée , il  faudra  fuppolér  l’incon- 
nue de  la  propofée  x =.y  -4-  ou  — le  nombre  dont  la  fub- 
ftitution a donné  la  lômme  qui  a le  moins  de  divilêurs,  & 
fubftituer  cette  valeur  de  x,  à la  place  de  x , dans  la  pro- 
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pofée  5 & l’on  aura  une  transformée , dont  le  dernier  terme 

aura  moins  de  divilêurs  que  celui  de  la  propofée. 

Il  faut  en  chercher  les  racines  ; & quand  on  les  aura 
trouvées,  elles  feront  connoître  celles  de  la  propofée. 

En  lubftituant  -4-  1 dans  l’exemple  propofé  — 10** 
-+-  \<)x  — 24  = 0,  à la  place  de  x,  l’on  trouve  1 — 10  -+-  19 
— 24  = — 14  : or  14  a moins  de  divifeurs  que  24.  C’eft 
pourquoi  je  fuppolê  x —y  ■+■  1 ; 8c  fubftituant  y 1 & lès 
puiilances , à la  place  de  x & de  fes  puiflànces,  dans  la  pro- 
pofée, je  trouve  la  transformée  fuivantey — yy  -+•  iy — 14 
= 0.  Les  divifeurs  du  dernier  terme  font  1.  2.  7. 14.  Cette 
transformée  lè  divife  exactement  par  y — 7 = o,  & le  quo- 
tient eftjy  -+-  a = o j ainli^  = 7,  & fubftituant  7 à la  place 
de^,  dans  x — 7-4-  t,  je  trouve  x = 8 > ainfi  8 eft  une  ra- 
cine pofitive  de  la  propofée. 

• Méthode  pour  faire  dijlinyier  parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme 
d'une  équation , ceux  qui  en  peuvent  être  les  racines 

i°.  Il  faut  fubftituer  fuccelfivemenc  dans  la  propofée  1 . 
3.4,  &c.  à la  place  de  l’inconnue. 

20.  Il  faut  prendre  la  fomme  de  toutes  les  grandeurs  de 
l’équation , après  la  fubftitution  de  chacun  de  ces  nombres, 
& l’on  aura  autant  de  fommes  qu’on  a fubftitué  de  nombres. 

30.  Il  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la 
propofée , & tous  les  divilêurs  de  chacune  de  ces  fommes. 

4”.  Il  faut  ajourer  à tous  les  divilêurs  de  chaque  fomme, 
le  nombre  dont  la  fubftitution  a donné  la  fomme  de  laquelle 
ils  font  divilêurs;  & après  les  avoir  ainfi  augmentés,  leur 
ajouter  le  ligne  -4-,  c’eft  à dire,  les  regarder  comme  politifs. 

Il  faut  retrancher  de  tous  les  mêmes  divifeurs  de  chaque 
fomme,  le  même  nombre  dont  la  fubftitution  a donné  la 
fomme  de  laquelle  ils  font  les  divilêurs,  marquant  -4-  devant 
les  relies  de  ceux  qui  étoient  moindres  que  le  nombre  qu'on 
en  a retranché,  & le  ligne  — devant  les  relies  de  ceux  qui 
étoient  plus  grands. 

f.  Il  faut  choilîr  parmi  tous  les  divilêurs  augmentés  polîrif» 
de  chaque  fomme,  ceux-là  lêulement  qui  font  communs 
avec  les  divilêurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  ; & ce 
lèront  les  lêuls  qui  pourront  être  les  racines  polîtives  de  la 
propofée  j ainfi  il  faudra  divifer  la  propofée  par  x moins 

chacun 
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chacun  de  ces  divifeurs  communs  ; & les  divisons  qui  fe 
feront  fans  refte,  feront  connoître  les  racines  pofitives  de 
la  propofée. 

On  choifira  de  même  parmi  les  divi  leurs  négatifs  dimi- 
nués, ceux-là  feulement  qui  font  communs  avec  les  divi- 
feurs du  dernier  terme  de  la  propofée,  & on  divifera  la  pro- 
pofce  par  x plus  chacun  de  ces  divifeurs  -,  & lorfque  la  divi- 
fton  fe  fera  fans  refte , on  connoîtra  les  racines  négatives  de 
la  propofce. 

Exemple. 

L’equ  a t i o n propofce  eft  x'  — xoxx  -4-19*  — 24  = o; 
on  fubftituera'i . 2 . 3 . 4 , &c.  à la  place  de  x , comme  on  le 
voit  ici. 

X% lOATAT-t-  I9* 24=0.  f 

1 I I 

S 4 2 

*7  9 3 

64  16  4 

Sortîmes, 

Subftitution  de  1,  -4- 1 — 10  -4-19  — 24  = — 14 

Subftitution  de  2, -+- 8 — 40  -*-38  — 24  = — 18 
Subftitution  de  3,  *4-27  — 90  -4-57  — 24  — — 30 
Subftitution  de  4,-4-  64. — 160  -4-7 6 — 24  = — 44. 

Divifeurs  de  24,  1.2.  3 . 4 . 6 . 8 . 12 . 24. 

Divifeurs  de  14 , r . 2 . 7 . 14. 

Divifeurs  de  18,  1.2.3.6.9.18. 

Divifeurs  de  30 , 1 . 2 . 3 . j . 6 . 10 . ij  . 30. 

Divifeurs  de 44,  1 . 2. 4. 11 . 22. 44. 

Divifeurs  de  14  augmentés  de  Punitc,  -+•  2 , -4-  3 , -4-  8,  -4- 1 j. 
Divifeurs  de  14  diminués  de  1 , o,  — 1 , — 6,  — 13. 

Divifeurs  de  18  augmentés  de  2,  -t-  3,-4-  4,  -4-  j,  -4-  8,  -t- 11,-4-20. 
Divifeurs  de  18  diminués  de  2,  -4-1,  o,  — x, — 4,  — jy  — 16. 
Divifeurs  de  30  augmentés  de  3,  -*-4,-»-  j,-<-  6,-4-  8,-4-  9,-4- 13,-4- 18,-4-  33. 
Divifeurs  de  30  diminués  de 3,  -4-  2,-4- i,  o,— x,_3>_7>_ilj_1^ 
Divifeurs  de44  augmentés  de  4,  -4- y,  -4-  6,-4-  8,-4-  15,-4-  26,-4-48. 
Divifeurs  de  44  diminués  de  4 , 4-  3,  -4-  2,  o,  — 7,  — 1 8,  — 40. 
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Apres  avoir  ainfi  fait  les  fubftitutions  de  i,  i,  3, 4 ; trouvé 
les  fommes  apres  les  fubftitutions , 6c  tous  les  divifeurs  de 
chaque  fomme,  6c  augmenté  6c  diminué  tous  les  diviièurs 
de  chaque  fomme,  du  nombre  dont  la  fubftitution  a fait 
trouver  la  fomme,  6c  bien  diftingué  les  pofitifs  6c  les  négatifs  ; 
il  faut  choifir  parmi  les  pofitifs  les  feuls  qui  font  communs 
à chaque  fomme  6c  aux  divifeurs  du  dernier  terme  14  de  la 
gropoiée. 

L’on  trouve  qu’il  n’y  a que  8 qui  foit  commun  ; ainfi  l’on 
cft  réduit  à divifer  la  propofée  par  x — 8 = 0,  6c  la  divifion 
étant  exacte,  l’on  a une  racine  de  la  propofée  qui  eftx=  S. 

L’on  chercheroit  de  même  fi  parmi  tous  les  divifeurs 
négatifs  de  toutes  les  fommes , il  n’y  en  auroit  point  de  com- 
mun à toutes  les  fommes  6c  aux  divifeurs  de  24  ; 6c  S’il  y en 
avoiAjuelqu’un , on  feroitla  divifion  delà  propofée  par  x-i- 
ce  diviièur  commun;  6c  fi  la  divifion  étoic  jufte,  on  auroit 
une  racine  négative  : Mais  il  n’y  en  a aucun  dans  notre  exem- 
ple, qui  ne  peut  avoir  que  des  racines  poficives,  tous  les 
termes  ayant  alternativement  6c  — . 

Dêmonftration  de  cette  méthode. 

C hacune  des  fommes  qu’on  trouve  après  les  fubftitutions 
des  nombres  à la  place  de  x dans  la  propofée , eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée,  dont  les  racines  pofitives  font  les 
racines  pofitives  de  la  propofée,  diminuées  du  nombre  donc 
la  fubfticution  a donné  cette  fomme,  6c  dont  les  racines 
négatives  font  les  négatives  de  la  propofée,  augmentées  du 
nombre  dont  la  fubftitution  a donné  la  fomme , ôc  dont  enfin 
les  racines  négatives  moindres  chacune  que  le  nombre  fûb- 
ftitué,font  encore  celles  des  racines  pofitives  de  la  propofée 
moindres  que  le  même  nombre , qui  étant  diminuées  de  ce 
même  nombre  plus  grand  qu’elles  , font  devenues  négati- 
ves dans  la  transformée,  par  le  fûrplus  de  ce  nombre  fur  ces 
racines  pofitives.  Gela  efV  évident  par  le  troifiéme  6c  qua- 
* j*  Sc  y.  triéme  Corollairefrdçs  transformations3*',  qu’il  faut  fè  rendre 
familiers  pour  bien  entendre  certe  démanftration. 

D’où  il  fuit  que  les  racines  pofitives  des  transformées  étant 
augmentées  du  nombre  dont  la  fubftitution  a donné  leur 
dernier  terme , font  les  racines  pofitives  de  la  propofée  ; 6c 
les  racines  négatives  des  transformées  étant  diminuées  du 
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tnème  nombre , font  les  racines  négatives  de  la  propofée  } 
enfin  les  racines  négatives  des  transformées  moindres  que 
le  nombre  dont  la  lubftituiion  a donné  leur  dernier  terme, 
étant  retranchées  de  ce  nombre,  les  quantités  de  furplus 
font  les  racines  pofitives  de  la  propofce  qui  font  moindres 
que  ce  nombre. 

Mais  dans  le  temps  qu’on  ignore  les  racines  des  transfor- 
mées 8c  de  la  propofée  , on  regarde  tous  les  divifeurs  des 
derniers  termes  des  transformées  comme  leurs  racines  ; ainfi 
après  les  avoir  augmentés  du  nombre  qui  a donné  le  dernier 
terme  de  chaque  transformée  , on  peut  regarder  ces  di- 
vifeurs ainfi  augmentés , comme  les  racines  pofitives  de  la 

{»ropofée  5 8c  après  les  avoir  diminués  du  même  nombre,  on 
es  peut  regarder  comme  les  racines  négatives  de  la  propo- 
fée  ; 8c  enfin  après  avoir  retranché  du  nombre  qui  a donné 
le  dernier  tenue  d’une  transformée,  les  divilêurs  moindres 
que  ce  nombre,  on  peut  regarder  les  relies  comme  les  ra- 
cines pofitives  de  la  propolèe,  qui  font  moindres  que  ce 
nombre. 

Cependant  les  transformées  n’ayant  pas  d’autres  racines 
que  la  propofée,  fçavoir  les  pofitives  de  la  propofée,  dimi- 
nuées du  nombre  qui  a donne  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée, & les  négatives  augmentées  du  même  nombre,  il 
faut  que  ceux  des  divilêurs  de  leurs  derniers  termes  qui  font 
leurs  racines,  érant  augmentés  ou  diminués  du  même  nom- 
bre qui  a donné  le  dernier  terme  de  la  transformée , foienc 
égaux  aux  racines  de  la  propofée  ; 8c  par  confequent  ceux 
d’une  transformée  à ceux  de  l’autre , 8c  que  les  mêmes  foienc 
égaux  à ceux  des  divilêurs  du  dernier  terme  de  la  propofce 
qui  en  font  les  racines. 

D’où  il  fuit  que  ceux  qui  ne  font  pas  communs, ne  peuvent 
être  les  racines  de  la  propofée , 8c  qu’il  n’y  a que  ceux  qui 
font  communs  qui  puillènt  en  être  les  racines.  La  méthode 
Fait  donc  diftinguer  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la 
propofce , qui  en  peuvent  être  les  racines  j ce  qui  étoic  pro- 
polé. 

Application  de  la  méthode  precedente  aux  équations  littérales. 

Soit  *’  — laxx  -+■  aax  ■+■  aab  = o , dont  il  faut  trouver 
— abx 

les  racines  par  cette  méthode.  R ij 
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Il  faut  d’abord  trouver  tous  les  divifeurs  de  Ion  dernier 
terme,  qui  iont  i,  a , h,  aa,  ah , aab. 

Il  n’y  aura  que  les  trois  premiers  qui  ferviront  ; les  autres 
ayant  deux  dimenfions,ne  peuvent  fervir  à former  les  équa- 
tions fimples  par  lefquelles  il  faut  divifer  la  propofée , pour 
en  trouver  les  racines. 

Il  faut  transformer  la  propofée  en  une  autre , doDt  les 
racines  pofitives  foient  celles  de  la  propofee, diminuées  d’une 
grandeur  connue,  & les  négatives  foient  les  négatives  de  la 
propofée,  augmentées  de  la  même  grandeur  connue  5 c’eft  à 
dire,  il  faut  trouver  le  feul  dernier  terme  de  cette  trans- 
formée. 

On  prendra  cette  grandeur  connue  parmi  les  grandeurs 
connues  de  la  propofee  -,  on  fuppofera  , par  exemple,  que 
c’eft  2 a. 

On  fera  la  fubftitution  de  i<*,  au  lieu  de  x dans  la  pro- 
pofée, & on  crouvera  que  la  fomrne  des  grandeurs  de  l’équa- 
tion , après  la  fubftitution,  eft  2 a}  — aab',  c’eft  à dire,  c’eft 
le  dernier  terme  de  la  transformée. 

Les  divifeurs  linéaires  de  cette  fomme  font  1,  a,  la  — b > 
ceux  de  deux  dimenfions  font  inutiles. 

Les  augmentant  de  u , on  aura  ■+•  r , 


— b. 


■3*, 


4 ^ 


Retranchant  de  1 a les  divifeurs  moindres  1 & a,  l’on 


aura  -t-  ia  — 1 , -4 -a. 

Les  feules  grandeurs  pofitives  que  donne  la  transformée 
pour  trouver  les  racines  pofitives  de  la  propofée,  font  donc 
— b,  -*•  za  — 1,  -t- a. 

Retranchant  2 a du  divifeur  îa  — b , l’on  aura  — b pour 
la  feule  grandeur  négative  que  donne  la  transformée , pour 
trouver  les  racines  négatives  de  la  propofée. 

Or  il  n’y  a que  la  grandeur  ■+-  a , parmi  les  pofitives , de 
commune  avec  le  divifeur  a du  dernier  terme  de  la  pro. 
pofée*  ainfi  il  faut  voir  fi  la  propofée  peut  être  divifec  par 
x — a — o ; & la  divifion  fe  faifant  fans  refte,  x — a = o 
contient  une  racine  de  la  propofee , qui  eft  x — a 5 & le 
quotient  xx  — ax  — ah  — o,  contient  les  deux  autres,  qui 
lont  x = l a + V\aa ab , &C  x — a — V \ aa  -t-  ab. 
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SECTION  III. 

Ou  l'on  explique  la  méthode  generale  pour  trouver  par 
Analyfe  toutes  les  équations  commenf arable  s plus  [im- 
pies , dont  une  équation  compofée  efl  le  produit  ,•  c efl  d 
dire  , la  méthode  de  la  réduire  au  moindre  degré. 

De'  finition. 

TOute  équation  compofëe,  qu’on  fuppolë  fans  incom- 
menfurables , peut  être  divifée  fans  refte  par  des  équa- 
tions commenfurablesplus  Amples  qu’elle  n’eft  -,  ou  bien  elle 
ne  le  peut  pas. 

Lorlqu’elle  peut  être  ainA  divifée,  on  dit  qu’elle  efl:  ré- 
ductible , 8c  qu’elle  n’eft  pas  du  degré  où  elle  le  trouve , mais 
feulement  des  degrés  plus  Amples , dont  font  les  équations 
plus  Amples,  par  lefquelles  elle  peut  être  exactement  divi- 
fee,  lùppole  que  ces  équations  plus  Amples  nepuiflènt  pas 
être  divifées  par  d’autres  équations  commenAirables  encore 
plus  Amples. 

Mais  lorfqu’elle  ne  peut  être  ainA  divifée  lâns  refte  par 
d’autres  équations  commenlürables  plus  Amples  , on  die 
qu’elle  eft  irréductible , 8c  qu’elle  eft  du  degré  où  elle  le 
trouve. 

AinA  une  équation  du  cinquième  degré,  par  exemple, 
qui  ne  peut  être  divifée  lâns  refte  , par  aucune  équation 
commenfurable  plus  Ample,  eft  irréductible , 8c  elle  eft  pro- 
prement du  cinquième  degré. 

Mais  une  équation  du  cinquième  degré,  qui  peut  être  di- 
vifée fans  refte  par  une  équation  irréductible  du  fécond  de- 
gré, 8c  par  une  équation  irréductible  du  troifiéme  degré, 
eft  réductible , & elle  n’eft  pas  proprement  du  cinquième 
degré,  mais  du  fécond  8c  du  troiAéme  degré. 

R E M A R Q^U  E S. 

Pour,  faire  le  dénombrement  exaCt  des  équations  com- 
menfurablesplus  Amples, par’lefquelles  les  équations  compo- 
fees  réductibles  de  chaque  degré,  peuvent  être  divifees  fans 
refte , on  peut  dire  que  dans  chaque  degré  elles  ne  le  peu- 

R iij 
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vent  être  que  par  autant  d’équations  plus  fimples  qu’on  peut 
partager  le  nombre  qui  en  exprime  le  degré  en  d’autres 
nombres  entiers, y comprenant  l’unité,  qui  joints  enlèmble, 
feront  ce  même  nombre. 

On  peut  partager  le  nombre  3 qui  exprime  le  rroiliéme 
degré  : i°,  en  1, 1, 1 J z°,  en  1 , 1. 

Ainfi  les  équations  du  troifiéme  degré  ne  peuvent  être 
réductibles  qu’en  trois  équations  du  premier  degré,  ou  en 
deux  équations,  l’une  du  premier,  & l’autre  du  fécond  degré. 

On  peut  partager  le  nombre  4 qui  exprime  le  quatrième 
degré  : i",  en  1, 1,  r,  1 ; 2°,  en  r,  1,  2 ; 30,  en  1,  3 -,  4°,en  2, 1. 
Ainfi  les  équations  réductibles  du  4e  degré  ne  peuvenc 
être  divifées  (ans  refte  que  par  quatre  équations  chacune  du 
premier  degré  , ou  par  trois,  dont  deux  foient  du  premier, 
&c  la  troifiéme  du  fécond  degré;  ou  par  deux,  donc  l’une 
foie  du  premier,  & l’autre  du  troifiéme  degré  ; ou  par  deux, 
dont  chacune  foie  du  fécond  degré. 

On  peut  appliquer  facilement  ce  qu’on  vient  de  dire  aux 
degrés  plus  élevés. 

Loriqu’on  cherche  les  équations  commenfurables  plus 
fimples,  par  lefqueiles  une  équation  compofee  peut  être 
exactement  divifée , l’ordre  naturel  & la  facilité  de  l’opera- 
tion exigent  qu’on  commence  par  les  plus  fimples  ; c’eft  st 
dire,  i°,  qu’on  cherche  les  équations  du  premier  degré  par 
lefqueiles  elle  peut  être  divifée  ; aprcs.cn  avoir  trouvé 
une , qu’on  cherche  encore  fi  le  quotient  peut  être  divifé 
par  une  équation  du  premier  degré,  en  continuant  ainfi 
jufqu'à  ce  qu’on  trouve  un  quotient  qui  ne  puiflè  être  divifé 
par  une  équation  du  premier  degré  : 20,  fi  la  propofée  ne 
peut  êcre  divifée  par  une  équation  du  premier  degré,  ou  fi 
l’on  elt  arrivé  à un  quotient  qui  ne  le  puiflè  être,  il  faut 
chercher  fi  elle , ou  le  quotient  ne  peuvent  point  être  divifes 
par  une  du  fécond  degré  ; & fi  on  n’en  peut  trouver  du 
iècond  degré , il  en  faut  chercher  une  du  troifiéme  ; & ainfi 
de  fuite,  ne  paflant  aux  degrés  plus  compofés,  qu’aprés  être 
afTuré  qu’on  ne  peut  trouver  d’équations  plus  fimples , qui 
faflent  exactement  la  divifion  de  la  propofée. 

Il  faut  même  remarquer,  qu’en  cherchant  ainfi  les  équa- 
tions commenfurables  plus  fimples,  qui  font  desdivifeurs 
exaéts  d’une  propofée  , il  faut  fè  borner  à celle  dont  le 
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degré  eft  la  moitié  du  degré  de  la  propofce,  lorfque  la  pro- 
poiée  eft  d'un  degré  pair;  par  exemple,  fl  elle  eft  du  qua- 
trième degré , il  ne  faut  pas  palier  le  fécond  ; fi  elle  eft  du 
fixiéme , ne  pas  palTer  le  troilîéme , &c.  & fi  la  propofce  eft 
d'un  degré  impair, il  faut  le  borner  à l’équation  qui  eft  moin- 
dre d’un  demi  que  la  moitié  du  degré  de  la  propoféc  ; ainli 
il  faut  fe  borner  à une  équation  du  fécond  degré,  lorlque 
la  propofée  eft  du  cinquième  degré  ; à une  du  troifieme, 
lorlque  la  propofée  eft  du  fêptiéme,  &c. 

La  railon  eft  que,quand  on  aura  ces  équations  moindres  juf. 
qu’à  celle  du  degré,  qui  eft  la  moitié  de  celui  de  la  propofée, 
ou  d'un  demi  moindre  que  la  moitié  de  celui  de  la  propofée, 
-en  divilant  la  propolèe  par  ces  équations  moindres , les  quo- 
tiens  font  les  équations  plus  élevées,  dont  la  propolèe  eft  le 
produit  ; 3c  lî  l’on  ne  trouve  aucune  de  ces  équations  moin- 
dres , on  eft  afliiré  que  la  propolèe  n’eft  pas  divifible  par 
les  équations  plus  élevées , puilqu’elle  ne  le  Içauroit  être  par 
ces  équations  plus  élevées,  qu’elle  ne  le  foit  auflî  par  les 
moindres,  dont  le  degré  joint  avec  celui  des  plus  élevées, 
feroit  le  degré  de  l’équation  propofée. 

D’où  il  fuit , que  fi  une  équation  du  troifieme  degré  ne  le 
peut  divifer  par  une  du  premier  degré,  elle  eft  irréductible  ; 
fiune  du  quatrième  ne  peut  être  divifée  par  une  du  premier, 
& par  une  du  fécond , elle  eft  irréductible  ; fi  une  du  cin- 
quième ne  le  peut  êrre  par  une  du  premier , ou  par  une  du 
lecond  , elle  eft  irréductible,  & ainfi  de  fuite. 

On  a déjà  donné  la  méthode  generale  pour  trouver  les 
équations  commenfurables  du  premier  degré,  parlefquelles 
une  équation  compofée  peut  être  exactement  divifée  > ainfi 
on  fuppofera  dans  cette  lèction , qu’on  a déjà  trouvé  toutes 
les  équations  fimples  commenfurables  du  premier  degré, 
par  lefquelles  une  équation  compofée  peut  erre  exactement 
divilée , Ôc  qu’il  ne  s’agit  plus  que  de  trouver  les  autres  équa- 
tions commenlùrables  du  lêcond,  troifieme  degré,  &c.  par 
lefquelles  elle  peut  le  diviiër  exactement.  On  ne  parlera, 
point  du  troifieme  degré,  puifqu’il  fuffit  de  trouver  fi  une 
équation  du  troilîéme  degré  peut  ou  ne  peut  pas  fe  divifer 
fans  refte  par  une  équation  du  premier  degré , pour  fçavoir 
fi  elle  eft  réductible  ou  irréductible. 

On  n’appliquera  auflî  les  méthodes  qu’on  va  donner. 
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qu'aux  équations  du  quatrième,  cinquième  St  fixiéme  degré  $ 
parceque  dans  l’ufâge  ordinaire,  on  n’a  pas  befoin  des  de- 
grés plus  élevés,  où  les  calculs  font  immcnfes ; cependant 
ces  méthodes  peuvent  s’étendre  à tous  les  degrés. 

Pour  mettre  de  l’ordre  dans  cette  feâion,  on  expliquera, 
i",  la  méthode  de  trouver  les  équations  commenfurables 
du  fécond  degré , par  lefquelles  les  équations  du  quatrième, 
cinquième  & fixiéme  degré  peuvent  être  divifées  exacte- 
ment , lorfqu’il  manque  quelque  terme  dans  une  de  ces 
équations  du  fécond  degré,  dont  elles  font  le  produit;  com- 
me auflî  la  méthode  de  trouver  les  équations  du  fécond , 
troifiéme  & quatrième  degré,  dont  les  équations  du  cin- 
quième & fixiéme  peuvent  être  le  produit,  lorfqu’il  manque 
quelque  terme  dans  celle  de  ces  deux  équations  plus  fimples, 

3ui  eft  du  troifiéme  degré,  ou  du  quatrième.  z°.  La  méthode 
e trouver  les  mêmes  équations  commenfurables  plus  fim- 
ples, par  lefquclles  les  équations  du  quatrième,  cinquième 
te  fixiéme  degré  peuvent  être  divifées  fans  refie , lorfqu’il 
ne  manque  aucun  terme  dans  ces  équations  plus  fimples. 

PROBLEME  III. 

• a R OU  VE  R les  équations  commenfurables  du  fécond  degré  , 
par  lefquclles  une  équation  réduHible  du  quatrième  peut  être  divi- 
féc  fans  refit,  lorfquc  le  fécond  terme  manque  dans  une  de  ces  équa- 
tions du  fécond  degré.  Trouver  F équation  du  fécond  degré , (fi  celle 
du  troifiéme  ou  du  quatrième,  par  lefquclles  les  équations  réduc- 
tibles du  cinquième  (fi  fixiéme  degré  , peuvent  être  divifées  fans 
refte , lorf qu'il  manque  quelque  terme  dans  F une  ou  F autre  de  ces 
équations  du  fécond  tfi  troifiéme , ou  quatrième  degré.  Trouver 
enfin  les  deux  équations  chacune  du  troifiéme  degré , par  lefquclles 
une  équation  réduHible  du  fixiéme  degré , peut  être  divifèe  fans 
refie , lorf  qu'il  manque  un  ou  plufieurs  termes  dans  une  de  ces 
équations  plus  fimples  du  troifiéme  degré. 

Méthode. 

1".  Pour,  le  trouver  generalement , il  faut  fùppofér  que 
toutes  les  équations  du  quatrième  , cinquième  & fixiéme 
degré , font  exprimées  par  ces  formules , 
x*  nx'  ■+•  pxx  Orqx  r = O. 
x ' -*-  nx 4 -t-  pxi  •+-  qxx  ■+■  rx  -+-  s = O. 

«.  x*  -+-  nx'  -tpx*  qsd  -*-rxx  + sx  + t =0. 

Les 


/ 
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Les  lettres  n,p,q,  ficc.  marquent  d’une  maniéré  generale 
les  coeficients  avec  leurs  lignes  ; c’eft  à dire,  quoique  ces 
lettres  »,/>,  q , Sec.  ayent  les  lignes  -t-,  il  faut  fuppofer  que 
ces  lignes  marquent  ceux  des  termes  des  équations  qu’ex- 
priment ces  formules  ; fie  quand  ils  marquent  des  moins , il 
taut  changer  les  lignes  dans  les  formules  qu’on  trouvera  dans 
les  réfolutions  devant  ces  lettres,  aux  degrés  impairs  ; par 
exemple,  fi-t-»  marque  un  coéficient  négatif,  on  marquera 
dans  les  formules  des  réfolutions  le  ligne  — devant  »,  n\  Sec. 
Lorlqu’il  manquera  quelques  termes  dans  les  équations  que 
reprclentcnt  les  formules,  on  fuppofera  les  mêmes  termes 
des  formules  égaux  à zéro.  . 

i Il  faut  fuppofer  les  deux  équations  plus  lîmples  qu’on 
cherche , exprimées  d’une  maniéré  indéterminée  3 c’eft  à 
dire,  de  maniéré  que  chacune  ait  la  meme  inconnue  x que 
la  propofée , fit  que  les  coélicienrs  de  leurs  termes  foient 
marqués  par  des  lettres  indéterminées  5 on  prendra  pour 
ces  lettres  indéterminées,  les  lettres  f g,  h , /,  k,  /,  m,  laiflànc 
les  lettres  a , b , c,  d,  e,  pour  marquer  les  grandeurs  connues 
fie  déterminées  5 les  lettres  v,  x ,y,  a^,  pour  marquer  les  in- 
connues 5 fie  les  lettres  »,  />,  f,  r,  s,  t,  pour  marquer  les  coéfi- 
cients  des  formules  d'une  maniéré  generale. 

Ainli  pour  le  quatrième  degré,  on  fuppoferaque  les  équa- 
tions du  fécond  degré  qu’on  cherche,  font  xx-*-/x  -t-g  = o, 
& xx  - hx  / = o-,  pour  le  cinquième  degré,  xx-*-/x  -t-g 
= o , fie  x*  ■+•  hxx  ■+■  ix  k =03  pour  le  fixiéme  degré , 
xx  -i-  /x  -+-  g = o , Se  x4  -t-  hxs  /xx  •+•  hx  / = o 3 ou 
bien  lorfque  l’on  cherche  pour  le  fixiéme  degré  deux  équa- 
tions chacune  du  troifiéme  degré  , on  fuppofera  xi  /xx 
h-  gx  h = o , fie  x!  -t-  /xx  -t-  kx  -a-  l = o. 

Mais  parcequedansce  Problème  on  fuppofèque  le  fécond 
terme  manque  dans  une  des  deux  équations  plusfimples, 
on  fuppofera  dans  le  quatrième  degre  xx  -*-/x  g = o, 
& xx  -t-  /'=-  03  pour  le  cinquième  degré,  xx  fx  -+- g = o, 
fi£x'  + ix+il  = o 3 pour  le  fixiéme,  xx  -+-/x  g = o,  fie 
x*  -t-  ixx  -^k<  -*-/=  03  ou  bien  x’  -1-  gx-4-A  = o,fit  x'  + ixx 
H-  Lé  -t-  / = o. 

Si  c’étoit  quelqu’aurre  terme  qui  manquât  dans  l’une  ou 
l’autre  des  deux  équations  plus  (impies  de  chaque  degré , 
on  fuppolèroit  dans  les  équations  indéterminées  qu’on  vient 
de  former,  que  ces  termes  font  évanouis.  S 
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3".  Il  faut  multiplier  les  deux  équations  indéterminée» 
qui  font  pour  chaque  degré,  l’une  par  l’autre,  6c  leur  pro- 
duit fera  une  équation  indéterminée  du  même  degré  que  la 
propofee. 

On  fuppoféra  chaque  terme  de  cette  équation  indéter- 
minée (excepté  le  premier  ) égal  â celui  qui  lui  répond  dans 
la  formule  -,  c’efl:  à dire , le  fécond  terme  de  l’indéterminée 
égal  au  fécond  terme  de  la  propofée , le  troifiéme  égal  au 
troiliéme,  &c.  ce  qui  donnera  autant  d’équations  particu- 
lières qu’on  a fuppofe  de  lettres  indéterminées. 

4°.  On  regardera  toutes  ces  équations  particulières  com- 
me les  équations  du  Problème, qu’il  faut  réduire  à une  feule, 
dont  l’inconnue  fbit  la  lettre  indéterminée  de  celle  des  deux 
équations  indéterminées  plus  fimples,  qui  n’a  que  les  feuls 
premier  6c  dernier  terme,  ou  dont  l’inconnue  loit  la  lettre 
indéterminée  qui  marque  le  coéficient  du  fécond  terme  de 
la  plus  fimple  des  deux  équations  indéterminées,  ou  fi  le 
fécond  terme  en  eft  évanoui  , la  lettre  indéterminée  qui 
marque  le  coéficient  du  troifiéme  terme  de  la  même  équa- 
tion 5 c’eft  à dire,  on  dégagera  toutes  les  déterminées  com- 
me étant  des  inconnues,  obférvanc  de  ne  pas  dégager  l’indé- 
terminée , qui  doit  fervir  d’inconnue  à l’équation  du  Pro- 
blème. 

Cette  équation  qui  a pour  inconnue  une  des  lettres 
indéterminées  des  équations  indéterminées,  s'appelle  U 
Réduite. 

On  cherchera  la  valeur  commenfurable  de  l’indéter- 
minée de  la  réduite  par  la  méthode  generale  , ou  lorfque 
la  réduite  n’eft  que  du  fécond  degré,  par  la  méthode  qu’on 
a donnée  pour  le  fécond  degré, 

Ou  bien  on  trouvera  une  féconde  réduite  qui  ait  pour 
inconnue  la  même  indéterminée,  & on  cherchera  le  divi- 
féur  commun  des  deux  réduites  , & enfuite  la  valeur  de 
l’inconnue  du  diviféur  commun. 

La  valeur  de  l’indéterminée  de  la  réduite  étant  connue , 
en  la  fubftituant  dans  les  équations  particulières,  on  déter- 
minera tous  les  coéficients  indéterminés,  & par  conféquent 
on  aura  les  deux  équations  qu’on  cherche. 

Ou  bien  on  fubftituera  la  valeur  de  l’indéterminée  de  la 
réduite  dans  la  plus  fimple  des  deux  équations  indeter* 
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Minées  qu’on  a fuppofécs,  & l’on  aura  apres  les  fubflitutions, 
les  formules  qui  marquent  une  des  équations  plus  fimples, 
par  lefquelles  la  propofée  peut  Ce  divifer  exa&ement,  fi  elle 
n’eft  pas  irréductible , ou  bien  on  aura  les  formules  des  deux 
équations  plus  fimples  , fi  on  a fait  toutes  les  fubflitutions. 
On  s’en  fèrviraenfuite  pour  réduire  une  équation  compofée 
aux  plus  fimples  dont  elleeft  compofëe. 

Tout  ceci  s’éclaircira  parles  applications  qu’on  en  va  faire 
aux  équations  du  quatrième , cinquième  & fixiéme  degré, 

application  de  la  méthode  aux  équations  du  quatrième  degré. 

Pour  trouver  les  équations  commenfurables  du  fécond 
degré,  par  lefquelles  une  équation  rédudible  du  quatrième 
degré  peut  fe  divifer  fans  refte,  dans  les  cas  où  le  fécond 
terme  manque  dans  l’une  des  deux  équations  du  fécond 
degré  qui  en  font  les  divifeurs. 

i°.  On  fuppoféra  la  formule  du  quatrième  degré  x*  ■+-  »*’ 
-s-  px  x -+-  qx  •+•  r = o. 

i”.  On  fûppoféra  les  deux  équations  indéterminées  du 
fécond  degré  xx  fx  -*  g = o,  xx  -t-  / = o,  dans  lefquel- 
les/, g,  font  des  indéterminées,  & le  fécond  terme  eft 
évanoui  dans  la  féconde  xx-*-  i = o. 

3°.  On  prendra  le  produit  de  ces  deux  équations  du  fécond 
degré , & l'on  aura  l’équation  indéterminée  du  quatrième 
degré  x'  -*  fx ’ -+-  gxx  -*fix  -*  gi  = 0. 

-+-  ixx 

On  comparera  les  termes  de  cette  équation  (excepté  le 
premier) avec  ceux  de  la  formule, qui  leur  répondent  ; c’eft 
a dire , on  les  fuppoféra  égaux  ; ce  qui  donnera  ces  quatre 
équations,  i ",/=»;  1e,  g -*-/=/>;  3C,  ft—qi  4e,  P — r. 

4°.  On  regardera  ces  quatre  équations  particulières  com- 
me les  équations  du  Problème;  les  indéterminées /j  g,  it 
féront  confiderées  comme  des  inconnues  qu’il  faut  dégager, 
& il  faut  réduire  ces  équations  à une  feule  équation  qui  ait 
pour  inconnue  l’indéterminée  i de  l’équation  xx  ■+■  i — o. 

La  première  équation  /=  » , détermine  déjà  la  valeur 
de/;  & la  fubftituant  dans  la  troifiéme  fi  — q , l’on  aura 
»»  = q%,  & divifànt  chaque  membre  par  n , l’on  aura  i — 2. 

Cette  égalité  rendant  i déterminée  , l’équation  indéter- 
minée xx  ■+•  i ===  o j devient  déterminée , & l’on  a xx-*} 

Sij 
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= o,  pour  l’une  des  deux  équations  du  fécond  degré , pâf 
lefquelles  une  équation  du  quatrième  degré  peut  le  divifèr 
exactement,  lorfqu’elle  eft  le  produit  de  deux  équations  du 
fécond  degré  , dans  l’une  defquclles  le  lècond  terme  eft 
évanoui. 

On  peut  déterminer  l’autre  équation  indéterminée  xx-t-fx 
-4- g = o , en  fubftituant  la  valeur  de  i,  qui  eft  dans  la 
fécondé  équation  g + i = p,  ou  dans  la  quatrième  g/  = ri 
car  la  féconde  donnera , après  la  fubftitution , g = p — I, 
& la  quatrième  g = -7-i  ainli  l’équation  indéterminée  xx 
■+-/*  -t-  g = o,  fè  changera  en  l’équation  déterminée  xx  •+■  nx 
H-  p — î = o,  ou  bien  en  xx  nx  -j-  = o. 

On  peut  encore  trouver  une  autre  équation  pour  déter- 
miner la  lettre  indéterminée  i > car  en  prenant  les  valeurs 
de  g dans  la  féconde  & dans  la  quatrième  équation  parti- 
culière g-v  i — p,  & gi  = r , l’on  aura  g — p — /,  g — f j , 
par  confcquent  p — / = i -,  & multipliant  par  i,  l’on  aura 
l’équation  du  fécond  degré  il  — pi  -+-  r — o,  qui  eft  celle 
qu’on  a nommée  la  réduite  -,  & la  refol vant,  on  trouvera 
i = \p±V\pp  — r. 

Application  des  formules  quon  vient  de  trouver , à une  équation 
particulière  du  quatrième  degré. 

Soit  l’équation  du  quatrième  degré  x 4 -+-  3 ax'  ■+■  abxx 

— a a xx 

— }a’x  — a'b  = O.  Il  s’agit  de  trouver  fi  elle  n’eft  point 
rédu&ible  en  deux  équations  du  fécond  degré,  dans  l’une 
defquelles  le  fécond  terme  foit  évanoui. 

i°.  Afin  que  la  formule  du  quatrième  degré  x 4 -r-  nx ’ -+-  px* 
•*-  qx  r — o , reprefénte  cette  équation , il  faut  fuppofer 
h-  n = -4-3  ai  -i-  p = ab  — aa  > -f  q = — 3 j ■+■  r = 

— a'b. 

i”.  Il  faut  mettre  dans  la  formule  acx  •+•  - = o , la  gran- 
deur reprefèntée  par  J,  qui  eft  — 3 a'  divifee  par  -1-3 a = 

— aai  & l’on  aura  au  lieu  de  xx  -t-  | = o , l’équation  xx 

— aa  — o. 

3°.  Il  faut  divifér  la  propofëe  par  xx  — aa  — o,  6c  l’on 
trouve  que  la  divifion  fe  fait  fans  refte , & que  le  quotient 
exa&  eft  xx  -t-  $ax  ab  = o. 

Ainfi  la  propofée  n’eft  pas  du  quatrième  degré,  mais  elle 
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fe  réduit  aux  deux  équations  du  fécond  degré  x x-—aa  = o, 
xx  -*-  \ax  -+-  ab  = o. 

On  trouveroit  aufîi  l’équation  xx  3 ax  or  ab  — o , en 

mettant  dans  la  formule  xx  -*-  nx  •+■  p — ^ = 0,  les  gran- 
deurs reprelentées  par  n,p, 

Application  de  la  méthode  du  troijîème  Problème  aux  équations 
du  cinquième  degré. 

P ou»,  trouver  les  équations  commenfurablcs  du  fécond  5c 
du  troifiéme  degré,  par  lefquelles  une  équation  réductible 
du  cinquième  degré  peut  le  divilér  fans  relie,  fuppofé  que 
le  fécond  terme  manque  dans  l’équation  du  fécond  degré; 

1".  Après  avoir  fuppofe  la  formule  du  cinquième  degré 
V-t-  nx*-*-  pxi  -*-  qxx  rx  ■+■  s = o,  on  fuppoféra,  i",  les  deux 
équations  indéterminées  xx-*-  g = o , x%  -*-  hxx  ■+ -ix-*-k 
= o,  dans  lefquellesg,  h,i,  k.,  font  indéterminées,  & le 
fécond  terme  ell  évanoui  dans  xx  -*-g  = o. 

30.  On  en  prendra  le  produit  x ' -+-  hx*  ■+■  ix1  kxx  -*■  gix 

gx  -+-  ghxx 

-*■  gk  = o ; & comparant  les  termes  de  cette  équation  avec 
ceux  de  la  formule,  on  aura  les  cinq  équations  particulières 
qui  fùivent,  t",  h = n ; 1%  i -*-g  = />;  3e,  k-*~gh=q  ; 
4%  gi  — ri  5',  gk  — s. 

4°.  Regardant* ces  équations  comme  celles  du  Problème, 
on  les  réduira  à une  feule,  qui  n’aura  pour  inconnue  que  la 
lettre  indéterminée  g. 

On  trouve  d’abord  que  l’indéterminée  h effc  égale  à » ; 5c 
prenant  dans  la  fécondé  ôc  la  quatrième  la  valeur  de  5c 
comparant  ces  valeurs  de  i , l'on  trouve  la  réduite  qu’on 
cherche , i=p  — g — ti  donc gg  • — pg-*-r  = o. 

Refblvant  cette  réduite , on  trouve  g = ’ />  ± pp  — n 
par  oonféquent  xx-*-g= o,  fc  change  en  xx-*-~p+V~pp  — r 

On  peut  trouver  une  autre  réduite  en  comparant  les  va- 
leurs de  k prifés  dans  la  troifiéme  & la  cinquième  équation  ; 
car  l’on  aura  k—q  — ng  — j i donc  ngg  — qg  ■+•  s = o , 
ou  bien  gg  — & refol vanc  cette  équation , 

on  trouve  g— — è » Par  conféquent  xx-*-g  = oi 
£e  change  en  **  r*.  -£■  £ v^—  ; = 9, 
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On  peuc , fi  l’on  veut , par  les  fubftitutions  déterminer 
l’équation  x'  -+-  bxx  -+-  ix  a-  k = o -,  mais  cela  eft  aflèz  inu- 
tile , car  quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière 
du  cinquième  degré  le  peut  divifer  fans  relie  par  une  plus 
fimple  du  lècond  degré,  dans  laquelle  le  fécond  terme  foie 
évanoui,  & par  une  du  troifiéme  degré,  il  fuffira  de  lûbfti- 
tuer  dans  la  formule  xx  p ±:  V ^ pp  —~r  = o , ou  dans 
xx-4--£r±.V~-n — ï =0,  les  grandeurs  rcprelêntées  par»,p, 
ÿ,r,j,&diviièrenfuitel’équation  propofeepar  cette  équation 
du  lècond  degré  qu’on  vient  de  trouver  -,  car  fi  la  propolée  le 

Îieut  divifer  lans  relie  par  cette  équation  du  fécond  degré, 
e quotient  lèra  lequation  du  troifiéme  degré,  dont  la  pro. 
polce  cil  compolce;  & fi  elle  ne  peut  le  divifer  lins  relie 
par  cette  équation  du  lècond  degré , la  propolée  ne  (ijauroit 
être  réduite  en  deux  équations  dont  l’une  foit  du  lècond 
degré , où  le  fécond  terme  eft  évanoui,  Sc  l’autre  du  troi- 
fiéme degré. 

application  de  la  méthode  du  troifiéme  Problème  aux  équations 
du  fixiéme  degré. 

Lorsqu’une  équation  du  fixicme  degré  dont  la  formule 
generale  eft  x(-r-nx'  -+-  px ‘ qx'  -t-  rxx  sx  1=  o,  peut 
être  exactement  divifée  par  une  équation  du  fécond  degré 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  & par  ifne  du  4e  degré, 
qui  a tous  fes  termes  ; on  fuppofera,  i°,  pour  les  trouver, 
les  deux  équations  indéterminées  x x -+-  g = o , & x*  hx' 
ixx  -t-  kx  •+■  / = o ; & après  en  avoir  trouvé  le  produit 
x * ■+•  hx'  •+■  ix*  kx'  -t-  Ixx gkx  -t-gl—o,  on  comparera 

-+-  g ic4  -t-  ghx'  -t-  gixx 

les  termes  cle  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  generale 
qui  leur  répondent } ce  qui  donnera  les  fix  équations  parti- 
culières fuivantes. 

ï\h  — ni  1,  i+g  — pi  3r,  ê -4 -gh=q-,  4 ',l-*-gi  — r\ 

j‘,gk  = s>  6c,gl=  t. 

1 Regardant  ces  équations  comme  celles  du  Problème, 
on  cherchera  la  réduite  , qui  n’ait  pour  inconnue  que  la 
lettre  indéterminée  g. 

On  la  trouvera  en  comparant  les  deux  valeurs  de  k prilès 
dans  la  troifiéme  &.  la  cinquième  ; car  on  aura  kz=q  — ng 
= J,  i d’où  l’on  déduira  ngg  — qg  ■+■  s = o,  ou  bien  gg  — lg 
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h-  ; = o,  qui  étant  réfolue,  donnera  g = — ; i 

fubftituant  cette  valeur  de  g dans  xx  -t-g  = o,  elle  fera 
changée  en  xx  ■+■  ± V—  — J = o , qui  eft  la  formule 

dont  on  a befoin  : 

Car  quand  on  aura  une  équation  particulière  du  fixiéme 
degré  ; pour  voir  fi  elle  peut  être  divifëc  par  une  du  fécond, 
où  le  lécond  terme  manque,  6c  par  une  du  quatrième  qui 
ait  tous  fes  termes,  on  fubftituera  dans  la  formule  xx  •+■  £ 
± y'  — j-  = o,  les  grandeurs  repréféntées  par  les  lettres 
n,  g,  a 6c  on  diviiéra  enfuite  la  propofée  par  l’équation 
qu’on  trouvera  ; 6c  fi  la  divifion  eft  exacte , on  aura  ce  qu'on 
cherche. 

Autre  application  de  l.t  méthode  du  troifîéme  Problkm» 

_ aux  équations  du  cinquième  degré. 

(^2 u an  d une  équation  du  cinquième  degré , dont  la  for- 
mule generale  eft  x'  nx 4 px'  -t-  qxx  rx  s = o,fe 

peut  divilêr  exa&ement  par  une  équation  du  fécond  degré 
qui  a tous  fes  termes,  & par  une  autre  du  troifiéme  degré, 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui  ; on  fuppofera  pour  les 
trouver,  i°,  ces  deux  équations  indéterminées  x x -+-  fx  ■+-  g 
= 0,  x!  ■+■  ix  -t-  k — o -,  £>c  après  avoir  trouvé  leur  produit 
x'  -t-fx*  - 1-  ix * kxx  fkx  -4-  gk  — o , on  comparera  les 
•+-  gx'  -t-fixx-t-gix 

termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  generale  qui 
leur  répondent  ; ce  qui  donnera  les  cinq  équations  particu- 
lières luivantes;  1 ",/  = »>  ic,  i-s-g=p-,  3 \ k-t-fï  = q i 
4e,  fk+-gt  — ri  j\  gk  — s. 

i".  On  cherchera  par  ces  équations  une  réduite  qui  n’aic 
pour  inconnue  que  l’indéterminée  g,  6c  on  la  trouvera  en 
prenant  la  valeur  de  i dans  la  z\  qui  eft  / = p — g j 6c  fub- 
fticuant  cette  valeur  de  i dans  la  on  aura  une  valeur  de 
k = q — np-i-ngi  enfin  comparant  cette  valeur  de  k avec 
une  autre  valeur  de  k prifé  dans  la  5e,  qui  eft  k = j- , l’on 
aura  la  réduite  q — np  ■+•  ng  = f } qui  fe  réduit  à ngg  — npg 

, " 

***•  s = o,  ou  bien  gg  — pg  — ~ — o,  laquelle  étant  réfo* 


S 


ue,  l’on  aura  g = 1 p — — ^ ï P — ir 
£11  bftituant  les  valeurs  de  /==  s 6c  de  g dans  xx-i-fx+g  ~ot 


y 
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l’on  aura  xx  ■+■  nx  -+■  { p — jJ-rtV'i  p — -+-  - = o , qui 

cft  la  formule  donc  on  a befoin. 

On  peut  encore  trouver  une  féconde  réduite  qui  n’ait 
d’inconnue  que  l'indéterminée  g,  en  prenant  les  valeurs  de  k 
dans  la  troisième  & la  quatrième  équation  ; car  l'on  aura 
k — q — ni  = & mettant  dans  cette  équation  la  valeur 

de  i prifé  dans  la  fécondé  , qui  cft  i — p — g,  l’on  aura 
q — np  ■+•  »g  = , qui  fé  réduit àgg  — pg  •+-  r = o: 

— nng  •+-  nnp 
— 

Cette  équation  étant  réfolue  , on  aura  g = ~ p •+■  -*£■ 

± v'-f  p — r — nnp  -+-  nq. 

Subftituant  les  valeurs  de/&  de  g dans  xx  -*-fx  ■+•  g = o, 
on  aura  xx  -+-  nx  i p -+■  ± V A p -+■  — r — nnp  -+■  nq 

e=o,  qui  eft  une  féconde  formule  pour  la  réfolution. 


Application  de  ces  formules  à une  équation  particulière 
du  cinquième  degré , 

Soit  une  équation  du  je  degré  x5  -*-ax*  — aax*  -4-  aabxx 

abx * — a' xx 

+-a'bb  — O;  il  faut  voir  fi  elle  ne  peut  point  fè  réduire  à 
deux  équations  plus  fimples , l’une  du  fécond  degré , & l’au- 
tre du  troifîéme  dont  le  fécond  terme  foit  évanoui,  qui  en 
foientdes  divifèurs. 

1".  Pour  la  raporterà  la  formule  generale,  il  faut  fuppo- 
fér  •+■  n = -*-  a , -*-p  = — aa  ab,  h-  q — aab  — a\ 
H~  r = o , -t-  s -1-  abb. 

a".  Il  faut  fubftituer  dans  la  formule  xx  -v-  nx  .+• \p  — ■— 

~ ^ î P — Or  -*-  £ = o , les  valeurs  des  lettres  n,  />,  &c.  & 
l’on  trouve  que  \ p s-  = — — — 0 . ainfi 

le  quarré  | p — = o ; mais  V ~ — 'd -1-  a..bb=ab } 
ainfî  la  formule  fc  change  en  xx  -t-  ax  ■+■  ab  — o. 

Divifant  la  propofee  par  xx  ax  -t-  ab  = o,  on  trouve 
le  quotient  exaét  x’  — aax  aab  = o.  Ce  qui  étoit  pro- 
pofé. 

On  rrouveroic  la  même  équation  xx  -+-  ax  -4-  ab  ■=  o , 
en  fé  fèrvant  de  la  fécondé  formule  xx  nx  ■+•  p -t-  ■%- 


~ i3  -t-  -îr  — r — nnp-i-nq  — Q. 


Autre 
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Autre  application  de  la  méthode  du  t roi  filme  Problme 
aux  équations  du  fixiéme  degré. 

Lorsqu’une  équation  du  fixiéme  dcgrc,  repreféntée  par 
la  formule  generale  x*  -4-  nx'-*-px*  qx>-s-rxx-*-sx-s-t=  o, 
eft  le  produit  d’une  équation  du  fécond  degré  qui  a tous  fés 
termes,  & d’une  autre  du  quatrième,  dont  le  fécond  terme 
eft  évanoui  -,  pour  trouver  les  formules  propres  à la  réduire 
à ces  deux  équations  plus  fimples  : 
i°.  Après  avoir  fuppofë  ces  deux  équations  indéterminées 
xx  -hfx-t-g=o,>e*-+-  ixx-t-  Âx  -t- 1 — o,  &c  pris  leur  pro- 
duit x‘  •+•  /*’  ■+■  gx*  -+-  itv’  •+•  Ixx  •+■  gkx-^gl— o i on  com- 

-t-  tX*  •+-  fix 1 -S-gIXX  ae-  flx 

-¥■  fkxx 

parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule 
generale  qui  leur  répondent  ; & l'on  trouvera  les  fix  équa- 
tions particulières  qui  fuivent  : i,c,  /==  ni  ic,  g -t-  / =p i 
3 \k-*-fi  — q>  + ,l-+-gi-+-fk.  = n f,gk+fl—s>  6',gl 

= t. 

i°.  Confiderant  ces  fix  équations  comme  celles  du  Pro- 
blème, on  cherchera,  en  dégageant  les  indéterminées  com- 
me fi  c’étoit  des  inconnues,  une  réduite  dont  l’inconnue  foie 
l’indéterminée  g i & l’on  trouvera  par  la  i\  i = p — g,  par 
la  3e,  k.—  q — fi  ■=  q — np-^ng,  par  la  4,  l — r — gp 
■+■  ig  — nq  -¥■  nnp  — img  > par  la  5e,  / = . 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  l,  on  aura  la  réduite  qu’on 
cherche,  qui  étant  ordonnée , eft  zngg  — mpg -h  n'p  = o} 

-*-1&  —”nq 

— »!g  nr 
— s 

ou  bien  divifant  le  tout  par  in , gg  — ÎS 

nnp  — nq  Sr  r — ^ 

•+• 1 — u- 

On  peut  encore  trouver  une  féconde  réduite  du  fécond 
degré  dont  g foit  l’inconnue  ; i°,  en  comparant  les  valeurs 
def  prifès  dans  la  cinquième  & fixiéme  équation  -,  car  l’on 
aura  l = , qui  fe  réduit  à «gg  — npg  — s 

+ n +7- 

c=  0 j d’où  l’on  déduira  gg  = /g  -+-  jf.  L’on  a déjà  par  la 

— ïS  — r 


T 
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première  réduire  a = - -V—f-M-i 


par  conféquenc  pg-*-  ~ = * S ü 

— H— T 

ôtant  les  fractions , ordonnant  cette  équation,  & faifant  en 
forte  que  le  premier  terme  n’ait  pour  cocficienc  que  l’unité, 

on  aura  la  féconde  réduite  gg 


ut 


TOI  -t-  1 


nn  ■ 


= o. 


Quand  on  voudra  examiner  lî  une  équation  particulière 
du  lixiéme  degré  eft  le  produit  de  deux  équations  com- 
menfurables  plus  fimplcs , donc  l’une  eft  du  fécond  degré 
avec  tous  fcs  termes,  & l’autre  du  quatrième, dont  Je  fécond 
terme  eft  évanoui , il  faudra , après  avoir  fubftitué  dans 
laquelle  on  voudra  des  deux  réduites  precedentes , les  gran- 
deurs de  l’équation  propofée,  repreféntées  par  les  lettres  », 
p,  q,  &c.  trouver  la  valeur  de  l’indéterminée  g,  & fùbftituer 
comité  cette  valeur , & celle  de /,  dans  xx  fx  •+-  g = o, 
Ôcdivifèr  la  propofée  par  l’équation  réelle  dans  laquelle  xx 
fx-*-g  = o aura  été  changée  * & fi  la  di  vifton  fé  fait  exac- 
tement, on  aura  les  deux  équations  plus  Amples  du  fécond 
& du  quatrième  degré  , aufquelles  la  propofée  peut  être 
réduite. 

Ou  bien , fi  l’on  veut , on  pourra  fubfticuer  les  grandeur» 
de  la  propofée , reprefentées  par  »,  p,  &c.  dans  les  deux 
réduites,  8c  trouver  enfuite  le  plus  grand  diviféur  commun 
des  deux  réduites  après  la  fiibftitution  ; ce  plus  grand  divi- 
féur commun  fera  trouver  facilement  la  valeur  de  g;  après 
quoi  on  la  fobfticuera  avec  la  valeur  de /dans  xx  -k  /*.-+-  g 
= o,  & on  diviféra  la  propofée  par  l’équation  du  fécond 
degré  qui  en  naîtra. 

Autre  application  de  la  méthode  du  troiféme  PrMime 
aux  équations  du  fixiéme  degré. 

Qu  and  une  équation  du  fixiéme  degré,  reprefèntée  par 
la  formule  generale  x4-*-  nx1  px'-+-  qx‘  -t-  rxx  -s-sx-r  t — o, 
eft  te  produit  de  deux  équations  plus  fimples  chacune  du 
trentième  degré,  dans  l’une  defquelfcs  le  fécond  terme  eft 
évanoui  j pour  trouver  fcs  formules  ou  les  réduites  propres 
4 trouver  ces  deux  équations  plus  fimples  $ 


\ 
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i*.  Apres  avoir  fùppofë  les  deux  équations  indéterminées 
gx  -4-  h = o,  x1  -4-  txx  -4-  kx  -t- 1 = o,  & pris  leur  pro- 
duit x‘  -+-  ix'  •+■  gx*  ■+•  hx'  ■+■  hixx  -+-  hkx  hl  = o,  on  com- 
tx*  -+-  /x’  -4-gkxX  -+•  g/x 


parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule 
generale  > ce  qui  donnera  les  fix  équations  particulières  qui 
luivent  : i",  i ==  n » g ■+■  h ==p  5 3',  h g/  = ^ J 4',  A* 
ri  j\  hk^-*-  gl  = s i 6',  hl  = /. 

i°.  Pour  trouver  la  réduite  dont  g loir  l’inconnue,  on  aura 
par  la  1'  k.=f — % f par  la  / = q — h — »g  ; par  la  4e, 
k.=  par  la  / = -*=*&= tAt. 

Comparant  les  deux  valeurs  de  k.,  l’on  aura  p — g -= 
d’où  l’on  déduit  h = **  ~/{"r  • U faut  remarquer  cette 
valeur  de  h. 

Comparant  enfuite  les  deux  valeurs  de  l,  on  aura  q — h 

ng  — ‘ r , qui  fe  réduit  à — »gg  ■+■  qg  — r = 

— hp  i d’où  l’on  déduit  h = ■ *■ . 

Comparant  enferable  les  deux  valeurs  de  A , on  trouvera 
K -PÆjti.  = , qui  fe  réduit  à 1 g’  a»gg  — »^g  -+-  «r 

— iks+irg—fr 

■+-  p/g 

= o , qui  eft  la  réduite  qu’on  cherche. 

Pour  trouver  une  féconde  réduite  dont  0 foit  l’incon- 


nue , on  comparera  enfêmble  1a  valeur  de  h — , 

déjà  trouvée,  avec  la  valeur  de  h prifé  danslafîxiéme  équa- 
tion,qui  eft£  = f,  après  avoir  mis  dans  h = j-  la  valeur  dé 
l — q — h — ng  — 

& l’on  aura  ■=  -^-^-"^-,7.,  > après  en  avoir 

ôté  les  fractions , on  aura  r — w'  — »»m  •+•  »»rg  — nV  = 0, 

-t —r^i^rr 
4-1® 

qui  eft  une  féconde  réduire, qu’on  abaiflera  au  fécond  degré 
en  prenant  dans  la  réduite  precedente  la  valeur  de  g*  St 
de  g\  & les  fubfhtuant  dans  cette  équation.  L’operation  fê 
fait  de  la  maniéré  fuivante. 

11  faut  multiplier  la  — i9*m<+vu*g — ixfrssi, 

Seconde  réduite  par  i,  , 

« l’on  aura  -+4’U 

Tij  • • 
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1 1 faut  multiplier  la  pre-  lx«-_  „„s< 
miere  réduite  par  £ , 6c 
l’on  aura 


& fubftituer  dans  la  fé- 
condé la  valeur  de  ig4, 
6c  l’on  aura 


— fi’  + 

-*•  »»t‘ -4- ffil  — if'S  -4-t rr 
— U1U  ■+■  *4- 

-+- 


Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  g’,  prife  de  la  première  rédui- 
te,  dans  cette  équation.  Pour  cela  il  faut  multiplier  cette 
équation  par  î , 8c  l’on  aura 


— Ipt'  — 4 ntpis  -+-  itinrg  — 4 njr  — o , 

ippss  —6prg  -4 -+rr 


6c  fubftituer  la  valeur  de 
— ïnwg’  » que  l’on 

voit  ici,  ( qui  cft  prifé  de 
la  première  réduite  mul- 
tipliée par — p-*-n»)dans 
l’équation  précédentes  & 
on  trouvera  enfin  cette 
féconde  réduite  'du  ic 
degré , 


— inm  -+-  + »;«  ■+■  4"’>« 

■+■  — v>‘t 

— ipg'  7 *+*  n”PU  — »M!  -4-npi 

— »♦«  -4-,,'K  _„î, 

— if fil  •+-  ifrg  —ffr 

■4-  — MW*  -4-  nnfr 

-r-f't 

— nnppg 

—ms  —4 m -+-4"  =0. 

— n'il  -*■  W*-*-  4»»< 

■4-  4 'Si  -4-  wnrj  — 4»î T 

— — — fl» 

-*-th  *4- 

-4**tj / -4-nnpf 
■ — »'■;«  — »*i 


ou  bien  en  changeant 
tous  les  lignes,  on  aura 
cette  féconde  réduite 
du  ie  degré. 


•*-tfli  ■+■  4frS  —4" 
*•  »*U  — l”MS  — 4»”* 


— 4 TU  —vfnrt+.+ njr 
•4-  itJU  1-n,t  -+-  ftr 

— f'i  —*t‘ 
*— 

JM/gf  -4- 


Quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière  du 
fixiéme  degré  eft  le  produit  de  deux  plus  fimples  commen- 
furables  chacune  du  troifiéme  degré  , dont  l’une  des  deux 
n’ait  pas  fon  fécond  terme,  i°,  il  faudra  fubftituer  les  gran- 
deurs de  l’équation  repreféntées  par  n,j>,q,  Sic.  dans  ces 
deux  réduites;  trouver  leur  plus  grand  commun  diviféur ; 
8c  par  le  plus  grand  divifeur  commun,  trouver  la  valeur  de  g» 
ou  bien  la  trouver  feulement  en  refolvant  la  fécondé  réduite 


du  fécond  degré. 

a°.  Il  faudra  fubftituer  la  valeur  de  g qu’on  vient  de  trou- 
ver, dans  l’équation  h ==  , ce  qui  donnera  la  valeur 

# de  h. 
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3*.  11  faudra  fubftiruer  les  valeurs  deg  & de  h dans  x’-*-  gx 
■*-  h — o,  & divilcr  la  propofce  par  1 équation  qui  naîtra  de 
la  fubftitution  ; & fi  la  divifion  eft  exacte , on  aura  les  deux 
équations , dont  la  propofce  eft  le  produit. 

Avertissement. 

Les  applications  qu’on  vient  de  faire  de  la  méthode  du 
troificme  Problème,  luffilênt  pour  la  faire  concevoir,  & pour 
apprendre  à trouver  loi  - même  les  formules  des  réfolutions 
de  tous  les  cas  où  il  manque  un  ou  plufieurs  termes  dans  les 
équations  fimples,  dont  la  compolee  eft  le  produit;  od  les 
peut  voir  dans  l’onzieme  réglé  de  Mr  Hudde,  dans  la  lettre 
de  la  réduction  des  équations , qui  eft  à la  fin  du  premier 
Volume  de  la  Geometrie  de  M'  Dcfcartes. 

Démonf  ration  du  troificme  Problème. 

T .es  deux  équations  indéterminées  qu’on  fuppolë,  comme 
dans  le  premier  exemple  xx  fx  g = o , xx  - » = o , 
reprefentent  par  leurs  coéficients  indéterminés  /,g,  »,  les 
deux  équations  réelles  plus  fimples,  dont  la  propolee,  qui 
eft  reprefentée  par  la  formule  generale  x4-t-  nx'~*-pxx-*-qx 
•+-  r ■=■  o,  eft  le  produit  ; par  confcquent  le  produit  de  ces 
deux  équations  indéterminées , qui  eft  x4-*-/x‘  gxx  ■+■  fix 

+ ixx 

•*-gi  = o,  repre/ènte  l’équation  propofée,  & n’eft  qu’une 
même  équation  , que  quelques  - uns  appellent  identique  i 
ainfi  l’une  eft  égale  à l’autre , & l’on  a l’équation  x4  ■+■  fx * 
g xx  -+-  fix  gi  = x4  -+-  nx'  ■+■  fxx  -t-  qx  -t-  r ; ou 
ixx 

bien  x4  •+-  fx]  gxx  -t-  fix  ■+■  gi  = o. 

-+-  ixx 

— x4  — nx'—pxx  — qx  — r , 

Les  termes  de  l’une  font  égaux  aux  termes  correfpondans 
de  l’autre,  ou  ( fi  l’on  veut  ) chaque  terme  de  l’une  moins  le 
terme  correfpondant  de  l'autre,  eft  égal  à zéro  ; l’on  a donc 
autant  d’équations  particulières  pour  déterminer  les  indé- 
terminées , qui  peuvent  être  regardées  comme  les  incon- 
nues du  Problème,  qu’on  a fuppofé  d’interminées  ; ainfi  on 
les  peut  toutes  déterminer. 

Or  il  eft  évident  qu’aprés  qu’on  aura  trouvé  les  valeurs 

Tiij 
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réelles  des  indéterminées , fi  on  lubftitue  ce  s valeurs  à leur 
place  dans  les  deux  équations  indéterminées  xx  fx  ■+-  e 
= o t xx  i — o,  ces  deux  équations  étant  devenues  réel- 
les, de  feintes  qu’elles  étoient,  leur  produit  fera  precifément 
la  propofée  : car  les  valeurs  réelles  des  indéterminées  n’ont 
été  trouvées  qu'en  vertu  de  cette  fuppofition.  Elles  font 
donc,  étant  devenues  réelles,  les  deux  équations  plus  Am- 
ples qu’on  cherchoit , par  lefquelles  la  propofée  peut  être 
exactement  divifée. 

La  méthode  du  troifiéme  Problème  fait  donc  trouver  ce 
qui  étoit  propofé. 

Remarques  fitr  la  méthode  qui  employé  dans  les  équations  , 
outre  les  inconnues , des  grandeurs  indéterminées. 

• La  méthode  de  fe  fervir  d’équations  qui  contiennent  des 
grandeurs  indéterminées,  eft  un  des  principes  les  plus  fé- 
conds de  l’Analyfe  pour  faire  des  découvertes;  c’eft  à dire, 
pour  réfoudre  les  Problèmes  les  plus  compofés.  Cette  mé- 
thode confifte  à reprefenter  par  des  grandeurs  indétermi- 
nées , les  grandeurs  véritables  que  l’on  cherche  ; à fuppofer 
que  cette  exprelfion  indéterminée  eft  égale  à l’expreflion 
de  ces  mêmes  grandeurs  que  l’on  a trouvée  par  le  Problème 
qu’on  veut  réloudre  ; cfeft  à dire,  que  cette  exprelfion  indé- 
terminée eft  égale  à l’équation  qui  exprime  ce  Problème; 
& à fuppofer  aulfi  que  chacun  des  termes  de  l’exprelfion 
indéterminée  eft  égal  au  terme  correfpondant  de  l’équation 
qu’on  veut  réfoudre  ; à trouver  par  le  moyen  des  équations 
particulières  que  fournit  cette  fûppofition  , les  valeurs  des  ’ 
indéterminées  que  l’on  a fiippofées  ; enfin  à lùbftituer  ces 
valeurs  à la  place  des  indéterminées  dans  l’expreffion  indé- 
terminée  qui  reprelênte  les  grandeurs  véritables  que  l’on 
cherche  , qui  par  ces  fubfticutions  devient  la  véritable  ex- 
prelfion de  ces  grandeurs.  Comme  on  fe  fer  vira  beaucoup 
de  certe  méthode  dans  le  refte  de  ce  Traité , il  eft  bon  de 
faire  ici  quelques  remarques  qui  ferviront  à la  faire  mieux 
■concevoir , & à en  rendre  l’ulage  plus  facile. 

- i°.  'Pour  former  ces  équations  feintes  ou  indéterminées, 
‘qui  deviennent  enfuire  réelles,  il  faut  que  les  grandeurs  in- 
déterminées qu’on  y employé,  expriment  les  raports  de  cel- 
tes qu’on  cherche  par  leur  moyen:  par  exemple,  quand  on 
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veut  chercher  les  équations  plus  fimples  aufquelles  une 
équation  compofée  réductible  peut  être  réduite  , lorfqu’il 
manque  quelque  terme  dans  quelqu’une  de  ces  équations 
plus  fimples,on  doit  audi  fûppoiër  qu’il  eft  évanoui  dans  les 
équations  indéterminées  ; les  coéhcients  de  ces  équations 
indéterminées  doivent  reprefënter  Les  cocficients  connus 
des  équations  réelles  qu’elles  reprefencent  j c’eft  pourquoi 
il' doit  y avoir  une  indéterminée  pour  chacun  , afin  qu’en 
déterminant  chaque  indéterminée, on  puiflé  trouver  chacun 
de  ces  coéficients  } Jorfque  quelqu’une  des  équations  plus 
fimples  aufquelles  une  équation  compofée  peut  être  rédui- 
re, renferme  des  racines  égales,  il  faut  ne  mettre  qu’une 
même  indéterminée  pour  chacune  des  racines  égales  5 & 
aiofi  de  cous  les  autres  raports  poffibles , qu’il  faut  repre*- 
fénrer  par  les  indéterminées. 

i”.  Il  ne  faut  employer  dans  les  équations  indéterminées, 
qu’autant  de  lettres  indéterminées,  qu’on  peut  faire  d’équa- 
tions particulières  ; parcequ’autremenc  on  ne  pourroir  pas 
les  dégager  toutes , c’cft  à dire,  trouver  la  valeur  de  routes. 

3°.  On  doit  faire  en  force  que  mutes  les  équations  particu- 
lières qui  fervent  à trouver  les  valeurs  des  indéterminées,  Sc 
les  réduites  qui  en  naifTent,  ne  foient  pas  auffi  difficiles  ou 
plus  difficiles  à réfôodre,  que  les  équarions  mêmes  dont  on 
cherche  la  réfôhitioa  par  ces  équarions  indéterminées , puifi 
qu’au treme ne  cette  voye  fêroit  inutile.. 

Ainfi  il  faut  que  ces  équations  foient  ou  linéaires,  ou  du 
fécond  degré,  ou  du  moins  d’un  degré  inferieur  à celui  de 
l’équation  qu’on  veut  refoudre  par  cette  voye  : où  s’il  arri» 
voit  que  ceséquarions  particulières rou  les  réduites , fuflènt 
d’un  degré  égal  à celui  de  l’équation  qu’on  veut  réfbudre, 
ou  même  pJus.elevé,  il  fimdroir  que  la  valeur  de  l’indéter- 
minée qui  ferc  d’inconnue  à ces  réduites,  fè  pût  trouver  en 
divifaût  la  réduite  par  une  équation  linéaire  de  l’inconnue 
de  la,  réduite  plus  ou  moins  un  diviféur  de  fbn  dernier  ter- 
me^ ou  qu’elle  pût  fé  trouver  par  une  équation  du  fécond 
degré  : car  alors,  quoique  la  réduite  fût  d’un  degré  plus  élevé 
que  l’équation  qu’on  veut  refoudre,  la  réfoiutioq  en  fèr.oic 
plus  facile.  ^ , ; T . _ . 

4*.  Lorfque  pour  la  réfolution  d’un  Problème  ou  d’qnp 
équation  compofée,  par  exemple  du  cinquième  degré, on 
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n’a  befôin  que  d’une  équarion  d’un  degré  inferieur,  par 
exemple  du  fécond  degré;  on  fuppofera  une  équation  indé- 
terminée ou  feinte  du  fécond  degré , qui  reprcfentera  par 
le  moyen  des  indéterminées  l’équation  du  fécond  degré 
dont  on  a befoin,  Scenfuire  on  la  multipliera  par  une  équa- 
tion indéterminée  du  degré,  qui  étant  joint  avec  celui  du 
fécond , fait  le  degré  de  la  propoice  ; dans  le  cinquième 
degré,  il  faudra  multiplier  l’equation  du  fécond  par  une  du 
troificme,  laquelle  équation  du  troilîéme  degré  ait  une  in- 
déterminée dans  chacun  de  fés  termes, excepté  le  premier} 
il  faudra  enfuite  comparer  les  termes  de  l’equation  indé- 
terminée qui  naîtra  de  cette  multiplication  , avec  ceux  de 
la  propofée  qui  leur  répondent , & l’on  aura  autant  d’équa- 
tions particulières  que  l’on  a fuppofé  d’mdéterminees , Sc 
l’on  pourra  en  trouver  les  valeurs.  Ou  bien  au  lieu  d’élever 
l’équation  indéterminée  du  degré  inferieur  à celui  de  la 
propofée,  en  la  multipliant  par  une  autre  équation  indéter- 
minée , on  pourra  divifer  la  propofée  par  l’équation  indé- 
terminée du  degré  inferieur  a celui  de  la  propofée,  jufqu’à 
ce  qu’on  foit  arrivé  à un  refte  où  l’inconnue  foit  d’un  degré 
moindre  que  dans  l’équation  indéterminée  qui  a fervi  de 
divifeur  : Sc  alors  il  faudra  fuppofer  ce  refte  égal  à zéro , Sc 
chacun  de  fes  termes  égal  à zéro , SC  l’on  aura  par  ces  fup- 
pofitions  autant  d’équations  particulières  qu’on  a fuppofé 
d’indéterminées } Sc  l’on  s’en  fervira  pour  trouver  les  rédui- 
tes qui  donneront  les  valeurs  des  indéterminées  de  l’équation 
indéterminée  qu’on  a fùppofee  : Et  on  aura  la  refolution 
qu’on  cherche.  ’ < ' 1 

? Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  s’éclaircira  par  l’ufage  qu’on 
, en  fera  dans  la  fuice.  ’ 

PROBLEME  IV. 

66,  'Trouver  les  équations  commenfurables  plus  [impies , par 
lefquclles  une  équation  compofee  du  /,  /,  & 6e  degré , qui  e[ 
riduüible , peut  fe  divifer  exailement , lorfqu  il  n'y  a aucun  terme 
'évanoui  dans  ces  équations  plus  [impies  , é-  que  la  moindre  tjè 
au  moins  du  fécond  degré. 

METHODE. 

O N fera  les  memes  chofes  qu’au  Problème  precedent , 
'excepté  qu’on  ne  fuppofera  aucun  terme  évanoui  dans  les 

équations 
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équations  indéterminées,  6c  qu’on  laiflera  dans  les  réduites 
la  lettre  indéterminée  qui  fait  le  dernier  terme  de  l’une 
des  deux  équations  indéterminées,  fans  en  dégager  la  valeur. 
Se  elle  marquera  un  des  divilèurs  du  dernier  terme  de  la 

f»ropo(ee  : cela  abrégera  de  beaucoup  le  calcul  des  formu- 
es,  & rendra  les  réduites  plus  fimples,  comme  on  le  verra 
dans  l’application  de  ce  Problème  au  4',  jc,  Si  6'  degré.  - - 

r<ntr  le  quatrième  deyè. 

T o o t e S les  équations  du  quatrième  degré  font  repre- 
fentees  par  la  formule  generale  x 4 ■+■  nx]  -t-  pxx  -*■  qx r 
= 0. 

Pour  trouver  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  ont 
tous  leurs  termes , par  lesquelles  une  équation  redu&ibie 
du  quatrième,  peut  être  exadement  divifee,  on  fùppofèra 
les  deux  équations  indéterminées  xx  ■+•  fx  -*-g  = o , xx 
hx  -+-  i = o j Si  après  en  avoir  pris  le  produit 

x 4 •+-  fx>  h-  gxx  ■+-  gbx  -+-  gi  = 6 j 


on  en  comparera  les  termes  avec  ceux  de  la  formule  gene- 
rale qui  leur  répondent , 6c  l’on  aura  les  quatre  équations 
particulières  fuivantes:  i'z}f  h = ni  z't  g*-  i fh—pi 
Ÿ,gh  +.fi  = q;  4e,  r. 

On  regardera  e comme  connue,  & elle  marquera  un  di- 
vifeur  exaél  du  dernier  terme  de  la  propofée  , puifque  le 
dernier  terme  de  la  propofée  eft  Je  produit  des  dçux  der- 
niers termes  des  deux  équations  du  fécond  degré,  dont  la 
propofée  eft  le  produit.  On  cherchera  une  valeur  de  / quj 
ne  contienne  que  des  connues  avec  g i pour  la  trouver,  on 
prendra  la  valeur  de  b dans  la  première  6c  la  troifiéme  équa- 
tion , 6c  l’on  aura  h — n — f — j on  prendra  enfuite 

la  valeur  de  i dans  la  quatrième  équation , qui  eft  / = ~ , Ôc 
on  la  fubftituera  dans  l’équation  qu’on  vient  de  trouver,  6c 

l’on  aura  n — / = ^ i -,  d’où  l’on  déduira / = } 

i S 

on  fubftituera  cette  valeur  de  / dans  xx  +fx  + g=  o -,  6c 

l’on  aura  xx  -+*  -ï~ x z — o. 

. T—& 

Quand  on  voudra  examiner  fi  une  équation  particulière 

V 
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du  quatrième  degré , peut  fe  divifer  exa&ement  par  deux 
lucres  du  fécond  degré,  on  prendra  tous  les  divifeurs  du 
dernier  terme  de  la  propofee,  Sc  fi  elle  eft  littérale  Sc  ho- 
mogène , il  fuffira  de  prendre  les  divifeurs  de  deux  dimen- 
fions.  On  fubftituera  ces  divifeurs  fiicceffivement  avec  le 


figne  de  enfuite  celui  de  — , dans  la  formule  xx 

*+-  fZT^  x — °> au  ^eu  ^eg>  comme  aufü  les  valeurj 

de  n,q , n Sc  on  divifêra  la  propofée  par  réquation  qui  naîtra 
de  la  fûbftitution  5 Sc  fi  la  divifion  eft  exacte , on  aura  ce 
qu'on  cherche. 

Par  exemple , on  voudrait  fijavoir  fi  l’équation 

x*  i ax'  — uc xx  -t-  rabbx  ■+■  aube  = o , 

— ibxi  — $abxx — iaacx 
eft  réductible  en  deux  équations  du  fécond  degré. 

. i°.  Afin  que  la  formule  generale  du  quatrième  degré  x* 
-t*  nx\  Sec.  reprefente  la  propofée , il  faut  fuppofêr  n = ta 
— i b,  p = — ac  — ytb , q — 1 abb  — laac , r = -*-  aube. 


a".  Il  faut  prendre  parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme 
de  la  propofée  , ceux  qui  font  de  deux  dimenûons,  c’eft  â 
dire  aa,  ab,  ac,  bc. 

3°.  Il  faut  fubftituer  chacun  de  ces  divifours  fiicceffivement 
avec  le  ligne  ■+■ , Sc  enfuite  avec  le  figne  —,  dans  la  formule 
xx  x -t-g  = o,  à la  place ^e  g,  fie  y fubftituer  aufli 

les  valeurs  de  »,  q,  r-.  l’on  trouvera  qu’en  y fubftituant  à la 
place  de  g,  au,  — aa,  a-ab,  l’on  n’auroit  pas  un  divifèur 

exad  de  la  propofee  , mais  en  fubftituant  — ab  à la  place 
He  g , la  formule  eft  changée  en  xx  -t-  lax  — ab—  o , par 
laquelle  la  propofée  fe  divife  fans  refte , Sc  l’on  trouve  le 
quotient  xx  — ibx  — ac  = o. 

Ainfi  la  propofée  n’eft  pas  du  quatrième  degré,  mais  elle 
fs  réduit  aux  deux  équations  précédentes  du  fécond  degré! 

On  peut  encore  trouver  une  réduite  donc/foit  l’incon- 
nue , Sc  dans  laquelle  g foit  regardée  comme  une  connue  qui 
reprelènreun  divifeur  du  dernier  terme  de  la  propofee,  en 
prenant  deux  valeurs  de  l’indéterminée  /,  l’une  dans  la  i', 
6c  l’autre  dans  la  4'  équation  particulière  i & l’on  aura  i = p 
— S — f°  — j’  fubftituant  la  valeur  de  h — » — / dans 
cette  équation , l’on  aura  p — g — ==  f , ou  bien 

ff — »/-*-  p = o,  qui  eft  la  réduite  qu’on  cherche. 
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Refol  van  t certe  équation  du  fécond  degré, on  aura / =>*  « 
+Z  V ± nn  — p ■+■  g-*--jî  fubflicuant  cetre  valeur  de  f 
dans  xx  fx  -4-  g ==  o , an  aura  la  formule  xx  «+•  te 


x{»  + y/~ffm  — p g=  °-  Cette  formule  fervira 

à faire  trouver  les  équations  du  fécond  degré,  dans  lefquel- 
les  fe  peut  réduire  une  équation  particulière  du  quatrième 
degré , comme  dans  l’exemple  precedent. 


Peur  le  cinquième  degré. 

P o u a trouver  les  deux  équations  commenforabîes,  l’une 
du  fécond  degré , & l’autre  du  troifiéme  , qui  ayent  tous 
leurs  termes  , par  lcfquclles  une  équation  reduélible  du  f 
degré , reprefentée  par  la  formule  generale  x ' -+-  nx+  -t-px' 
-t-  qxx  -4-  rx  -4-  s = o,  peut  fe  diviler  exadement  j on  fup. 
polera , i°,  xx  -4-  fx  -4-g  = o,  x'  -+-  hxx  -t-  ix  k = o : Et 
après  avoir  pris  leur  produit  xf  -i-fx'  ■+•  ix'  -4-  kxx-*-  fkx 

•+■  hx*  -+-  g.v*  -t -ghxx  -+-  gix 
•+■  fbx1  -4-  fi  xx 

>4-  gk  = o , on  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec 
ceux  de  la  formule  ; & l’on  aura  les  cinq  équations  particu- 
lières qui  fuivent  : irc,  f-*-b*=nii',i-*-g-+-fbz=2pi  }'  k 
•+■  ih  = îi4 g*  =••  rs  5%  gk—s. 

*i°.  On  cherchera  une  réduite  du  fécond  degré,  dont  / 
foit  l’inconnue , 6c  on  regardera  g comme  une  connue  qui 
reprefenre  un  divifour  du  dernier  terme  de  l’équation  du 
cinquième  degré  qu’on  veut  refoudre.  Pour  la  trouver , on 
prendra  les  valeurs  de  h dans  la  première  6c  la  fécondé , 6c 
l’on  aura  t>  — n — / = i d’où  l’on  déduira  i — ff 

— nf  ~>rp  — g:  On  prendra  une  autre  valeur  de  / dans  la 
quatrième , 6c  l’on  aura  i = ; fubftituant  dans  cette 

valeur  de  i celle  de  b prifë  dans  la  cinquième  équation,  qui 

T - ‘f 

eft  k = Jt , l’on  aura  i — — x~*~  —ff  — rf-+-p  — g-  Cette 
équation  étant  mile  en  ordre , on  aura  la  réduite  qu’on 
cherche , ff  — rtf  p = o. 

if — g 


On  peut  trouver  une  autre  réduite  du  lëcond  degré,  en 
prenant  la  valeur  de  b dans  la  première  6c  la  troifiéme 

Vij 
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c quation , car  l’on  aura  b = « — /"=  i—Qzi  ; ou  bien  es 
•. — g/-—  f — A i fubftituant  dans  cette  équation  jfa 
valeur  de  / prifè  dans  la  quatrième,  qui  eft  i = , l’on 

aura  gn  — g/=  f Æ : Enfin  fubftituant  dans 

cette  équation  la  valeur  de  A prife  dans  la  cinquième , qui 
eft  A — f,on  aura  g»—  gf—q  — — j,  qui  fe 

réduit  àjf— ^ — ^ = o, 


C’eft  la  fécondé  réduite  qu’on  cherchoit. 

Quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière  du 
cinquième  de^ré  eft  reduélible  en  deux  plus  fimples,  l’une 
du  lecond  8c  l’autre  du  troifiémc  degré  , on  prendra  tous 
les  divilèurs  de  fon  dernier  terme  j 8c  fi  elle  eft  littérale  8c 
homogène , il  fuffira  de  prendre  ceux  qui  font  de  deux  di- 
menfions  5 on  les  fubftiruera  les  uns  après  les  autres  dans 
laquelle  on  voudra  de  ces  deux  réduites  lous  le  figne  8c 
enfuite  fous  le  figne  — ; on  y fubftituera  aufli  les  grandeurs 
de  la  propofée  reprefentèes  par  n,p,  q , 8cc.  on  prendra  en- 
fuite  fa  valeur  de  f , 8c  on  la  fubftituera , comme  auflî  le 
divifeur  pris  pour  g,  dans  xx  -+-  fx  -t~  g — o } 8c  fi  la  pro- 
pofée fe  divile  exactement  par  l’équation  qui  naîtra  de  la 
iûbftitution,  on  aura  ce  qu’on  cherche  : finon,on  mettra  un 
autre  divifeur  du  dernier  terme  à la  place  de  g dans  la  ré- 
duite, 8c  on  continuera  l’operation  comme  on  vient  de  le 
prelcrire. 

On  pourroit  auflî  fubfticuer  les  divilèurs  du  derpier  terme 
les  uns  après  les  autres  avec  le  figne  8c  enfuite  avec  le 
figne  — , dans  les  deux  réduites,  avec  les  valeurs  de  «,p, 
7, 8c c.  8c  trouver  enfuite  le  plus  grand  divifeur  commun  des 
réduites  ; St  par  le  plus  grand  divifeur  commun , trouver  la 
valeur  de  /,  8c  la  lubftituer  avec  celle  de  g,  dans  xx-*-fx 
4.  g = o , 8c  divilèr  enfuite  la  propofée  par  l’équation  qui 
en  naîtroit. 

Voici  un  exemple  qui  fera  concevoir  les  deux  maniérés 
d’appliquer  la  méthode  à une  équation  particulière. 

Pour  voir  fi  l’équation  x'-i-iax 4 — }aax' — aabxx  a'bx 
t ^ — 4 <tbx'  -t-3 aàbbx 

.+-  a'bè  = o,  peut  être  exactement  divilëe  par  une  équation 
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du  fécond  degré,  Si  par  une  du  rroificme  degré,  qui  ayenc 
tous  leurs  termes:  1”,  il  faut  prendre  les  divilèurs  du  dernier 
terme  qui  font  de  deux  dimenfions  ; ces  divilèurs  font  ab, 
a a , bb. 

1".  Afin  que  la  formule  generale  -+-  nx\  Sic.  reprelénte 
la  propolee,  il  faut  fuppofer  n ==  la , p=~- — \a.i  — 
q — — aab  , r = -+-  ahb  -+■  3 qabb  , s *=*  -h  abh.  t 

3".  Il  faut  fubftituer  dans  laquelle  on  voudra  des  deux 
réduites,  -*-ab  à la  place  de  g,  fie  les  valeurs  de  »,  p,  q , ficc. 
à leur  place  5 fie  comme  la  valeur  de/ qu’on  trouve  après  la 
fubftitution  de  ■+•  ab  à la  place  de  g,  étant  fubftituée  dans 
xx  -*-fx  -*•  ab  = o,  l’équation  qui  en  vient  n’eft  pas  un  di- 
viféur exad  de  la  propolee , il  faut  fubftituer  — abi  la  place 
de  g,  dans  laquelle  on  voudra  des  réduiccs,  & les  valeurs 
de  n,p,q,Sic.  Si  l’on  trouvera  au  lieu  de  la  première  réduite 
cette  équation  ff  — af  — • xaa  = 03  fie  au  lieu  de  la  fécondé 
réduite , l’on  trouvera  ff  -4-  af  - 4- 1 ab  — o. 

4>  ibf 

4°.  Ayant  trouve  par  le  moyen  de  l’une  ou  l’autre  de  ces 
deux  réduites,  que  f—  — a,  on  fubftitucra  — a au  lieu  de/ 
dans  xx  -t-fx  -4-  g = o,  fie  — ab  à la  place  de  g J & l’on  aura 
xx  — dx  — ab  = 0 , par  laquelle  divifànt  la  propolee,  ori 
trouvera  le  quotient  juite  x ' 3 axx  $abx  — aab  = o } 

ainfi  la  propolee  n’eft  pas  du  cinquième  degré , mais  elle  le 
réduit  aux  deux  équations  precedentes  du  fécond  & du 
troificme  degré. 

On  peut  aulfi  trouver  la  valeur  de./,  en  prenant  le  plus 
grand  diviféur  commun  des  deux  réduites,  après  qu’on  y 
aura  fubftitué  — ab  à la  place  de  g,  fie  les  valeurs  àcn,p,q. 
Sic.  car  l’on  trouvera  que  le  plus  grand  diviféur.  commun 
eft/-i-  a ==  o,  par  conféquent  /= — a.  ■ 

Cette  manière  de  trouver  la  valeur  de /par  le  plus  grand 
diviféur  commun  des  réduites,  après  qu’on  y a fait  les  fub- 
ftitutions,  eft  d’ufage,  lorfque  les  réduites  font  au  deflùs  du 
fécond  degré  $ mais  quand  les  réduites  ne  paflént  pas  le 
fécond  degré , il  eft  d’ordinaire  plus  court  de  prendre  la 
faleur  de./dans  u6e  feule  réduite,  ni  •>, 
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Pour  le  fxiéme  degré. 

Lorsqu'il  peut  fe  réduire  à une  équation  du  fécond  degré 
& à une  autre  du  4',  dans  lefquelles  aucun  terme  n’efi  évanoui. 

I l faut  füppofér  les  deux  équations  indéterminées  xx  -rfx 
«4-  g = o,  x*  -4-  hx}  ixx  ■+■  kx  -*-  / = o ; 8c  après  avoir  pris 
leur  produit  x‘  •+■  hx ’ ix*  ■+•  kx'  ■+•  Ixx  -4-  flx  -4-  gl  = o j 

■+-  fx*  -+-  gx4  -4-  g£x’  -t-  g/xx  -+-  gkx 

-4-  fhx'-*-  fix ! -4-  //Êxx 

il  faut  comparer  les  termes  du  produit  avec  ceux  de  la  for- 
mule generale  du  fixiéme  degré  x‘  -4-  r.x'  -4-  />x4-»-  qx>  -e-rxx 
sx  •+- 1 = o , qui  leur  répondent  ; ce  qui  donnera  les  iîx 
équations  particulières  qui  fuivent  : 1",  h -4 ~f = n 5 2 *,  i -4- 
■4-fh—p-,  i\k-*-gb+fi=zq-,  4‘,  /-4-gr-4-/*  = ri  f , 
*-gk  — si  6%  gl  = t. 

Pour  trouver  une  réduite  dont  f foit  l’inconnue , & dans 
laquelle  g reprefente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la 
propofee,  on  prendra  deux  valeurs  de  h dans  la  première 
& la  féconde  équation , & l’on  aura  h = n — f — . 

d’où  l’on  déduira  / —ff  — nf- 4-  p — g ; comparant  cette 
valeur  de  i avec  une  autre  prifê  dans  la  quatrième,  on  aura 
— ff—  nf-r-p  — g ; ou  bien  r—l  — fk—g/f 

— g»/  -4-  gp  — gg  > mettant  dans  cette  équation  la  valeur 
de  / prife  dans  la  fixiéme  équation , qui  eft  / = -f , l’on  aura 
r — -f  — fl  — gff  — gnf  -4-  gp  — gg  ; fubftituant  la  valeur 

/ 

de  /=  dans  la  cinquième,  on  aura  k = — Cecce 
valeur  étant  fubflituée  à la  place  de  k dans  r — j — fl = gff 

— gnf  -4-  g/»  — . gg  , l’on  aura  la  réduite  r — ? - 


gff  _ gnf -4-  gp  — gg, qui  fe  réduit  iff  — %—nf  ■+■  p 


TT 


ses  o*  c’eft  la  réduite  qu’on  cherche. 

On  peut  trouver  une  féconde  réduite  en  comparant  la 
valeur  de  i déjà  trouvée, qui  eft  i—ff  — nf -4-  p — g, avec 
une  autre  valeur  de  i prife  dans  la  troifîéme  équation  , & 
l’pn  aura  i = z=ff — nf**-p  — gi  il  faut  fubftituer 
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dans  cette  équation  ia  valeur  de  h prilè  dans  la  première 
équation  , qui  eft  h — n — f fie  la  valeur  de  k prilc  dans  la 
cinquième  équation  , qui  eft  k = —ü.  ; 6e  fubftituant  à la 
place  de  / fa  valeur  / = -3  prilè  dans  la  lîxicme  équation , 

on  aura  k — — j— £.  } fubftituant  donc  les  valeurs  de  k 6c 
de  h dans  — nf-rp  — g,  l'on  aura 

qui  lè  réduit  à P — nff — i gf  •+•  g»  = o } 


if  t 

<r  . 

— TT  1 . • 

c’eft  la  lèconde  réduite  qu’on  cherchoit. 


On  lè  lèrvira  de  ces  réduites  pour  trouver  lî  une  équa- 
tion du  lîxiéme  degré  lè  peut  réduire  en  deux  plus  ilmpies 
qui  ayent  tous  leurs  termes,  dont  l'une  foit  du  lècond  degré, 
fie  l’autre  du  quatrième,  comme  on  l’a  enlèignë  dans  le  cin- 
quième degré. 


Pour  U fixiéme  degré , lorfquil  peut  fe  réduire  à deux  équations 
du  troifième  degré  qui  ont  tous  leurs  termes. 

1 1 faut  fuppolèr  les  deux  équations-mdéterminées  x'  ->rfxx 
gx  -4-  h = o , x*-*-  ixx  ■+•  kx  -4-  1 s=:  o j & apres  avoir 
trouvé  leur  produit  x‘ •+•  fx'  -t-  gx*  hx'  -t-  hixx  bkx  -r  bl 
-4-  ix'  •+■  KX*  -4-  /*}  -¥■  fixité  glx 
-+■  fx 4 -4-  gix'  -4-  gkxX 
-+-  fkx' 

= o ; on  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de 
la  formule  generale  du  lîxicme  degré  x‘  nx'  -4-  px*  -t-  qx' 
rxx  -4-  sx  -4- 1 = o , qui  leur  répondent  5 ce  qui  donnera 
les  fix  équations  particulières  qui  fuivent:  iIC,  /'-+-*=»; 

Ie,  g -4-  k -4-  ft—pi  }',k+-l-*-g!+fk  — qi  4 \hi~4-fl 
“t-  gk  — r i f,bk~*~gl=x:ri  6e,  bl  — p. 

Pour  trouver  une  réduite  dont /foit  l’inconnue,  & dans 
laquelle  h reprefente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la 
propofée , lequel  divilèur  eft  de  trois  dimenfions  dans  les 
équations  littérales  fie  homogènes  * il  faut  prendre  dans  la 
première  fie  la  féconde  équation  deux  valeurs  de  fi  fie  l’on 
aura  i = » — /=  } d'où  l’on  déduira  k —ff  — if 
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P — J > °n  prendra  une  autre  valeur  de  k dansla  cinquiè- 
me k — -(-L-,  par  confeqnent  ff — »f-*-p  — &=L=ïr-  On 
fubftiruera  dans  -TA-4fJ  la  valeur  de  l prife  dans  la  fixiéme 

* • . / jL  , 

équation  / = £ ; & l’on  aura  ff- — nf  -*-p  — g — — h * * 


d’où  l’on  déduira  g = . U faut  remarquer 

. i . h 

cette  première  valeur  de  g. 

Pour  avoir  une  fécondé  valeur  de  £ à comparer  avec  cette 
première , on  fé  férvira  de  la  troifiemc  équation  ; qui  don- 
. fubftituant  dans  cette  valeur  celle  de 


nera 


&-■ 


l—j  prife  dans  la  fixiéme  équation , celle  de  i prife  dans 
la  première , qui  eft  i ==n  — f,  & celle  de  k prife  dans  la 
fécondé , qui  eft  k — p — g — fi  =.p  — g — nf- 4- ff,  l’on 

aura  g = -2 - L P — fL  ; d’où  l’on 

déduirag  = — — ^ » qui  eft  la  féconde 

valeur  de  g i comparant  les  deux  valeurs  de  g , on  aura 
hff+  hnf—  ph  + s _f  —vff+.pf  — q,  .. 

<1UI 


fc  réduit  à f — 


{nff—xbnff 

{-•*-  b 


xf—n 

hn*f—xsf  hnp-*-ns—jq- 

X+'b  i ■+■  b - 

Pf  h-  4—  h 


■h 


= o j c’eft  la  première  réduite  qu'on  cherche. 

Pour  trouver  une  féconde  réduite  dont /Toit  l’inconnue, 
on  prendra  deux  valeurs  de  k,  l'une  dans  la  féconde  équa- 
tion particulière , & l’autre  dans  la  quatrième  ; & l’on  aura 


k=p  — g—fi-. 


j fubftituant  dans  cette  équa- 


tion la  valeur  de  i prife  dans  la  première  équation  i=n  — f, 
.celle  de  / prife  dans  la  fixiéme , qui  eft  /=  & la  pre- 

mière valeur  de  g,  qu’on  a fait  remarquer  ci-defTus , l’équa- 
tion —-g-t-p — fi  — — i ~ - , fera  changée  en  celle-ci, 


ou 


ôtant  les  fractions , & faifânt  en  forte  que  le  premier  terme 
naît  que  l’müté  pour  coéficiçnt , l’on  trouvera  l’équation 

fuivante , 
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fuivante,  qui  eft  la  fécondé  réduite  qu’on  cherchoit, 

f*  — tnp  — .+.  _*££._  o. 

H-  tf 

+ nnff  *£  *~f- 

. ;■ 

*♦*  TT  — TT 

— tf+TX 

ty  -4- 

ir 

/Aj. 

*tk 

On  fe  fer  vira  de  ces  réduites  pour  trouver  fi  une  équation 
du  fixiéme  degré  peut  le  réduire  en  deux  du  troifiéme  qui 
ayent  tous  leurs  termes,  comme  on  l’a  enfeigné  dans  le  cin- 
quième degré  : Mais  il  faut  remarquer  que  quand  on  aura 
trouvé  une  valeur  de  f il  faudra  la  fubftituer  dans  l’une  des 
deux  valeurs  de  g,  laquelle  on  voudra , pour  déterminer  la 
valeur  de  g,  afin  de  la  fubftituer  avec  celle  de  f,  & avec  le 
divifeur  pris  pour  h dans  x * •+-  fxx  •+■  gx  h ~ o 5 & après 
ces  fubftitutions , on  divifera  la  propofée  par  cette  équation 
ainfi  changée. 

Ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcul , pourront 
abaiflèr  cette  fécondé  réduite  par  le  moyen  de  la  première, 
au  fécond  degré,  comme  on  l'a  fait  dans  le  Problème  pré- 
cèdent , pag.  j -f  7 éf 

La  démonftration  de  ce  quatrième  Problème  eft  la  même 
que  celle  du  troifiéme. 

CotOLIAUE  I. 

I l eft  évident  que  ce  quatrième  Problème  comprend  le 
précèdent  ; car  quand  il  arrive  qu’il  y a un  terme  évanoui 
dans  l’une  des  deux  équations  plus  fimples,  dans  lefquelles 
une  équation  du  4e,  je&  6e  degré  fe  peut  réduire,  on  trouve 
alors  une  valeur  de  l'indéterminée  qui  répond  à ce  terme, 
priië  dans  les  réduites  de  ce  quatrième  Problème , égale  à 
zéro. 

Corollaire  II. 

Lors  qjj’a  pre's  avoir  fubftituc  fucce/fivement  tous  les 
divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofee  dans  les  réduites, 

X 
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on  ne  peur  trouver  aucunes  valeurs  des  indéterminées , qui 
étant  fubllituces  dans  xx-t-fx  g =o,  ou  x\  -4-  fxx  -h-  g* 

h •=  o,  les  rendent  des  divifeurs  exacts  de  la  propofee  ; 
c’eft  une  marque  certaine  que  la  propofee  eft  irréductible. 

PROBLEME  V. 

qui  contient  les  deux  precedents.  , 

67.  TROUVER  les  équations  plus  fimplcs  commenfurables , par 
Le  [quelles  une  équation  rcduchbte  de  quelque  degré  qu'elle  puiffe 
être,  peut  fe  divifer  exactement,  fuit  que  ces  équations  plus  Jimplcs 
ayent  tous  leurs  termes , Joit  qt/ elles  en  nyent  et  évanouit. 

Avertissement. 

T.  a méthode  qu'on  va  expliquer  fuffic  feule  pour  réduire 
toutes  les  équations  compofees  réductibles  aux  plus  fimples 
degrés,  ou  pour  s’afTurer  fi  elles  font  irréductibles  -,  mais 
dans  la  crainte  que  1 extrême  longueur  du  calcul  ne  rebutât 
le  LeCteur,  on  a cru  qu’il  étoit  necefliire  de  faire  précéder 
les  méthodes  du  troifiéme  Sc  quatrième  Problème , dont  le 
calcul  eft  bien  moins  embaraiïânt , & qui  cependant  fuffi- 
fênt  pour  réduire  les  équations.  Pour  faire  ccfncevoir  clai- 
rement cette  méthode,  on  l’appliquera  en  l’énonçant  aux 
équations  du  4e  degré  : Il  faut  fe  rendre  cet^e  application 
familière  pour  entendre  la  démonftration.  * 

_ METHODE  GENERALE. 

iu.  1 l faut  d’abord  fuppofèr  que  xx  -f-  fx  ■+■  g = o , reprer 
fente  par  lès  indéterminées  f,  g,  l'équation  du  fécond  degré, 
par  laquelle  une  équation  compofçp  fe  peut  divifer  exacte- 
ment. 

i°.  Il  faut  divifer  là  formule  generale  du  degré  de  l’équa- 
tion qu’on  voudra  réduire , par  xx  s- fx  -s-  g ==  o , 8c  con- 
tinuer la  divifioq  jufqu’i  ce  qu’on  foit  arrivé  a un  relie  où 
l’inconnue  x foit  moins  élevée  d’un  degré  que  dans  xx -s- fx 
•y  g — o. 

f.  11  faut  fuppofêr  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à zéro, 
ce  qui  donnera  autant  d’équations  qu’on  a fuppofé  d’indé- 
terminces. 

Au  lieu  de  faire  ce  qui  eft-marqué  dans  le  fécond  8c  troi- 
Aéme  article , on  pourra  multiplier  xx  •+■  fx- *-g  pat 
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nne  autre  équation  indéterminée,  dont  le  degré  joint  avec 
celui  de  xx  -*-fx  -4- g = o , fallè  celui  de  l’cqyation  qu’oh 
▼eut  réduire  j par  exemple,  pour  le  4e  degré,  il  faudra  mul- 
tiplier xx  •*-  fx  ■+  g — o , par  xx  -+•  hx  -*-1=05  pour  le  j' 
degré,  par  jc*  + bxx  •+-  ix  ■+■  k.  =>o  j pour  le  6 , par  x * •+-  hx * 
ixx  -t-  kx  -t-  / = o } Sc  ainfi  des  autres. 

11  faudra  enfuite  comparer  les  termes  du  produit  avec 
ceux  de  la  formule  generale  du  degré  de  l’équation  qu’on 
veut  réduire , qui  leur  répondent,  comme  dans  le  troifiéme 
& quatrième  Problème  ; ce  qui  donnera  autant  d’équations 
particulières  qu’il  y a d’indéterminées  dans  les  deux  équa- 
tions indéterminées  qu’on  a multipliées  l’une  par  l’autre.  , 
Il  faudra  dégager  les  indéterminées  de  l’équation  indé- 
terminée xx  -t-hx  -+-»==  o,  ou  x ’ -t-  hxx  -+-  ix  -t-  k = o,  &c. 
en  fe  fervant  des  premières  équations  particulières  , & en 
fubftituant  leurs  valeurs  dans  les  deux  dernières , on  aura 
precifément  les  deux  mêmes  équations  trouvées  par  le 
fécond  & troifiéme  article.  , > s 

Par  exemple,  pour  réduire  une  équation  du  4'  degré,  on 
prendra  la  formule  generale  du  4'  degré  x 4 nx'  -4-  pxx 

■4-  qx  -+■  r = o,  & l’équation  indéterminée  xx-*-fx r g = o> 
on  divilèra  la  première  par  la  fécondé,  comme  on  le  voit  ici: 


AvinnsstMïWT. 

t marque  que  lu 
grandeur  efi  rjfe- 
cie  ; ainfi  tx* 
marque  que  x‘  efi 
tranchée  far  nnt 
ligne. 


» x*  -f-  * IW>  -*•  t fxx  •+■  s*  ■+■  r Sx 

— tfx I — t gxx  — ngx  — fg 


--  v -*x-t-  f 
— f nfxx  -t-  fax  -érgg  — fx  —g 

■+■  iffxx  — tfx  -q-nfz  — 


■nffx 

-f* 


Et  la  divifion  fera  continuée  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouve  le 
relie  — fx  ■+■  nffx  -t-fgx  — pfx  ■+■  fgx  — ngx  -t-qx—ffg 
«t-  nfk  ■+■  gg  — /g  -+-  r,  dans  lequel  x eft  d'un  degré  moins 
élevee  que  dans  le  divilêur  xx  ■+-  fx  g. 

On  fuppofera  chaque  terme  de  ce  relie  égal  à zéro,  & 
f on  aura  les  deux  équations  — />  -+■  nff  — pf  — ng  =*  o„ 

— fg 

f J 

ou  bien  en  tranlpolànr,  p — nffî*  pf  •+■  tig  = 0 , 

— itf—q  -, 


:~i 

i 


•a 
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On  trouvèrent  les  deux  mêmes  équations  en  comparant 
les  termes  du  produit  de  xx  -*-/*  -+-  g = o , par  xx  ■+•  hx 
■+.  / = o,  qui  eîl  x'-i-fx'-*-  gxx  -+-  ghx  -+-gi  = o,  avec  ceux 
■+■  hx'’  ixx  ■+■  fix  , 

-+-  fhx 

de  la  formule  generale  x*  -+-  nx%  pxx  •+■  q x .+•  r = o ; car 
en  dégageant  les  indéterminées  h & * dans  les  premières 
des  quatre  équations  particulières  que  donneront  ces  com- 
paraifons  , qui  font  : , f- 1-  h = n>  j + i -*-fh  —p  ; 

3%  gh-i-fi—qi  4',  gi  — r , l’on  trouveroit  b — n — /, 
i—p  — g — nf  ■+■  & fubftituant  les  valeurs  de  A & de  i 

dans  la  3e  & la  4',  l’on  aurait  / = d’où  l’on 

déduirait  f — nff—  igf +■  ng  = o } & g = 

P f • — q 

d’où  l’on  déduirait  gff — ngf  — gg  — o. 

. +PS, 

— r 

40.  Pour  trouver  les  valeurs  de/&  de  g par  le  moyen  de 
ces  deux  équations , on  choifira  laquelle  on  voudra  des 
deux  indéterminées  / g,  pour  en  faire  l’inconnue  de  la  ré- 
duite 5 fuppofë  qu’on  fe  détermine  à g,  on  ordonnera  cha- 
cune de  ces  deux  équations  par  raporc  à l’inconnue  f qu  ’on 
veut  faire  dilparoître  de  la  réduite  , & on  regardera  g 
comme  connue,  julqu’i  ce  qu’on  ait  trouvé  la  réduite  dont 
g /oit  l’inconnue. 

Pour  trouver  cette  réduite,  on  cherchera  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  precedentes  ; Se  quand 
on  fera  arrivé  à un  relie  où  f Ibit  linéaire  , on  mettra  ce 
relie  à part;  & le  fuppofant  égal  à zéro,  on  prendra  dans 
l’équation  linéaire  faite  de  ce  relie,  la  valeur  de  /linéaire, 
laquelle  ne  contiendra  que  des  grandeurs  connues  avec  la 
feule  inconnue  g.  U faut  remarquer  cette  valeur  de  / parce- 
que  quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  g dans  la  réduite, 
en  la  fubflituant  dans  cette  valeur  de  /,  on  rendra  f toute 
connue. 

On  continuera  de  chercher  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun avec  le  relie  où  / cil  linéaire  , comme-  lî  on  n’avoic 
pas  mis  ce  telle  a part  ; Si  quand  l’inconnue  f aura  dilparu, 
on  fuppofera  le  relie  quln'aura  point  d’autre  inconnue  que 
g,  égal  a zéro  ; Si  ordonnant  l’équation  qui  en  naîtra  par 
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raporc  à l’inconnue  g,  elle  fera  la  réduite  qu’on  cherche. 

Dans  notre  exemple  on  cherchera  le  plus  grand  divifèur 
commun  de  p — nff  — igf  ng  = o , & de  gff  — ngf 
-hff  —q  _ 

— gg  = o j & quand  on  fera  arrivé  au  refte  — gg/-»-  rf 

fS, 

— r 

■+-  »gg  — yg , où  / eft  linéaire , on  le  fuppofera  égal  à zéro, 
d'où  l’on  déduira  f = -^§§=^-.  Il  faut  remarquer  cette 
équation  linéaire,  qui  fera  trouver  la  valeur  de  f,  quand  g 
fera  connue. 

On  continuera  enfuite  la  recherche  du  plus  grand  divifèur 
commun  des  deux  équations  précédentes , comme  fi  on  ne 
s’étoic  pas  arrêté  à mettre  à part  la  valeur  de  f,  en  divifànc 
Sff—n&f—ZS  =»  P2*  le  refte  —gg/  -hngg  = o,  juf- 

— « 


qu’à  ce  que  l’inconnue  f ait  difpartt  ; & l’on  fùppofèra  le 
refte  qui  ne  contiendra  plus  f,  égal  à zéro  j & après  avoir 
ordonné  ce  refte  par  raporc  à l’inconnue  g,  on  aura  la  ré- 
duite g8  — /g’  H-  vqÿ  — qqg'  ■+■  nqrgg  — frrg  •+•  r'  = O. 
— rg*  — nnff  — r;gg 
-+-  o prg' 

Si  l’on  vouloit  rrouver  la  réduite  où  f fut  l’inconnue,  on 
ordonneroie  les  deux  équations  trouvées  par  le  fécond  6 C 
troiûéme  article  de  la  méthode,  par  raport  à l’inconnue  g, 
& l’on  auroit  gg  •+>  nfg  -+•  r = o,  & îfg  — /’  = o, 

— p$  — ng  -+■  nff 

-h  -tf 

*+•  f 

On  chercheroir  leur  plus  grand  divifèur  commun , & on 
feroic  d’abord  l’operation , jufqu’à  ce  qu’on  fût  arrivé  à un 
refte  où  g fiic  linéaire.  Mais  comme  g eft  linéaire  dans  la 
fécondé  équation  , ce  refte  eft  tout  trouvé  fans  operer , & 


l’on 


.g  = 


lf  - n 


Il  faudroit  enfüice  continuer  l’operation  pour  trouver  le 
plus  grand  divifèur  commun , jufqu'à  ce  que  g eût  difpara 
dans  le  refte.  Il  faudroit  fuppofer  ce  refte  où  g n’eft  plus, 
égal  à zéro,  & ordonner  l’équation  par  raport  à l’incon- 


nue /,  êc  l’on  auroit  la  réduite 
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f*  — 5”f  i””P  — 4 ”PP  PPff  — nnqf—  qq  = O." 

•+■  ipf  ' — #’/*  •+■  nqff  — nppf  -+•  npq 

■4- 1 nnpff  -+-  4 «r/  — »«r 
,-4# 

Si  le  fécond  terme  étoit  évanoui  dans  une  équation  dn 
quatrième  degré , alors  n étant  zéro  , toutes  les  grandeurs 
de  la  réduite  précédente  oh  fe  trouve  j?,  devenant  zéro,  l’oir 
auroit  la  réduite  du  3'  degré  fs  -t-  tpf*  •+■  ppff — qq  = o. 

— 4# 

Pour  trouver,  par  le  moyen  de  ces  réduites , fi  une  équa- 
tion  particulière  du  quatrième  degré , par  exemple  x * 
•+•  iax ' — acxx  -+-  labbx  -t-  aube  = o , peut  fé  divifér 

— 1 bxl  — y/bxx  — laacx 

exadement  par  deux  équations  commenfürables  du  fécond/ 
degré, il  faut  fuppofer,  afin  que  la  formule  generale  repre- 
fénte  la  propofée,  n — ia  — ib,p=  — ac — j ab,  q — xab6 

— 1 aac  , r = -*-  aabc  } Sc  enfuite  fubftituer  dans  laquelle" 
on  voudra  des  deux  réduites , à la  place  de  n,  p,  q , &c.  les 
grandeurs  qu’elles  repreféntent. 

Il  faut  enfüire  trouver  tous  les  diviféurs  du  dernier  terme 


de  la  réduite  ainfi  changée  ; Sc  fi  la  propofée  eft  littérale  &c 
homogène,  il  faudra  prendre  les  fouis  divifours  de  deux 
dimenfions  dans  la  réduite  dont  g eft  l’inconnue,  6c  ceux 
d’une  fouie  dimenfion  dans  la  réduite  dont  /eft  Pinconnüe. 

Si  l’on  fo  fort  de  la  réduite  dont  g eft  l’inconnue,  comme  g" 
reprefonte  un  divifour  de  deux  dimenfions  du  dernier  terme 
de  la  propofée  , il  n’y  a parmi  tous  les  divifours  du  dernier 
terme  de  la  réduite,  qui  font  de  deux  dimenfions,  que  ceux 
qui  font  communs  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  propo- 
Jée,  qui  peuvent  fervir  •,  ce  qui  eft  un  abrégé  lorfqu’on  fo 
fort  de  la  réduite  dont  g eft  l’inconnue. 

Il  faut  fubftituer  les  divifours  dont  on  vient  de  parler  foc- 
ceflivement  avec  le  ligne  de  -t-  & celui  de  — , à la  place 
de  g , dans  la  réduite , ou  à la  place  de/,  fi  l’on  fc  fort  de  la 
féconde  réduite  ; ou  bien  divifor  facceffivement  la  réduite 
par  g ou  f plus  ou  moins  chacun  de  ces  divifours. 

Celui  de  ces  divifours  dont  la  fubftitution  rendra  toutes 
les  grandeurs  de  la  réduite  égales  à zéro , ou  par  le  moyen 
duquel  la  divifion  fo  feu  fans  refte , fou  la  valeur  de  g ou 
de  / 
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Dans  notre  exemple,  apres  avoir  mis  dans  la  réduire 
dont  g eft  l’inconnue  , à la  place  de  v,  />,  &c.  les  grandeurs 
de  la  propolée  qu’elles  repreléntent , elle  Ce  trouve  changée 
en  celle-ci. 

g'  acf'  .+■  — iHfit'g'  *4-  -4-  = •. 

•+■  !*h'  — Wi4  -+■  tu'ihg1  — 4 ■+■  ft'b'ltg 
— V>'ct*  — 4*4«£i  — **'h‘cU 
>+■  ■+•  )»*bbccgg 

. — 4 

— IM’bcCg'  • • 

Les  divilèurs  du  dernier  terme,  qui  font  de  deux  dimenfions, 
font  ab,  ac,  K aa , bb,  cc , parmi  lefquels  il  n'y  en  a de  com- 
muns avec  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée, 
que  ab,  ac,  bc,  aa.  Ainfi  il  ne  faut  Ce  fervir  que  de  ces  quatre. 

Or  on  trouve  que  fubftituant  — ab  à la  place  de  g,  dans 
la  réduite,  toutes  les  grandeurs  fe  détruifent  par  des  lignes 
contraires;  ou  bien  qu’en  faifant  la  divifion  de  la  réduite 
par  g -+•  ab  = o , la  divifion  Ce  fait  fans  relie  ; Ainfi  g = 

— ab. 

Il  faut  après  avoir  trouvé  cette  valeur  de  g,  la  fiibllituer 
avec  les  valeurs  de  n,  q,  r,  dans  l’équation  où  f ell  linéaire, 
gui  efl  /=  -"/jfT-f- , & l’on  trouve  f a i a. 

Il  faut  mettre  ces  valeurs  de  /&  de  g dans  l’équation  in- 
déterminée xx  -+-/*  -4-  g o , & l’on  aura  xx  -t-  lax  — ab 

— o,  qui  ell  l'équation  commenfurable  du  fécond  degré, 

Îar  laquelle  la  propofée  peut  être  exactement  divilee  : lî 
on  fait  la  divifion  , le  quotient  xx  — ihx  — ac  ■=  o , fera 
l’autre  équation,  par  laquelle  la  propofée  le  peut  exacte- 
ment divifcr. 

On  trouvcroit  aulfi  la  féconde  équation  du  fécond  degré, 
en  fubftituant  les  valeurs  de  n,  f,  q,  r,f , g,  dans  le  quotient 
indéterminé , qui  eft  xx  nx  ■+•  p — o. 

-f* 


Dcmonflration  du  cinquième  Problème. 

O N fuppolé  que  x*  ■+■  nx'  pxx  ■+■  qx  •+•  r = o . repré- 
sente toute  l’équation  du  quatrième  degré  , qui  le  peut 
exactement  divilér  par  deux  autres  commenfurables  du  zc 
degré , dont  l’une  eft  reprelcntée  par  xx  -x-fx  ■+•  g = o: 
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Ainfi  /&  g reprefentenc  des  grandeurs  commenfurables. 
Selon  cette  fuppofition,en  divifant  x'+iw^&c.  par  xx-t-fx 
•4-  g = o , la  divifion  doit  être  exaûe , & le  quotient  eft 

XX  -t~  nx  -4-  P = O. 


-A -s 

— »/ 

-// 

Puifque  la  divifion  eft  fuppofée  fe  faire  fans  refte , le  refte 
-4-  yx  r 

— ”SX  — fg 
*-*fg*+g& 

— tf*  •*-”/& 

-P* 


doit  donc  être  égal  à zéro , & les  grandeurs  de  chaque 
terme  du  refte  fè  doivent  détruire  ; & effectivement  elles  Ce 
détruiroient  fi  l’on  mettoit  à la  place  des  lettres  »,  />,  r, 
f,  g,  les  grandeurs  qu’elles  reprefentenc  5 car  autrement  la 
divifion  ne  Ce  feroit  pas  fans  refte,  contre  la  fiippoficion. 

Chacun  des  termes  du  refte  donne  donc  une  équation , 
donc  le  ie  membre  eft  zéro.  Ainfi  — p h-  nff  — pf  — »g 

-*-q 


■==o»  —gff+vgf  gg—  °- 


— FS 


' Si  l’on  conçoit  dans  chacune  à la  place  des  lettres,  les  gran- 
deurs qu’elles  reprefèntent , toutes  les  grandeurs  fe  détrui- 
ront par  des  fignes  contraires.  Donc  f -*-  ou  — la  gran- 
deur commenfurable  qu’elle  reprefènte , eft  une  équation 
linéaire,  qui  eft  un  divifêur  exact  de  l’une  &c  de  l’aucre  de 
ces  deux  équations  , par  la  nature  des  équations. 

De  même  g ou  — la  grandeur  commenfurable  qu’elle 
reprefènte  , eft  une  équation  linéaire , qui  eft  un  divifêur 
exad  de  ces  deux  mêmes  équations , fuppofé  qu’on  les  or- 
donne par  raporc  à l’indéterminée  g > par  confcquent  en 
recherchant  le  plus  grand  divifêur  commun  de  ces  deux 
équations,  qui  en  ont  un  où  /"eft  linéaire,  ou  bien  un  où  g 
eft  linéaire  : Quand  on  fera  arrive  à un  refte  dans  lequel/* 
ou  bien  g feront  linéaires  , ce  fera  un  divifêur  commun 
des  deux  équations.  Ce  refte  eft /=  ou  bien 

S = 
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p*nr-tr+i.  Çç  refte  cft  donc  une  équation  linéaire, 
qui  contient  une  racine  commenfurable  de  chacune  de  ces 

deux  équations.  , , . ,r 

Si  on  continue  la  recherche  du  plus  grand  divifeur 
commun  , jufqu’à  ce  que  /ou  g difparoifTcnt , le  nouveau 
refte  qui  ne  contiendra  point/,  ou  point  g,  fera  donc  égal 
à zéro , puifque  le  refte  précèdent  où  /,  ou  bien  où  g ctoit 
linéaire , eft  iuppofé  un  divifeur  exact  , qui  doit  laifter  zéro 
pour  refte  de  la  divifion:Ce  dernier  refte  qui  eft  la  réduite, 
eft  donc  tel,  qu’en  mettant  à la  place  de  l'inconnue/ ou  g 
de  cette  réduite , la  grandeur  commenfurable  qu’elle  re- 
prefente , & y mettant  auflî  les  grandeurs  reprelentées  par 
n,  p,  q,  Sic.  toutes  les  quantités  le  détruiront  par  des  lignes 

contraires.  , , 

Par  confequenr,  félon  la  nature  des  équations,  apres  avoir 
fubftitué  dans  la  réduite  les  grandeurs  reprelentées  par  n, 
p,  q.  Sic. /-+-  ou  — un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  ré- 
duite , ou  bien  g -h  ou  — - un  divifeur  du  dernier  terme  de 
la  réduite,  cft  une  équation  linéaire  qui  divife  exactement 
la  réduite,  Sc  qui  en  contient  la  racine  5 c eft  à dire,  la  valeur 
de  / ou  de  g. 

La  méthode  fait  donc  trouver  , lorfque  requation  pro- 
pofée  eft  réductible,  les  valeurs  de /6c  de  g,  qui  étant  miles 
a leur  place  dans  xx+-fx- f-  g = o,  changent  cette  équa- 
tion indéterminée  en  une  autre  déterminée  , qui  cft  un 
divileur  exaCl  de  la  propofée.  Ce  qu'il  falioic  démontrer. 


Remarques  fur  la  méthode  du  cinquième  Problt  me. 

I. 

£8.  Xl  fuffit  ici  d’avoir  fait  concevoir,  Si  d’avoir  démontré  la 
méthode  5 ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcuj, 
pourront  fupputer  deux  réduites  pour  le  cinquième  degré , 
& deux  pour  le  fixiéme,  dont  les  inconnues  foient  fSi  g ; 
& de  plus  trois  réduites  pour  le  fixiéme  degré,  lorfqu’il  peut 
fe  réduire  à deux  équations  chacune  du  troifiéme  degré  , 
dont  les  inconnues  feront  les  indéterminées  /,  g,  h,  de  1 é- 
quation  indéterminée  xi  -+-fxx-*~ g*-*-  h = o. 

. Ils  pourront  toujours  trouver  par  le  moyen  de  ces  rédui- 
tes, fi  une  équation  quelconque  du  4',  5'  6c  6e  degré  eft 
réductible  j £c  les  équations  plus  fimples  aufquelles  on  la 
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fieuc  réduire , par  les  feules  fubftitutions  des  grandeurs  de  • 
a propofee , reprefentées  par  »,  p,  q , Sec. 

Pour  abroger  le  calcul  qu'il  faut  faire  pour  trouver  ces 
réduites , on  pourra  fuppolér  le  fécond  terme,  où  eft  »,  de 
chaque  formule  generale,  évanoui > & alors  il  faudra  faire 
évanouir  le  fécond  terme  d'une  équation  propofée  , lorf- 
qu'on  voudra  voir  fi  elle  eft  réductible. 

n. 

Lorfqu’on  fe  fèrt  de  la  réduite  dont  l’inconnue  g ou  h eft  le 
dernier  terme  de  l’cquation  indéterminée  xx  -*-f'x+-g  = o, 
ou  bien  x!  •+•  fxx-t-gx  = la  grandeur  repreféntée  par 

g ou  h , devant  être  un  divilèur  exaét  du  dernier  terme  de 
la  propofée , lorfque  cette  grandeur  eft  commenfurable  ; on 
a cet  avantage  de  n’avoir  befoin  pour  trouver  la  racine  de 
la  réduite,  que  des  diviléurs  du  dernier  terme  de  la  propo- 
fée, communs  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  réduite  : & 
de  plus  fi  l'cquation  propofée  eft  littérale  & homogène,  on 
n’a  befoin  que  des  diviléurs  du  derniertermc  de  la  propofée 
qui  font  de  deux  dimenfions , lorfque  l’on  cherche  une  équa- 
tion repreféntée  par  xx  -*-fx  -+■  g = o du  fécond  degré  ; 
& de  ceux  qui  font  de  trois  dimenfions,  lorfqu’on  cherche 
une  équation  du  troifiéme  degré  reprefentée  par  ■+■  fxx 
■+■  g*  -t-  h = o. 

Lorfqu’on  fe  fért  de  la  réduite  dont  l’indéterminée  f des 
équations  xx  -+-  fx  g = o , x'  -t-  fxx  •+■  gx  -+-  h = o eft 
l’inconnue,  ou  bien  l’indéterminée  g de  l’équation  xi  -t-  fxx 
■+•  gx  -+-  h = o,  on  a cet  avantage  que  quand  l’équation  du 
fécond  ou  du  troifiéme  degré , par  laquelle  la  propofée  fe 
peut  exactement  divifér,  a le  fécond  terme  évanoui,  on  le 
trouve  tout  d’un  coup  ; car  après  la  fubftitution  des  gran- 
deurs reprefentées  par  »,  />,  &c.  dans  la  réduite,  cette  rédui- 
te fe  peut  abaifler  d’un  degré  j c’eft  à dire,/ fé  trouve  avoir 
une  valeur  égale  à zéro. 

Il  faut  entendre  la  même  chofé  de  la  réduite , dont  l’in- 
connue eft  l’indéterminée  g de  l’équation  x‘  -t-  fxx  -t-  gx 
•+-  h = o. 

III. 

Lorfqu’en  examinant  par  la  méthode  qu’on  vient  d’ex- 
pliquer, fi  une  équation  propofée  eft  réductible  , on  ne 
trouve  aucune  valeur  commenfurable  de  l’inconnue  de  la 
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réduite  , on  eft  alluré  que  la  propofée  eft  irréductible. 

Avertissement. 

Les  méthodes  qu’on  vient  de  donner  pour  trouver  fi  une 
équation  eft  réductible,  demandent  un  long  calcul  ; c’cft 
pourquoi  il  feroit  à louhaitcr  qu’on  eût  une  méthode  courte 
pour  trouver  quand  une  équation  eft  irréductible.  En  voici 
une  qui  peut  lervir  en  pluficurs  rencontres. 

Méthode  four  trouver  tout  d’un  coup,  en  plufieurs  cas , fi  une 
équation  lttier.de  efi  irrcdultdle. 

69'  I l faut  fùppofèr  chaque  lettre  differente  de  l’équation 
propofée  égale  à un  nombre , comme  à 1 , ou  à a , & c.  ou 
tien  fuppoier  toutes  les  lettres  differentes  égales , ou  feu- 
lement quelques  unes.  On  peut  aufli  fuppofer  l’unité  ou  le 
même  nombre  égal  à plufieurs  lettres  differentes  de  la  pro- 
polëej  (on  fuppolè  qu’on  n’a  point  abrégé  l’équation  pro- 
pofée en  fuppofànt  plufieurs  connues  differentes  exprimées 
par  une  feule  lettre.  ) 

Il  faut  enfuite  fubftituer  les  nombres  ou  les  lettres  qu’on 
a fuppofé  égales  à celles  de  l’équation , à leur  place  dans  la 
propofée.  Si  la  nouvelle  équation  qui  en  refulte , eft  irré- 
ductible, c’eft  une  marque  certaine  que  la  propofée  eft  irré- 
ductible. 

Démonftration.  Par  la  fuppofirion,  l’équation  nouvelle  qui 
refulte  des  fubftitutions,  eft  irréductible.  Mais  fi  la  propofée 
étoit  réductible  en  deux  autres  équations  plus  fimples,  cette 
équation  qui  refulte  des  fubftitutions  feroit  neceüàirement 
réductible , comme  on  va  le  montrer  : Ainfi  fi  l’équation 
qui  refulte  des  fubftitutions  eft  irréductible,  la  propofée  l’eft 
suffi.  Car  fi  la  propofée  étoit  réductible  en  deux  autres  plus 
fimples,  on  pourroir  concevoir  qu’on  fubftituât  dans  ces 
deux  plus  fimples,  à la  place  des  lettres  differentes  qu’elles 
contiennent  , les  mêmes  nombres  ou  lettres  qu’on  leur  a 
fuppofées  égales  dans  la  propofée  -,  & on  conçoit  évidem- 
ment que  le  produit  de  ces  plus  fimples  ainfi  changées , 
donneroit  l’équation  même  qui  a refulté  des  fubftitutions. 
Elle  feroit  donc  réductible  en  ces  deux  plus  fimples  chan- 
gées par  les  fubftitutions  qu’on  y a conçues.  Elle  ne  feroit 
donc  pas  irréductible.  Ce  qui  eft  contre  la  fuppofirion. 


Digitized  by  Google 


I7t 


Analyse  démontré' e. 

R £ M A K.  Q^U  H. 

Cependant,  quand  en  fübflituant  des  nombres  ou  de* 
leccres  à la  place  des  leteres  differentes  d’une  équation  pro- 
pofèe,  l’équation  qui  en  refulte  efl  rédu&ible , ce  n’eft  pas 
une  marque  certaine  que  la  propofée  foit  rédudible ; car  fi 
on  fuppole  dans  l’équation  irréduélible  x1 — 3 axx -+■  $abx 

— aab  — o , que  è — a,  l’équation  x'  — 3<*xx  ■+■  3 aax 

— a>  = o , qui  en  refultera,  fera  réduclible. 

Cela  vient  de  ce  que  les  lettres  connues  dans  une  équation 
littérale , reprefentant  toutes  les  grandeurs  poffibles , on 
peut  fuppolêr  de  ces  grandeurs  à leur  place  qui  foient  telles, 
qu’elles  donnent  une  nouvelle  équation  de  même  forme 
que  la  propofée  qui  ait  des  racines  commenfurables;  car  il 
y a des  équations  réductibles  poffibies  de  la  même  forme 
que  la  propofée,  & la  generalicé  ou  l’indétermination,  pour 
ainfi  parler,  des  lettres  de  la  propofée,  efl  caufê  qu’elle 
reprefente  ces  équations  rcdudiblés  de  même  forme,  aufli- 
bien  que  les  autres  qui  ne  font  pas  réductibles. 

Corollaire  du  cinqjjieme  Problème, 
Oà  ton  explique  la  méthode  de  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier 

terme  d! une  équation,  lorfque  ce  dernier  terme  ejl  très  Compofé. 

70.  I>a  méthode  du  Problème  precedent  peut  fërvir  à trou- 
ver tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  d’une  équation  litté- 
rale , quelque  compofé  qu’il  puifle  être , comme  on  le  va 
voir  dans  l’exemple  fuivant. 

.Soit  l’équation  ** ***'  *+■  *****  •’**  -4-  **i  «e  », 

SCX*  — abdxx  — xxbdx  — * ''b À 

•4*  bbx’  -4-  bcdxx  -4-  xbcdx  — »>ed 
-*•  txbxx  -4-  x'bx  -4-  xxbbi 
— *>xx  — **bex  •+■  ix*bid 
-b-s*<xx  -4-  *b’x  — tl'd 
«—  *bbxx  — mbecd 

-4-  b lcd 

dont  le  dernier  terme  efl  très  compofé. 

Pour  trouver  tous  les  divifeurs  de  ce  dernier  terme,  1®,  on 
feindra  que  c’efl  une  équation  5 & prenant  une  des  lettres 
qui  s’y  trouvent , comme  a,  pour  l’inconnue  de  cette  équa- 
tion feinte , on  ordonnera  l’équation  feinte  par  raport  i 
l’inconnue  a ; &:  l’on  aura  l’équation  feinte, 

da'  — bda * -t-  bhdaa  — b da- 4-  ficd  = O, 

— eda'  -4-  zbedaa  — beeda 
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i".  On  vefra  fi  tous  les  termes  ne  font  point  multipliés  par 
une  même  grandeur  ; & comme  on  trouve  qu’ils  le  font  par 
d,  on  les  divifera  par  d,  qui  eft  déjà  un  des  divifeurs  fimples 
du  dernier  terme  5 il  le  taut  mettre  à part , &l  l'équation 
feinte  fera  4*  — b*'  -t-  bbaa  — b'a-*-b  c — o. 

— ca'  xbcaa  — bcca 

30.  II  faut  chercher  par  le  premier  Problème,  fi  une  équa- 
tion linéaire  de  l’inconnue  a plus  ou  moins  un  divifeur  du 
dernier  terme  b'c,  ne  ferait  point  un  divifeur  exacl  de  cette 
équation  feinte  : Si  l’on  en  trouvoit  une  qui  fut  un  divifeur 
exa&,  on  la  mettrait  à part,  comme  étant  un  divifeur  linéaire 
du  dernier  terme  de  la  propofee,  & on  chercherait  de  même 
fi  le  quotient  n’auroit  point  de  femblables  divifeurs  linéai- 
res } ce  qu’on  continuerait  jufqu’à  ce  qu'on  trouvât  un  quo- 
tient qui  n’eùt  plus  de  ces  divifeurs  linéaires. 

Si  le  premier  terme  a*  de  l’équation  feinte  avoit  un  autre 
Coéficient  que  l’unité,  on  fe  ferviroit  du  fécond  Problème 

fiour  trouver  les  divifeurs  de  l’équation  feinte,  dans  lefquels 
'inconnue  a fut  linéaire.  Mais  comme  l’équation  feinte  qui 
fert  d’exemple  n’a  aucun  de  ces  divifeurs  dans  lefquels  * foit 
linéaire , il  faut  trouver  les  divifeurs  dans  lefquels  a foit  da 
fécond  degré. 

40.  Pour  les  trouver , on  y appliquera  la  méthode  du  cin- 
quième Problème  5 c’eft  à dire , fuppofànt  que  la  formule 
jr*  -+•  nx'  pxx  -t-  qx  •+-  r = o , reprefente  cette  équation 
feinte, on  fuppofera  n = — b — c,p  ibe,  q — — 6> 

— bcc,  rz=zb'c. 

On  fubftituera  ces  valeurs  à la  place  de  »,  />,  q,  r,  dans  la 
réduire  g6  —pg'  nqg  — qqg'  -t-  nqrig  — prrg  -h  r'  — O* 
— 'g4  — mrg'  — rrgg 
*+-  ifrg' 

& elle  fera  changée  en  cette  autre  réduite, 
g‘ — bbg'  -+-  b' p — iV  -+-bycgg  — b* ccg  +iV=  O. 
— 1 beg'  -+-  boccgl  — bbc'g'  -t-  b'c'gg  — *-b‘c'g 

h-  bc'g'  +-  b’cg  ^ ■+*  b'c'gg  m 

Il  faudra  chercher  les  divifeurs  de  deux  dimenfîons  com- 
muns au  dernier  terme  Pc'  de  cette  réduite  , & au  dernier 
terme  b c de  l’équation  feinte:  ces  divifeurs  font  bb,  bc.  Il 
faudra  enfuite  fubflituer  fucceflivement  bb,  — bb,  ■+■  bc 

Y iij 
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— bc,  à laplace  de  g dans  la  réduite  ; & parcequ’on  trouve 

3ue  la  fubuicution  de  ■+■  bb  fait  détruire  toutes  les  quantités 
e la  réduite  par  des  lignes  contraires , bb  eft  une  valeur 
de  g,  c’eft  à dire  g — bb. 

Il  faut  fubfticucr  bb  au  lieu  de  g,  & les  valeurs  de  n,  q,  r, 
à leur  place , dans  /=  ; & l’on  trouvera  /==  — c. 

Subfticuanc  ces  valeurs  de  /&  de  g dans  xx  +/i  + g = o, 
qui  eft  dans  cet  exemple  aa  -*-fa-+-  g = o,  on  la  changera 
en  aa  — ex  ■+■  bb  = o , qui  eft  un  divifèur  exact  de  la  pro- 
pofée  ; le  quotient  eft  aa  — ab-t-cd  = o.  Ainfi  les  di viieurs 
de  deux  dimenlîons  de  la  propofée  font  aa  — ac  bb  aa 
« — ab  cd. 

Comme  il  n’y  a pas  d’autres  divifeurs  plus  compofés  à 
.chercher  dans  notre  exemple  , pour  avoir  cous  les  divifeurs 
du  dernier  terme  de  la  propofée,  il  n’y  a qu’à  multiplier  ceux 
qu’on  a trouvés  les  uns  par  les  autres,  & on  les  aura  tous. 
Ce  qui  étoic  propofé. 

R E M A R.  Q^U  E. 

S i le  dernier  terme  de  l’équation  feinte  du  dernier  terme 
de  la  propofée , étoit  encore  fort  compofé , on  feroic  de-ce 
dernier  ternie  de  l’équation  feinte , une  féconde  équation 
feinte,  & on  en  trouverait  tous  les  divifeurs,  comme  on  les 
a trouvé  de  la  première,  & ils  lérviroient  enfuite  à trouver 
tous  les  divifeurs  de  la  première  équation  feinte. 

Cette  méthode  n’a  pas  befoin  de  démonftration  après 
celle  du  cinquième  Problème. 
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SECTION  IV. 

Où  l'on  explique  la  maniéré  de  refoudre  les  équations  qui 
ont  toutes  leurs  racines  égales , ou  qui  en  ont  feulement 
quelques-unes  d’égales  & commenfurables,  & la  maniéré 
d’abaijjèr  à un  moindre  degré  les  équations  qui  ont  quel- 
ques-unes de  leurs  racines  égales  & incommenj, uranies t 
& de  diminuer  le  nombre  de  leurs  inconnues  > lorf quelles 
en  ont  plufeurs. 

PROBLEME  VL 

71,  ReSOVD  RE  une  équation  compofee , dont  toutes  les  racines 
font  égales } t ept  à dire , trouver  toutes  les  racines  égales. 

X l eft  évident  qu’il  fuffic  d’en  trouver  une  lèule  ; pour  cela 
il  faut  prendre  la  racine  du  dernier  terme  de  la  propolee, 
dont  l’expofant  foit  égal  à celui  du  degré  de  la  propolee, 
& elle  lèra  la  racine  de  la  propofée. 

Par  exemple , l’équation  x * — 3 axx  ■+■  3 aux  — ed  — o, 
contient  trois  racines  égales  ; pour  les  trouver , il  faut  tirer 
la  racine  troifiéme  du  dernier  terme  <*’,  & l’on  aura  a pour 
la  racine  de  la  propolee , c’eft  à dire  x = a. 

De  même  fuppole  qu’on  Içache  que  l’équation  x*  — 4*V* 
«4-  6xxÿq. — 4x^8  -4-1  = 0,  a toutes  lès  racines  égales, 
la  racine  quatrième  du  dernier  terme,  qui  eft  ÿi,  eft  la 
racine  de  la  propolee , c’eft  à dire  x = y 1. 

La  démonftration  eft  évidente,  fi  l’on  fait  reflexion  que 
le  dernier  terme  de  l’équation  eft  le  produit  de  toutes  le* 
racines. 

PROBLÈME  VII. 

y Z.  LoRS  £JJ‘  I L y a plufeurs  racines  égales  pofitives  dans  une 
équation  compofée  quelconque , les  trouver  lorf quelles  font  com- 
menfurables , çf  abaiffer  r équation  à un  moindre  degré , lorfque 
les  racines  égales  font  incommeitfurables. 

Méthode  generale. 

i-.O  N fuppofera  que  chaque  racine  égale  eft  reprelèntce 
par  /,  ainli  x = f,  x — f = 0 i & xx  — ifx  o, 
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reprelênte  une  équation  de  deux  racines  égales  ; — 3 fxt 

h-  iffx  — P — o,  reprelênte  une  équation  de  trois  racine» 
égales  j x*  — 4 fxs  ■+-  — epx  -+-/+  = o,  en  reprefentc 

une  de  quatre  racines  égales , &c. 

i°.  Il  faudra  divifer  la  formule  generale  des  équation» 
du  fécond  degré,  du  troifiéme,  du  quatrième,  &c.  par  xx 

— ifx  ■+■  ff—  o , lorfque  l’on  cherchera  deux  racines  éga- 
les; il  faudra  divilêr  la  formule  du  troifiéme,  quatrième 
degré,  &c.  par  x ' — ffxx  ■+■  3 ffx  — /’  = o,  lorlqu’on  cher- 
chera trois  racines  égales  ; & ainfi  de  fuite.  Il  faudra  conti- 
nuer la  divifion  jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à un  relie,  dans 
lequel  x foit  moins  élevée  d’un  degré  que  dans  le  divilêur. 

30.  Il  faudra  fuppofer  chacun  des  termes  de  ce  relie  égal 
à zéro , & y mettre  l’inconnue  x =/à  la  place  de  f. 

Ces  équations  feront  les  formules  generales  propres  à 
faire  trouver  les  racines  égales  dans  chaque  degré,  quand 
elles  font  commenfurables  $ ou  à abaiflêr  l’équation  qui  aura 
des  racines  égales  à un  moindre  degré  , quand  elles  font 
incommenfurables. 

application  de  U méthode  aux  équations  du  te,  3*,  4',  f, 
& 6e  degré , qui  ont  deux  racines  égales. 

— Pour  le  fécond  degré. 

i".  1 l faut  divilêr  xx  nx  -+- p = o , par  xx  — xfx  ff 
= o ; Si  l’on  aura  le  relie  -4-nx-t-ffx  -4-  p — ff,  où  x eft 
d’un  degré  moins  élevée  que  dans  le  divilêur. 

x".  Il  taut  fuppolêr  chaque  terme  de  ce  relie  égal  à zéro, 
& l’on  aura  tf-r-n  — o,  — ff~t-pz=  o ; il  faut  fiibftituer 
dans  ces  équations  x —f,  à la  place  de/,  & l’on  aura  xx 
■+•  » = r o , — xx  •*-  f = o , ce  qui  donne  immédiatement 
la  valeur  de  x dans  le  fécond  degré  : car  x = — f > ou  bien 
encore  xx  — p,  d’où  l’on  déduit  x = Vp. 

Pour  le  troifiéme  degré. 

i°.  O n divilêra  xr -*-  nxx  •+•  px  -4-  q = o , par  xx—  ffx 
h-  ff  — o , jufqu’à  ce  qu'on  foit  arrive  au  relie  -i-px-r-  xnfx 
*+■  iffx , -4-q  — nff — xff. 

x'.  On  fuppofera  chaque  terme  de  ce  relie  égal  à zéro  ; 
& après  avoir  mis  dans  les  deux  équations  qui  en  naîtront, 
x à la  place  de  /,  l’on  aura  }xx  + inx  -4-p  — 0,  & ■ — xx ’ 

— nxx  «*>  q — o.  Pour 


Digitized  by  Google 


*77 


Livre  IV. 

Pour  le  quatrième  degré. 

O k trouvera  par  une  femblable  operation  ces  deux  for- 
mules -+-4*‘  W*x  + a/x-t-^Oj  £c  — 3a:4  — xrud 
— pxx  t = o. 

Pour  le  cinquième  degré. 

O n trouvera  jx4  -t-  4»x’  •+■  3/xx  <+•  î^x  r = o,  & — 4^’ 

— 3«x+  — 1/x5  — qxx  ■+•  s = o. 

TW  & fixième  degré. 

O N trouvera  ces  deux  formules  6x'-»-  jnx4  -+-  4^'  -4-  3 qxx 
irx  -+- 1 = o , & — Jx‘  — 4»x‘  — 3/x4  — ifx’  — rxx 
**-  / = o. 

duplication  de  la  méthode  aux  équations  qui  ont  trois 
racines  égales. 

Pour  le  troifième  degré. 

X l faut  divilcr  x ' -+-  nxx  + /*  + } = o , par  xJ  — ifxx 
•*-  yffx  — — o , & le  refte  -t-  wxx  •+•  px  -4-  q = o, 

h-  tfxx  — sffx  a- p 

contenant  xx,  qui  eft  moins  élevée  d’un  degré  que  x’  dans 
Je  divilèur  ; on  mppofera  cliacun  des  termes  de  ce  refte  égal 
à zéro , & l’on  y lubftituera  x à la  place  de  fi  ce  qui  don- 
nera les  trois  formules  fuivantes  3X  -4-  n = o , — 3XX  /> 

— o,  -4-  x’  -t-  q = o. 

Pour  le  quatrième  degré. 

O N trouvera  par  une  femblable  operation  en  divdfenr  x4 
*4-  nx' , Sec.  par  x‘  — \fxx , & c.  le  refte  -4-  Gffxx  -t-  3 nfxx 
fxx  — 8/ x — 3 nffx  qx  •+■  }f  -4-  nf  -4-  r = o ; on  fup- 

pofera  chaque  terme  égal  à zéro  ; Se  apres  avoir  fubftituc 
x — fi  la  place  de f on  aura  les  trois  formules  fuivantes, 
-4-  6 xx  -4-  3/jx  -4- p = o , — 8x’  — 3«xx  -4-  q = o , *4-  3X4 
h-  «x*  -4-  r=  o. 

Pour  le  cinquième  degré. 

jE  n divifant  x’-+-  nx\  Sec.  par  x’ — 3/xx,&c.on  trouvera  le 
refte  -4-  iof' xx  — ij/4x  -4-  6f 
-4-  Gnffxx  — 8 nfx  -4-  3 nf* 

“*■3  rfxx  Ipffx  Orfp 

•+■  qxx  •+•  rx  -x  s Z 
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dont  on  fuppofêra  chaque  terme  égal  à zéro,  &:  on  fub/lî- 
tuera  x =/à  la  place  d ef  dans  les  trois  équations  qui  en 
viendront  j ce  qui  donnera  les  trois  formules  Vivantes, 
iox'  -+•  ùnxx  ipx  •+-  q = o. 

— 1 jx4  — &nx'  — 3 pxx  -+•  r = O 
6x'  ■+•  }nx4  ■+■  px'  ■+•  s = O 

Pour  le  fixiéme  degré, 

E n divilànt  x 5 -1-  »x',  Sec.  par  x ’ — 3 fxx,  &c.  on  trouver* 
le  relie  ■+■  1 rf*xx  — 24/ 'x  io/1 

■+■  îonpxx  — ijtf/^x  -t-  Gnp 
■+•  6/#**  — 8//’x  -+-  î/>/4 
h-  yifxx  — iqffx  -t- 
-t-  rx  x -t-  sx  ■+■  t 

on  fuppofêra  chaque  terme  de  ce  relie  égal  à zéro  ; & après 
avoir  iubllitué  x =/,  à la  place  de/,  dans  les  trois  équa- 
tions qui  en  viendront,  on  aura  les  trois  formules  fiiivantes, 
iyx4  -t-  îonx1  -t-  6pxx  -t-  3 qx  -b  r — o. 

— 24*’  — 1 j/rx4  — 8/>x’  — 3-yxx  -+-  s = o 

-+■  iox*  -4-  ■+•  3/>x4  -+-  qx'  -t- 1 = o 

Avertissement. 

O N trouvera  pardefêmblables  operations,  en  divilàntles 
formules  generales  x4  -+-  nx\  &c.  x'  •+•  »x+,  &c.  x5  »x',& c. 
par  x4  — 4/xS  -4-  Gffxx  — 4 px  -t-  /'  = o,  les  formules  pour 
trouver  les  quatre  racines  égales  des  équations  du  4e,  j‘,  & 
6e  degré  ; & ainlî  de  fuite. 

On  pourroit  trouver  les  mêmes  formules,  fi  on  élevoit 
l’équation  qui  reprefente  les  racines  égales  au  degré  de  la 
propofee,  en  la  multipliant  par  une  autre  équation  indéter- 
minée, & comparant  enfuite  les  termes  de  ce  produit  avec 
ceux  de  la  formule  generale  du  meme  degré. 

Remarque  fur  les  formules  qui  doivent  fervir  à trouver 
les  racines  égales  d'une  équation. 

Les  deux  formules  qu’on  a trouvées  dans  chaque  degré 
pour  découvrir  les  racines  égales,  lorfqu’il  y en  a deux  dans 
une  équation , ne  font  chacune  que  l’équation  même  'dont 
les  termes  (ont  multipliés  de  fuite  par  les  termes  d’une  pro- 
greifion  arichmetique,qui  va  en  diminuant,  lç  premier  terme 


Digitized  by 


Livre  IV.  179 

de  l’équation  par  le  premier  <ie  la  progreflîon  , le  fécond 
par  le  fécond , & ainfi  de  fuite. 

Le  premier  terme  de  la  progreflîon  arithmétique,  qui  fart 
trouver  la  première  formule  dans  chaque  degré , eft  tou- 
jours égal  à l’expofant  de  la  puiifance  de  l’inconnue  dans 
le  premier  terme  ; dans  le  fécond  degré,  où  l’expofant  de 
* la  puiflance  xx  dans  le  premier  terme  eft  x,  le  premier  terme 
de  la  progreflîon  arithmétique  eft  x -,  dans  le  3' degré,  c’eftj; 
dans  le  4',c’eft4;  Scainfide  fuite:  d'où  l’on  voit  que  chaque 
terme  de  la  progreflîon  arithmétique , qui  fait  trouver  la 

Îiremiere  formule,  eft  égal  à l’expofant  de  la  puiflance  de 
'inconnue*,  dans  le  terme  de  l’équation  qu’il  doit  multi- 

Jilier,  & que  zéro  fè  trouve  fous  le  dernier  terme.  Ainfi  dans 
e fécond  degré , la  progreflîon  arithmétique  pour  trouver 
la  première  formule , eft  x,  1,  o j dans  le  3e  degré,  3,  x,  1 , Oj, 
dans  le  4e  degré,  4, 3,  x,  r,  o » & ainfi  de  fuite. 

La  progreflîon  arithmétique  qui  faie  trouver  la  féconde 
formule,  eft  dans  le  fécond  degré  — 1,  o,  1 3 dans  le  3e 
degré,  — x,  — 1,  o,  1 5 dans  le  4e, — 3,  — x,  — 1,  o,  -f-r* 
dans  le  je,  — 4,  — 3, — 1,  — 1»  o,  -*■  1 j dans  le  6l,  — j, 

4 y 3 y > I , O , -+*  r.  f 

Les  trois  formules  qu’on  a trouvées  pour  découvrir  les 
racines  égales  des  équations,  Iorfqu’il  y en  a trois,  font  aifli 
les  termes  de  l’équation  même  de  chaque  degré,  multipliés 
de  fuite  par  les  termes  du  produit  de  deux  progreiîions 
arithmétiques.  Pour  la  première  formule  du  3 e degré,  les. 
deux  progreflions  font  3,  x,  r,  o. 

a,  i>  o,  — *. 

Leur  produit  eft  é,  1,  o,  o. 

Divifânt  chaque  terme  par  x,  l’on  a 3,  1,  o,  o. 

Pour  la  fécondé  formule  du  3'  degré,  les  deux  progreflîons 
arithmétiques  font  3,  a,  1,  o. 

— 1 , o , *4-  1 , -4-  z. 

Leur  produit  eft  — 3,  o,  -r-  1 , o. 

Pour  la  troifiéme  formule  du  3'  dégrevés  deux  progreflions 
arithmétiques  font  x , r , o , — 1. 

r , o,  — r , — 1. 

Leur  produit  eft  x , o,  o , -y-  2. 

Divifânt  chaque  terme  par  i,  l’on  a r,  o,  o,  r. 

Z ij 
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Pour  la  première  formule  du  4' degré,  les  deux  progrefi 
fions  arithmétiques  lont  4 , 3 , x , 1 , o. 

3,  x,  I,  0,-1. 

Leur  produit  eft  ix,  6,  x,  o,  o, 

Divifant  chaque  terme  par  x,  l’on  a 6, 3, 1,  o,  o. 

Pour  la  féconde  formule  du  4e  degré  , les  deux  progrefi 
fions  font  4,  3,  x,  1,  o. 

— x, — i,  o,-h,-i-i. 

Leur  produit  efc  — 8, — j,  o,-pi,  o. 

Pour  la  troifiéme  formule  du  4'  degré , les  deux  progrefi 
fions  font  3,  x,  1,  o, — 1. 

x,  1,  o,  — 1,  — x. 

Leur  produit  eft  6,  x,  o,  o,  -+■  x. 

Divifant  chaque  terme  par  x,  l’on  a 3, 1,  o,  o,  x. 

Pour  la  première  formule  du  j' degré , les  deux  progrefi 
fionsfont  ï»  4»  3»  *»  o. 

4»  3>  1 > 

Leur  produit  eft  20, 11, 6,  x,  o,  o.  • 

Divifant  chaque  terme  par  x,  l’on  a 10,  6,  3,  i,  o,  o. 

Pour  la  féconde  formule  du  jc  degré , les  deux  progrefi 
fions  font  j,  4,  3,  x,  1,  o. 

— 5,  — x,  — r,  o,  -1-  1,  x. 

Leur  produit  eft  — iy, — 8,  — 3,  o,+  x,  o. 

Pour  la  troifiéme  formule  du  y'  degré , les  deux  progref- 
fions font  4,  3,  x,  i,  o,  — r. 

3 » x , » > — * , — x. 

Leur  produit  eft  ix,  6,  x,  o,  o,-*-x. 

Divifant  chaque  terme  par  x , l’on  a 6,  3,  1,  o,  o,  1. 

Pour  la  première  formule  du  6'  degré , les  deux  progrefi 
fions  font  6,  y,  4,  3,  x,  1,  o. 

5 y 3 » X , I , O, I. 

Leur  produit  eft  30,  xo,  ix,  6,  x,  o,  o. 

Divifant  chaque  terme  par  x , l’on  a iy,  10,  6, 3,  x,  o,  o. 

Pour  la  fécondé  formule  du  6e  degré,  les  deux  progrefi 

fions  font  6,  5,  4,  3,  x,  1,  o. 

— 4 , — 3>  — z>  — o,  x. 

Leur  produit  eft  — X4, — xy,  — 8,  — 3,  o,  -4-i,  o. 
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Pour  la  troifiéme  formule  du  6e  degré,  les  deux  progref- 
fions Zone  j,  4,  3,  i,  i,  o,  — i. 

4»  3i  *»  »>  o,  — ».  —± 

Leur  produit  eft  îo,  iz,  <5,  z,  o,  o,  z. 

Divifant  chaque  terme  par  z,  l’on  a io,  6, 3,  i,  o,  o,  r. 

S’il  y avoit  quatre  racines  égales , on  trouveroit  quatre 
formules  pour  les  découvrir  dans  chaque  degré,  donc  cha- 
cune lëroit  le  produit  des  termes  de  l’cquation  propofée  , 
par  les  termes  du  produit  de  trois  progreffions  arithméti- 
ques. 

S’il  y avoit  cinq  racines  égales,  on  trouveroit  cinq  for- 
mules pour  les  découvrir  dans  chaque  degré  ; chacune  de 
ces  formules  lëroit  le  produit  des  termes  de  l’équation,  par 
les  termes  du  produit  de  quatre  progreflions  arithmétiques  ; 
& ainfi  de  fuite.  Il  eft  facile  de  les  trouver  par  la  méthode. 

Application  de  la  méthode  à des  exemples , c'efi  à dire , aux 
équations  particulières  qui  ont  plufieurs  racines  égales* 

Exemple  I. 

Le  03*  a t 1 o n x’  ■+■  }xx  — 9*-<-j=o,a  deux  racines 
égales  j pour  les  trouver,  il  n’y  a qu’à  iubftituer  dans  les  deux 
formules  du  troifiéme  degré,  3**  z nx  p = o,  — zx* 

— «xx  -+-  q = o , les  valeurs  de  »,  p,q  ; ou  bien , ce  qui  eft 
plus  court , il  n’y  a qu’à  multiplier  les  termes  de  la  propo- 
lëe  par  les  termes  de  la  progreflion  arithmétique  3,  z,  1,0$ 
ou  bien,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  multiplier.cnaque  terme 
de  la  propofée  par  le  nombre  qui  eft  l’expofant  du  degré 
où  l’inconnue  x eft  élevée  dans  ce  terme,  & le  dernier  terme 
où  x n’cft  point  par  zéro  ; & l’on  aura  3x’  ■+-  <Sxx  — yx~  o, 

3ui  le  réduit  à 3xx  -+-  6x  — 9=0,  qui  peut  encore  être 
ivifée  par  3 , & l’on  aura  xx-r-  txx  — 3 = 0. 

Il  faut  enfuite  multiplier  les  termes  de  la  propolce  par  les 
termes  de  la  progreflion  arithmétique  — 1,  — 1,0,  -r  x ; 
& l’on  aura  — zx1  — < 3XX  -t-  j = o. 

Pour  trouver  enfuite  la  racine  égaie  de  la  propolce  , il 
n’y  a qu’à  chercher  le  plus  grand  divilëur  commun  de  deux 
de  ces  trois  équations , lijavoir  la  propofée  x’  -+  3XX  — 9X 
-t-  î = o,  & les  deux  autres  qu’on  vient  de  former,  xx  ix 
— 3 = o,  — zx’  — • jxx  -t-  y = o j l’on  trouvera  que  — 

Z iij 
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H-  I = O , ou  bien  x — i = o , eft  ce  plus  grand  divifeur 
commun  j ainfi  x = i,  & 1 eft  la  racine  égale  qu’on  cherche. 

Exemple  IL 

Pour,  trouver  les  racines  égales  de  x4  — 4x  ■+•  3 ==  o, 
qui  en  contient  deux,  on  multipliera  chaque  terme  par  1 ex- 
pofant  de  x,  & le  dernier  terme  par  zéro  5 & l’on  aura+x4 

4_v  = o , qui  fe  réduit  à 4»’  — 4=05  divilant  par  4, 

l’on  aura *'-i  = o;  d’où  l’on  déduit  x = 1 : ainfi  il  eft 
inutile  de  multiplier  la  propofée  par  l’autre  progrefllon 
arithmétique  — 3,  — 1,  — i,  o, -k  1,  puifque  la  racine  qu'on 
cherche  eft  x = 1 5 & l’on  trouvera  que  x — 1 — o,  eft  un- 
divifeur  commun  de  la  propofée  , & de  x’  — 1 — 

Exemple  III. 

Pour,  trouver  chacune  des  trois  racines  égales  que  con- 
tient l’équation  x’  — 6xx  -+-  8x  — 3 = °,  °n  *a  multip  1er* 
par  les  termes  du  produit  des  deux  progreffions 

4*  3,  G °- 
3,  1,  1,  o,  — r. 

qui  eft  . . . î,  o,  o, 

ou  plutôt  par  la  moitié  de  chaque  terme  de  ce  produit,  qui 

étant  divilë  par  i , fe  réduit  à 6,  3,  i,  ô,  o -,  & l’on  aura  6x+ 

6xx  = o,  qui  fe  réduit  à xx  — 1 = o,  d’ou  l’on  déduit 

x = 1 ; ainiî  1 eft  la  racine  égale  qu’on  cherche. 

Si  Ton  n’avoit  pas  trouvé  d’abord  la  racine  égalé  cju  on 
cherche,  on  auroit  multiplié  la  propofée  par  les  termes  du. 

produit  des  deux  progreffions  4 , 3 , 1 , 1 > 

— 1,—  1,  — o, r,-*-*. 

— 8,  — 3*  o,  h-  1,  o, 

& enfuite  par  les  termes  du  produit  des  deux  autres  pro- 
grelfions  3 , 1 , 1 , ° > — r- 

I , I , O » » 3 — 

qui  eft  ..6,a,o,  o,-*-!, 

ou  plutôt  par  les  termes  de  la  moitié  de  ce  produit , qui 

fonc  3,  1,  0,  o,  1. 

Il  auroit  enfuite  fallu  chercher  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  la  propofée,  &de  quelqu’une  des  trois  équa- 
tions formées  par  le  produit  des  progreffions  arithmétiques  j 
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oit,  cc  qui  eft  quelquefois  plus  facile , il  auroit  fallu  trouver 
Je  plus  grand  diviîêur  commun  de  deux  de  ces  crois  équa- 
tions , &c  il  auroit  fait  connoîcre  la  racine  qu’on  cherv  he. 

» i 

Dèmonjlration  du  feptilme  Problème. 

Pour,  rendre  cette  démonftration  plus  claire,  on  l’appli- 
quera à un  exemple  du  troifiéme  degrc.  On  fuppolè  que 
x 1 ■+■  nxx  -+-  px  q = o,  reprefente  une  équation  qui  z 
deux  racines  égales  pofitives  commenfurables,  & que  xx 
— i fx  -+-  ff  = o,  reprefente  l’équation  compofée  de  ces 
deux  racines  égales;  ainfi  f reprefente  chacune  décès  raci- 
nes égales,  & x—  /,  ou  bien  x — / = o.  ' ' '■  . * 
i°.  Il  eft  évident  que  quand  ia  propofée  contient  deux 
racines  égales  commenfurables , xx  — ifx- \-ff~  o,  divilê 
la  propofée  fans  refte  ; par  confequenc  le  refte  yffx  — ip 

• *+-  infx  — njf 

•+-  px  q 

eft  égal  à zéro  ; & de  plus,  chaque  terme  de  ce  refte  eft  égal 
à zéro,  autrement  la  divifion  ne  le  feroit  pas  fans  refte,  con- 
tre la  fuppofition. 

i.  Il  eft  donc  clair  que  fi  l’on  conçoit  la  grandeur  com- 
menfurable  que  reprefente  /,  mife  à la  place  de/,  dans  les 
deux  équations  du  refte  ^ff  inf  -*•  p = o , — z/*  — nff 
•+-  q = o ; ou  , ce  qui  eft  la  même  chofe , ixx  ■+•  mx  -+-  p 
= o,  — ix * — nxx  ■+■  q = o ; toutes  les  quantités  de  cha- 
cune de  ces  équations  fe  détruiront  par  des  lignes  contrai- 
res : Donc  x moins  cette  grandeur,  eft  une  équation  linéaire 
qui  divilê  exactement  l’une  & l’autre.  Par  la  fuppoficion , 
cette  équation  linéaire  divilê  aufiî  la  propofée  ; par  confe- 
quent  la  propofée  8c  ces  deux  équations  ont  un  diviîêur 
commun , qui  eft  une  équation  linéaire  faite  de  x , moins  la 
grandeur  reprelêntée  par  P—  o:  Il  eft  donc  évident  qu’en, 
cherchant  le  diviîêur  commun  de  la  propofée  & de  ces  deux 
équations,  on  aura  la  racine  qu’on  cherche  Ainfi  la  mé- 
thode fait  trouver  neceflairement  la  racine  égale  conmicn- 
lurable  qu’on  cherche.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  même  railonnement  peut  s’appliquer  à tous  les  degrés, 
& à toutes  les  racines  égales  que  peut  contenir  chaque  de- 
gré. * 
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Corollaire. 

I l fuit  de  là  que  quand  on  ne  trouve  point  de  divins? 
commun , la  racine  égale  eft  incommenlurable. 

Dcmonf  ration  du  cas  où  les  racines  cycles  font  incommenfurables. 

Suppose’  que  *4  -+-  nx'  -+■  pxx  -+•  q x r = o,  rcprelënte 

une  équation  qui  a deux  racines  égales  incommeniurables, 
& que/  reprefente  chacune  de  ces  racines  égales  j l’on  aura 
x — /=  o j 5c  xx  — îfx  -4-  ff  = o,  reprelentera  l’équation 
compofee  de  ces  deux  racines  égales  t x'  — 3 fxx  }ffx  — p 

= o,  en  rcprefentera  une  compolée  de  trois  racines  égales, 
&c.  Il  eft  évident  que  fi  la  grandeur  incommenfurable  re- 
prefentée  par  /,  étoit  mife  à la  place  dans  xx  — ifx  +-ff 
= 0,  la  propolée  feroit  divifée  fans  refte  par  cette  équation 
ainfi  changée  ; par  confequent  le  refte  fif'x  3 nffx  ipfx 

•*-  qx  — 3 P — 1 nP  — pff  -4- r,  lèroit  égal  à zéro , Si  chaque 
terme  égal  à zéro,  puifqu’autrement  la  divifion  ne  lèroit  pas 
fans  refte.  Si  donc  l’on  conçoit  que  la  grandeur  incommen- 
fürable  reprelëntée  par  f,  eft  lubftituée  dans  4/1  3 nff 

*+-  ipf-*-  q — o , & — 3 P — inf  ’ — pff  •+■  r = o } ou , ce 
qui  revient  au  même,  dans  4*’  -+-  3 nxx  -4-  ipx  q = o, 
— 3*4  — wx'  — pxx  ■+■  r=  o,  il  eft  certain  que  les  quan- 
tités de  chacune  de  ces  deux  équations  fè  détruiront  par 
des  lignes  oppofés  : Les  deux  équations  reprefentees  par  4** 
-4-  3 nxx  -+-  ipx  -4-  q = o,  & — 3 x*  — ut1  — pxx  ■+■  r==  o, 
ont  donc  une  racine  commune,  quoiqu’elle  loit  incommen- 
iûrable  , laquelle  eft  aulfi  une  racine  de  la  propofée. 

La  méthode  du  lèptiéme  Problème  fait  donc  trouver , 
quand  une  équation  a des  racines  égaies  incommenfurables, 
une  équation  abaiffeeà  un  moindre  degré,  quia  neanmoins 
pour  une  de  lès  racines,  une  des  racines  égales  de  la  propo- 
sée. Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire. 

C^uand  il  y a deux  racines  égales  dans  une  équation  , on 
la  peut  abailler  à une  équation  d'un  degré  moindre  que  la 
propolee  ; quand  il  y en  a trois,  on  la  peuc  abailTer  a une 
équation  moindre  de  deux  degrés  que  la  propofée  ; & ainli 
de  fuite. 

Avertissement. 
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Avertissement. 

Q u A n d les  racines  égales  étant  commenfurables , on 
abaiUè  l’équation  qui  les  contient,  en  la  divifant  par  l’équa- 
tion compofée  des  racines  égales,  il  eft  évident  que  l’équa- 
tion abaiuée  contient  les  autres  racines  de  la  propoiée  : 
Mais  quand  elles  font  incommenfurables,  l’équation  abait 
fée  a encore  la  racine  égale  qui  lui  eft  commune  avec  la  pro- 
pofée  ; mais  il  ne  s’enfuit  pas  qu’elle  contienne  les  autres 
racines  de  la  propofée. 

Autre  démonfiration  de  Pu  fige  des  progrc ffîons  arithmétiques  , 
pour  découvrir  les  racines  égales  des  équations  compofées. 

A 

THEOREME. 

"7 4*  L O RSpfl)'  y PP  R équation  n’a  que  des  racines  égales  pofiti. 
ves , fi  on  multiplie  de  fuite  fis  termes  par  ceux  d’une  pregreffion 
arithmétique  quelconque  , le  produit  fera  une  équation  qui  aura, 
encore  toutes  les  racines  égales  de  la  première , excepté  une  feule. 

Ainfi  lorfqu’une  équation  eft  compofée  de  deux  racines 
égales  pofitivcs,  le  produit  aura  encore  une  de  ces  racines; 
fi  elle  eft  compofée  de  3 , le  produit  eu  aura  1 ; fi  elle  l’eft 
de  4 , le  produit  en  aura  3 ; £c  ainfi  de  fuite. 

D'où  il  fuit  que  quand  l’équation  eft  compofée  de  trois 
racines  égales,  fi  on  multiplie  de  fuite  fes  termes  par  ceux 
de  deux  progre/fions  arithmétiques  quelconques;  ou,  ce  qui 
eft  la  même  choie,  par  les  termes  du  produit  de  deux  pro- 
greflïons  arithmétiques  quelconques,  l’équation  qui  en  vieiw 
dra  aura  encore  une  des  racines  égales  de  la  première. 

Si  elle  eft  compofée  de  quatre  racines  égales , & qu'on 
multiplie  de  fuite  fes  termes  par  trois  progreffions  arithmé- 
tiques quelconques,  ou  par  les  termes  de  leur  produit,  l’é- 
quation qui  en  viendra  aura  encore  une  des  racines  égales 
de  la  première  ; & ainfi  de  fuite. 

Démonstration. 

P ou  r le  démontrer , il  n’y  a qu’à  prendre  les  équations 
xx  — îfx  •+■  ff  = o , X*  — rfxx  or  ~Jfx  — fi  = o,  &c.  qui 
reprelèntent  toutes  les  équations  compofées  de  deux  , de 
trois  racines  égales,  &c.  & multiplier  les  termes  de  fuite  de 

A a 
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ccs  équations  par  ceux  de  la  progreflion  arithmétique  a, 
a -+-  b , a ■+■  ib , rf-t-  }b,  &c.  qui  reprefente  en  general  tou- 
tes les  progreflions  arithmétiques  ; Sc  divifer  par  x — /=  o, 
l’équation  qui  viendra  du  produit  de  la  première  xx  — 1 fy 
-t-  ff—  O;  divifer  par  xx — ifx-*-/f=o,  celle  qui  viendra 
du  produit  de  la  fécondé  x'  — tfxx , &c.  & ainfi  de  fuite  j- 
& l’on  trouvera  que  la  divifion  fè  fera  exadement. 

Par  exemple,  fi  on  multiplie  x'  — yfxx  3 ffx  — P = o, 

par  . . . . a,  a-+b,  a-t-ib,  a-*-}b 

on  aura  le  produit  , . ax} — hufxx }affx  — afi=oi 

— }bfxx  -+-6bffx — 3 bp 

divifânt  ce  produit  par  xx  — if<  -t-  on  trouvera  que 

la  divifion  fe  fait  exadement , Sc  que  le  quotient  cxad  eft 
ax  — af — 3 bf 

De  plus,  le  produit  eft  toujours  une  équation;  car  en 
fubftituant/à  la  place  de  x dans  le  produit, tous  les  termes 
fe  détruifènt  par  des  lignes  oppofés. 

Si  on  multiplioit  les  termes  du  produit  par  la  même  pro- 
grelîion  arithmétique  generale, ou  par  quatre  des  termes  de 
cette  progreflion  pris  de  fuite  , le  produit  qu’on  trouverait, 
(qui  ferait  le  même  qu’on  auroit  trouvé  en  multipliant  d’a- 
bord l’équation  x * — }fxx , Sec.  par  les  ternies  du  produit 
des  deux  progreflions,  terme  par  terme)  fe  pourrait  divifer 
exadement  par  x — f — o. 

Et  comme  les  formules  des  équations  des  racines  égales 
font  generales , Se  que  l’exprefiion  de  la  progreflion  arith- 
métique eft  aufC  generale,  il  eft  évident  que  la  démonftra- 
tion  eft  generale. 

_ ' Corollaire  I. 

o 1 cous  les  termes  d’une  équation  **  — ifx  ff  ?=.  o, 

x ‘ — 3 fxx  -+-  iffx  — P — o , &c.  qui  n’a  que  des  racines 
égales,  font  multipliés  par  une  même  grandeur  quelcon- 
que c,  Sc  qu’on  multiplie  les  termes  du  produit  exx  — icfx 
•+-cff=o,  par  les  termes  d’une  progreflion  arithmétique,  il 
eft  évident  que  le  produit  qui  en  viendra,  fe  pourra  divifer 
exadement  par  le  même  divifeur  x — f=o. 

' A 4 

_ _ Theoreme. 

vJ  N E équation  qui  contient  des  racines  égales  , & des 

racines  inégales,  peut  être  conçue  comme  étant  le  produit  de 
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l’équation  compofée  des  feules  racines  égales,  par  l’cquation 
compofée  des  feules  racines  inégales.  Par  exemple , une 
équation  du  cinquième  degré  qui  contiendra  deux  racines 
égales , & trois  inégales , peut  etre  conçue  comme  le  pro- 
duit de  xx  — ifx  ■+■  ff=.  o,  par  x*  -4-  nxx  •+-  px  -t-  q = o. 

Ce  produit  peut  être  conçu  diftingué  en  quatre  parties  t 
comme  on  le  voit  ici  : 

xx  — ifT+ff  x **  = *’  — i/*4  ■+■  ffx>  Première  Partie. 

xx  — ifx  -4-  ff  x nxx  = -4-  »**  — mfx ' -4-  nffxx  Seconde  Partie. 

xx  — xfx  -4-  ff  x fx  = -4-  (x*  — iffxx -t- pffx  Troifiéme. 

XX  — i/r+^X]  — -4-  <jrx  — yjfx  -4-  <jff  Quart. 

a , A -4-  b,  n -4*  aS,  a -4-  a -4-  ifb,  a -T-  jS 

Si  on  multiplie  les  termes  de  fuite  de  l’équation  du  cin- 
quième degré,  qui  eft  le  produit  des  deux  autres,  par  la  pro- 
greffion  arithmétique  generale  a , a -4-  b,  &c.  il  eft  évident 
que  les  trois  termes  de  la  première  partie  feront  multipliés 

{>ar  les  trois  termes  a , a *4-  b , a -4-  zb  ) les  trois  termes  de 
a féconde  partie , par  a-¥-b,a-*-ib}  a + ybi  les  trois  ter- 
mes de  la  troifiéme  , par  a-*-ib,  a -*-}b}  a -t-  4^  j les  trois 
termes  de  la  quatrième  , par  a -4-  $b , a -4-  4^,  a -4-  j£. 

Il  eft  évident,  par  le  premier  Corollaire,  qu’aprés  ces  mul- 
tiplications, le  produit  de  chaque  partie  pourra  fé  divifer 
exactement  par  x — /=  o 5 par  confequenc  l’équation 
entière  lé  pourra  divifér  exactement  par  x — / = o. 

Corollaire  II. 

Ce  qu’on  vient  de  démontrer,  fait  voir  clairement  que 
quand  une  équation  a des  racines  égales,  & des  racines 
inégales , fi  on  en  multiplie  les  termes  de  fuite  par  ceux 
d’une  progrelîîon  arithmétique  quelconque,  l’équation  qui 
viendra  du  produit  aura  encore  toutes  les  racines  égales  de 
la  première,  excepté  une. 

On  prouvera  de  même  que  fi  une  équation  a trois  raci- 
nes égales,  avec  des  ratines  inégales, & qu’on  en  multiplie 
les  termes  par  ceux  de  deux  progreffions  arithmétiques 
quelconques , ou  par  les  termes  de  leur  produit,  l’équation 
qui  en  viendra  aura  encore  une  des  racines  égales  de  la 
première  5 Sc  ainfi  des  aucres  cas. 
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TJ fuie  des  pregre.ffions  arithmétiques , pour  rc foudre  les  équations 
qui  ont  des  racines  égales  , ou  pour  la  abuijfcr 
à un  moindre  degré. 

7j.  Quand  par  la  nature  du  Problème  on  connoitra  qu’une 
équation  compofée  a des  racines  égales,  fi  elle  en  a deux, 
il  l'aut  multiplier  lès  termes  par  ceux  d’une  progrefiion  arith- 
métique arbitraire  : On  pourra  encore  les  multiplier  par  les 
termes  d’une  autre  progrefiion  ; les  équations  qui  viendront 
de  ces  multiplications  auront  une  racine  commune cntr’elles 
& avec  la  propofée;  ainfi  il  faudra  chercher  leur  commun 
divilêur,  qu'on  trouvera  toujours  fi  la  racine  eft  commenfu- 
rable:&  fi  elleeftincommenfurable,  il  y aura  quelqu’équa- 
tion  parmi  celles  qu’on  a trouvées,  qui  fera  d’un  moindre 
degré,  5c  qui  aura  encore  parmi  les  racines,  la  racine  égale 
de  la  propofée. 

S’il  y avoitdans  la  propofée  trois  racines  égales,  on  trou- 
veroit  des  équations  en  multipliant  les  termes  de  la  propofée 
par  ceux  de  deux  progreflions  arithmétiques  arbitraires,  qui 
auroient  encore  une  des  racines  égales  de  la  propofée. 

S’il  y avoit  quatre  racines  égales  , il  faudroit  îè  fervir  de 
trois  progrefiions  arithmétiques  arbitraires}  de  ainfi  de  fuite. 

. Il  faut  choifir  parmi  les  progrefiions  arithmétiques,  celles 
qui  donneront  une  équation  plus  facile  à réloudre. 

On  remarquera  que  quand  il  y a des  termes  évanouis 
dans  l’équation  qui  a des  racines  égales,  comme  dans  l’équa- 
tion x*  -+-  oaf'  -+- axx  — 4.x  -v-  3 = o,  il  faut  remplir  par  des 
zéros  les  termes  évanouis  , afin  qu’en  fe  lêrvant  de  la  pro- 
grefiion arithmétique,  on  y puifle  diftinguer  les  termes  qui 
doivent  multiplier  ceux  de  la  propofée  qui  leur  répondent. 

application  de  la  méthode  précédente  a des  exemples  de  Geometriei 
c'efi  à dire,  à des  équations  qu'on  trouve  en  refolvant  des 
Problèmes  de  Geometrie , dont  la  réfolution  donne  la  réfolution 
de  ces  Problèmes. 

Avertissement. 

Il  y a plufieurs  Problèmes  de  Geometrie  qu’on  rclôut  par 
cette  méthode  des  racines  égales  -,  car  la  réfolution  de  plu- 
fieurs Problèmes  dépend  fouvent  de  ce  qu’en  fuppofimt 
qu’une  des  inconnues  de  l’équation  du  Problème  a deux  ou 


Digitized  by  Google 


L I V R E I V.  189 

plufieurs  valeurs  égales,  ou  que  deux  inconnues  ont  deux  ou 
plufieurs  valeurs  égales,  il  arrive  qu’en  multipliant  les  ter- 
mes de  l’équation  par  ceux  d’une  ou  de  plufieurs  progreifions 
arithmétiques,  on  peut  par  le  moyen  des  équations  nouvel- 
les qui  en  viennent , déterminer  la  valeur  de  celle  des  in- 
connues qui  donne  la  réiolution  du  Problème , ou  faire  éva- 
nouir une  ou  plufieurs  des  inconnues  de  l’équation  du  Pro- 
blème ; ce  qui  donne  une  nouvelle  équation  qui  réfout  le 
Problème. 

Exemple  I. 

On  a l’équation  x!  — ayx-*-ÿ  — o,  qui  exprime  un  Pro- 
blème de  Géométrie  ; on  demande  la  valeur  de  x , lorfque  x 
a deux  valeurs  égales  dans  cette  équation. 

11  faut  multiplier  les  termes  de  l’équation  par  ceux  de  la 

Frogrefiion  j , 1 , 1 , o , ou  chaque  terme  de  l’équation  par 
expofant  de  lapuiflânce  de  * dans  ce  terme , 

x’  oxx  — ayx  -*-y*  = o. 

32  10 

3*'  — ayx  = o. 

L'on  trouve  l’équation  nouvelle  3*’  — ayx  = o,  ou  bien 
3 xx  <=  .iy  ; d’où  l’on  déduic  y — , & y'  =-7-5  mét- 

rant ces  valeurs  de  y,  y\  dans  la  propofée , elle  le  change 
en  celle  - ci , x*  — jx’  -+■  = o 5 ou  bien  27x*  — ta ’ 

où  l’on  déduit  x = — faÿz.  Ce  qui  étoic 

>uvera  auffi  y = j-aÿ 4,  en  mettant  la  valeur  de  x 
dans  y == 

On  détermineroit  de  même  les  valeurs  de  x & de  y,  en 
multipliant  la  propofée  x!  — ayx  ■+•  y'  =0,  par  la  pro- 
012  3 

— layx  -«-3  y'  = o j 

grdfion  o,  t , 1, 3,  car  l’on  auroit  la  nouvelle  équation  — zayx 
-v  3^’  = o , ou  bien  — zax  tyy  =0  : en  le  lèrvant  des 
deux  équations  3xx  — ay  — o,  & — zax  *+-  3 yy  — o,  dans 
lefquelles  x doit  avoir  une  même  valeur,  on  auroit  par  la 
première  xx  = — * & par  la  féconde  , x = — > donc  xx 
= = t-  i d'où  l’on  déduit  /’  = $,  & y = {<*^4} 

A a iij 
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fubftituanc  cette  valeur  de  y dans  x = , l’on  aura  x 

e=  -{  a ÿi , comme  on  l’avoit  déjà  trouvé. 

Enfin  on  trouveroic  les  mêmes  valeurs  de  x 5c  dey  par  la 
méthode  du  plus  grand  commun  divilêur  j car  puifque  la 
propofée  x''  — ayx  -*- y'  — o , & chacune  des  deux  nou- 
velles équations  trouvées  par  le  moyen  de  la  progreffion 
arithmétique,  }xx  — ay  — o,  — îax  -4-  }yy  = o,  ont  une 
racine  commune,  on  doit  trouver  cette  racine  commune 
en  cherchant  le  plus  grand  commun  divilêur  de  x ’ — ayx 
= o , & de  laquelle  on  voudra  des  deux  autres  ; par 
exemple , de  }xx  — ay  = o,  jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé 
au  divifeur  — iax  -*-  3//  = o , dans  lequel  x eft  linéaire , 
qui  fera  un  divifeur  exad,  en  fuppolànt  égal  à zéro  le  refle 
qu’il  fait  trouver,  17 /’  — 4**’  =o,  dans  lequel  x n’eft  plus  -t 
car  l’équation  du  relie  donne/’  = ou/  = ±aÿ 4;  Sc 

fubftituanc  cetre  valeur  dans  le  divifeur  où  x eft  linéaire, 
— 1 ax  -*-  3/7=0,  l’on  trouve  x = {rfÿ/z  , comme  on 
l’avoit  trouvé. 

Avertissement. 

O N a mis  ces  trois  maniérés  de  déterminer  les  valeurs  de 
x èc  dey , lorfque  x a deux  racines  égalés , afin  d’en  faire 
concevoir  le  raport. 

Rema  rq^ue. 

J l faut  remarquer  qu’on  ne  peut  fuppofer  que  le  dernier 
divifeur  où  x eft  linéaire,  Ibit  un  divifeur  exact,  en  faifant  le 
relie  qui  ne  contient  plus  x , égal  à zéro , que  quand  il  y a 
une  ou  plufieurs  indéterminées  dans  ce  relie;  car  s’il  n’y 
avoit  que  des  grandeurs  déterminées  dans  le  relie,  on  ne 
pourroit  pas  les  fuppolêr  toutes  enlemble  égales  à zéro , .4 
moins  qu’elles  ne  lcdétruifillent  par  des  lignes  oppolés  : mais 
quand  il  y a des  indéterminées  dans  le  relie,  elles  fe  détermi- 
nent par  cette  fuppofition,  que  le  relie  eft  égal  à zéro,  ou  que 
chacun  des  termes  du  relie  eft  égal  à zéro,  de  manière  que 
les  valeurs  des  indéterminées  trouvées  par  la  fuppofition 
du  relie  égal  à zéro,  étant  lùbftituées  à leur  place  dans  la 

aofee,  &dans  le  divifeur  où  x eft  linéaire,  ce  divilêur 
détermine , eft  necellàirement  un  divifeur  exact  de  la 
propofée. 
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Exemple  II. 

Soit  l’équation  ax  —yy —o,8cx  = s — Vrr—tt—ity—yy, 
en  fubftituant  la  valeur  de  x , prife  dans  la  fécondé,  dans  ax 
— yy  = o,  après  avoir  ôté  les  incommenfurables,on  trou- 
vera l’équation  fuivante , / — x asyy  xaaty  -t-  aass  = o j 

•+■  aayy  — aarr 

•+-  aatt 

on  lùppofè  que  x,  y ,r,  font  des  inconnues,  6c  que  a , s,  tt 
font  connues. 

i°.  Il  s’agit  d’abaiflèr  l’équation  precedente  y*  — 1 asyy,  8cc. 

■+•  aayy 

à un  moindre  degrc , & de  trouver  les  valeurs  de  y par  les 
feules  grandeurs  connues,  en  fuppoiânt  que^adeux  valeurs 
égales  dans  l’équation  y*.  &c. 

Il  faut  multiplier  les  termes  de  l’équation,  chacun  par  l’ex- 
polânt  de  la  puiflànce  dey,  qui  eft  dans  ce  terme } c’eft  à 
dire,  par  4,  3,  2,  1,0, 

y * — xasyy  h-  1 aaty  ■+•  aass  = o j 
4-  aayy  — aarr 

H*  aatt 

4,  3»  »»  o 

Sc  l’on  aura  le  produit  4/  — 4 asyy  xaaty  = o, 

-4-  2 aayy 

ou  bien  xÿ  — 1 asy  4-  aat  =0,  qui  eft  une  équation  du 

■+■  aay 

troifiéme  degré , par  laquelle  on  peut  déterminer  la  valeur 
dey,  parcequ’elle  ne  contient  que  des  grandeurs  connues 
avec  l’inconnue  y } ainfi  l’on  a trouvé  l’équation  propo- 
fée. 

a°.  En  fuppofant  à prefent  qu’il  n’y  a dans  l’équation  précé- 
dente y * — 1 asyy  •+•  xaaty  aass  = o,  que  la  grandeur  a 

•+•  aayy  — aarr 

aatt 

de  connue , & que  toutes  les  autres  font  inconnues , il  s’agit 
de  trouver  la  valeur  de  t,  qui  ne  contienne  d’inconnue  quey, 
en  fuppoiânt  que  ^ a trois  valeurs  égales  dans  l’équation  pré- 
cédente. 


/ 
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Il  faut  dans  ce  cas  multiplier  l’équation  propofée  par 
les  termes  des  deux  / * îasyy  ■+•  zaaty  -+•  aass  = o, 
progre/fions  arithmeti-  -+■  aayy  — a an 

ques  ici  marquées,  aatt 

4>  3>  *>  * > o, 

a , t ) o>  ~~  i,  i , 

& l’on  aura  le  produit  8/  — iaaty  ~°, 

qui  fe  réduit  à 4/  — aat  = o $ d’où  l’on  déduit  t = 

Ce  qui  étoit  propofé. 

3".  En  fuppofant  que  toutes  les  lettres  de  la  même  équa- 
tion font  des  inconnues,  excepté  la  grandeur  a>  & que  y 
a trois  valeurs  égales  ; il  faut  trouver  une  équation  qui  ne 
contienne  pour  inconnues  que  s & /,  & que  toutes  les  autres 
inconnues  ne  s’y  trouvent  point. 

Il  faut  multiplier  l’équation  y*  * — lasyy  •+•  îaaty  aass 

•+-  aayy  — aarr 

= o,  parles  termes  des  deux  •+•  aatt 

progreffions  arithmétiques  ici  4 , 3 , 2 , 1 , o , 

marquées,  o,  1,  2,  3,  4, 

& l’on  trouvera  l’équation  o — 8 asyy  ■+■  daaty  sa  o , 

•+-  4 aayy 

qui  fe  réduit  à — 4 asy  •+■  j aat  — o } d’où  l’on  déduit 
■+■  zaay 

y — — 4 i fuppofant,  pour  abréger  le  calcul, 

4 s — ia  ==  47/  ; c’eft  à dire  , s — \a  =v , l’on  aura 
y ~ jlSs  = % i d'où  1>on  déduira  / = Jgÿ. } mettant 
cette  valeur  de  y'  dans  4/  — aat  = o , qu’on  a trouvée 
dans  le  fécond  article , l’on  aura  — aat  = o , qui  fê 
réduit  à 27 att — i6v'  = o , qui  eft  l’équation  qu’on  cher- 
choit  : car  en  mettant  s — -£<*  = 2/,  â la  place  de  v dans 
17  att — i6v>  == s o,  l’on  aura  1 y au — 16  s’  h-  i/ytss  — iiaas 
*+-  ia’  = o. 

On  trouveroit  cette  même  équation  en  cherchant  le  plus 
grand  divifèur  commun  des  deux  équations  4 y’  — aat  = o, 
& — 4 asy  -*•  *aay  3 aat  = o,  trouvées  par  les  progref- 

fîons  arithmétiques,  & continuant  la  recherche  jufqu’à  ce 
que  1 inconnue  y ne  fut  plus  dans  le  refte  j car  on  trouve- 
roit le  refte  27 att  — — 1 Ci’  -t-  14 ass  — uaas  2 a’  = o. 

ANALYSE 
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analyse  composée, 

• . ou 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fe  réduifent  à des  équations 
compofées, 

LIVRE  V. 

De  la  refolution  des  équations  compofees  en 
particulier. 

SECTION  I. 

De  U refolution  des  équations  du  fécond  degré. 
Avertissement. 

On  a déjà  donne  deux  manières  de  réfoudre  les  équa- 
tions  du  fécond  degré  * 5 mais  on  a remis  le  détail  de  tout 
ce  qui  regarde  ces  équations  à cet  endroit,  qui  en  eft  le  lieu 
propre  ; c’eft  pourquoi  on  va  expliquer  ici  une  méthode 
generale  de  trouver  les  deux  racines  de  toutes  ces  équa- 
tions , & on  4’appliquera  à tous  les  cas  poflîbles.. 

On  fuppofe  dans  ce  cinquième  Livre , que  les  équations 
font  fans  fra&ions  & fans  incommenlurables. 

PROBLEME  L 

. T ROTjyER  les  deux  racines  de  toute  équation  du  fécond 
degré. 

Méthode  generale. 

ON  fuppofera  que  l’équation  generale  xx •+■  nx  -+■  f 
= 0,  reprelëncc  toutes  les  équations  du  fécond  degré  j 
de  mamere  (comme  on  l’a  déjà  dit  plusieurs  fois)  que  -f  » 

B b 


* <f, 

& 41, 

Remxrjtet 
du  premier 
exemple. 
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reprefente  le  coéficient  du  fécond  terme  avec  fon  figne , & 
zéro,  fi  le  fécond  terme  eft  évanoui  ; & *+■  p reprefente  le 
dernier  terme  avec  fon  figne:  Ce  qu’il  faudra  toujours  en- 
tendre dans  le  3',  4e  degre , &c.  On  fuppofera  enluite  que 
l’équation  linéaire  x — /-+-  g = o,  reprefenre  par  fés  in- 
détcrminées/i  g,  celle  des  deux  équations  linéaires  qui  con- 
tient la  première  racine:  Ainfi  -+-/ — g reprefente  la  pre- 
mière racine. 

Pour  trouver  cette  première  racine  & la  fécondé  , on  fè 
fervira  de  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  fuivantes. 
i°.  On  fuppofera  que  la  féconde  équation  linéaire  eft  x — / 

g = o j on  multipliera  x — /-*-  g = o,  par  x — / — g 

— o , & on  comparera  chaque  terme  du  produit  xx  — ifx 
ff=  o,  excepté  le  premier  terme,  avec  le  terme corref. 


pondant  de  l’équation  generale  xx  -+■  nx  ■+•/>  = o 5 ce  qui 
donnera  ces  deux  équations  particulières  — if—  n,  -4-/7* 
— gg  = -+-p;  d’où  l’on  déduira  f=  — f , — p-, 

mettant  ces  valeurs  de/&  de  g dans  les  deux  équations 
linéaires  indéterminées  x — /-*- g — o,  x — / — g = o, 
elles  feront  changées,  la  première  enx+î  + — f — oj 

la  féconde  en  x — VÇ-  — p=o.  • 

Ainfi  la  formule  generale  de  la  première  racine  féra  x = 

• — V--£-  — p i la  formule  generale  de  la  féconde  racine 

fera ‘*=  — -W-H- — 

i°.  Ou  bien  on  divifera  l’équation  generale  xx-*-nx-+-p 
= o,  par  l’équation  linéaire  indéterminée  x — f -4-  g = o> 
& continuant  la  divifion  jufqu’à  ce  que  x ne  fait  plus  dans 
le  refte , on  trouvera  le  refte  gg  — «g-*-?  = o,  8c  le 
v —U 

quotient  x -4-  n *=  o : En  fuppofant  ce  refte  égal  à zéro,  8c 


fon  fécond  terme  auffi  égal  à zéro,  l’équation  indéterminée 
x — /-t-g  = o,  fera  un  diviféur  exad  de  la  propofée  > & le 
quotient  x -*-n  — o fera  exad. 

— g . n. 
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Or  par  la  fuppofition  de  ce  refte  égal  à zéro,  l’on  a deux 
équations  particulières , fçavoir  la  première  i/=  — » ; d’où 
l’on  déduit  /=  — x i la  fécondé  gg*-t-p  = o , dans 

+ *f 

■+•  ff 

laquelle  fubftituant  — -J  à la  place  de  /,  l'on  trouve  gg 

+. p = o,  d’où  l’on  déduit  g =V-^-  — pi  fubftituant 

ces  valeurs  dans  le  divifeur  x-f-t-g  = o,  &dans  le  quo- 
tient x -*-n  -+•  / — g = o , l’on  trouve  pour  le  divifeur 
*_*.?  — /»  = o,&pourle  quotient*-»--? — — p 

,:=  O. 

Ainfi  la  formule  generale  de  la  première  racine  lêra  x = 

; in v1— f>  & la  formule  generale  de  la  fécondé 

fera l*  = — i»  W-1?-— />. 


Application  des  formules  de  la  rifolution  generale  aux  équations 
particulières  du  fécond  degré. 

Exemple  I. 

Soit  l’équation  xx  — ab  = o , dont  il  faut  trouver  les 
deux  racines. 

Pour  appliquer  l’équation  generale  xx nx  p — o ,à. 
cette  équation  particulière,  dont  le  fécond  terme  eft  éva- 
noui, l’on  fuppofera  n = o,  •+■/>  = — ab  i ainfi  dans  les 
deux  formules  des  racines  on  ftippofëra  n — o,  &-♦-/>  = 
— ab.  Subftituanr  donc  — ab  au  lieu  de  -r-p  dans  les  deux 
formules  generales  des  racines , la  première  racine  de  la 
propofec  fera  x = — [ n — d-f — p = — dab  > la  léconde 
fera  x — — £ » -*-  V^.  — p = dab.  Ce  qu'il  falloit  trouver . 

Exemple  II. 

Poor  trouver  les  deux  racines  de  l’cquation  xx  — ibx 
-4-  ce  = o,  on  fuppoféra  -*-»  = — ib , & rr  J on 

fubftiruera  dans  les  deux  formules  des  racines  les  grandeurs 
reprefentées  par  »,  p,  & la  première  racine  de  la  propofee 
fera  x — — i n — — p = -+-  b — V bb  — cc~i  ôc  la 

féconde  fera  x — — { » -+•  d^~  — p = •+■  b dbb  — ce. 
Ce  qu’il  falloit  trouver. 
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Exemple  III. 

Pour  trouver  les  racines  de  xx  -t-  ix  — i = o,  on  füp- 
pofera  h-»=-4-i,  8c  -t-  p = — x;on  fubftituera  ces  valeurs 
de  »,p,àleur  place  dans  les  formules  des  racines,  6c  la  pre- 
miere  racine  fe rax  = — \n  — — p — — { V-  -*-z 
= — { — — a.  La  fécondé  racine  fera  x = — {a 

«4-  — p = — ï + i = — { -+-  x j ainlî 

l’une  des  racines  de  la  propofée  eft  la  pofitive  x = ■+■ 1 , 6c 
l’autre  eft  la  négative  x = — z.  Ce  qui  ètoit  propoje. 

Exemple  IV. 

Pour,  trouver  les  deux  racines  de  l’équation  xx  — tx  •+•  j 
. ==  o , on  fuppofera  n = — z,  -*-/>  = -+-  3 ( on  fubftituera 

ces  valeurs  de  n,  p,  à leur  place  dans  les  formules  generales 
des  racines,  6c  la  première  fera  x = — — V-^  — p 

= 1 — Vi  — 3 = -t- 1 — V — z jla  fécondé  fera  x = 

— — p =4-1  -+V1  — 3 =•+- 1 -t-  V — z j d’où 

l’on  voit  que  les  deux  racines  de  la  propofée  font  imagi- 
naires. . 

Dcmonflration  du  premier  Problème. 

\ 71  * L’e  qjj  a t i o n linéaire , dont  x cft  l’inconnue , qui  di vife 
exactement  une  équation  du  fécond  degré , reprefentée  par 
l’équation  generale  xx-r-nx  •+•/>==  o,  contient  une  de  fes 
racines,  6c  le  quotient  exact  contient  l’autre , par  la  nature 
*i<5 & 33,  des  équations.* Or  l’équation  linéaire  que  l’on  trouve  par 
la  metbode  du  premier  Problème,  divife  exactement  l’é- 

3uation  generale  du  fecond  degré , puiique  le  refte  de  la 
ivifîon  eft  égal  à zéro , 6c  que  ce  n’eft  que  par  cette  fup- 
pofition  qu’elle  eft  décerminée  5 6c  le  quotient  eft  auflt 
exaCt  : l’équation  linéaire  qu’on  trouve  par  la  méthode , 
contient  donc  une  racine  de  l’équation  generale  du  fecond 
degré  , 8c  le  quotient  contient  l’autre  ; l’on  a donc  par  la 
méthode  les  formules  generales  des  deux  racines  de  toute 
équation  du  fecond  degré.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarques. 

7%  Lorsque  le  fecond  terme  eft  évanoui,  8c  qu’il  y a -Hp, 
comme  dans  l’équation  xx  -t-p  = o,  les  deux  racines  fonc 
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imaginaires,  puifque  la  première  eft  x = — V — p',  & la 
fécondé,  * = 

1 L, 

Loriqu’il  y a -t -p  dans  une  équation  du  fécond  degré , 

& que  p furpalTe  le  quarré  de  la  moitié  de  n 5 c’eft  à dire , 
lorique  p furpafle  \ nn,  les  deux  racines  font  encore  imagi- 
naires, puifque  V ~m  — p eft  la  racine  d’une  grandeur  né- 
gative. 

Loriqu’il  y a — p dans  une  équation  du  focond  degré,  les 
racines  font  toujours  réelles  * car  alors  la  grandeur  \nn-*-p, 
qui  eft  fous  le  ligne  radical , eft  toujours  pofitive. 

Il  foit  de  la  feconde  & troifiéme  remarque,  qu’il  ne  peut 
y avoir  de  racines  imaginaires  dans  une  équation  du  focond 
degré  qui  a tous  fes  termes , que  quand  il  y a p > c’eft  i 
dire , quand  les  deux  racines  font  toutes  deux  pofitives , ou 
toutes  deux  négatives  ; & qu’elles  font  toujours  réelles , 
quand  l’une  eft  pofitive  & l’autre  négative. 

IV. 

Quand  l’inconnue  a plus  de  deux  dimenfions  dans  le  pre- 
mier terme,  d’une  équation  du  focond  degré,  comme  dans 
x * -t-  nxx  -t-/  = o,  ouen  general  dans  x,m-t-  nxm  -+-/>  = o, 

( m reprefentant  un  nombre  quelconque  entier  & pofitif,) 
quoiqu’il  n'y  ait  que  deux  racines  en  la  confiderant  du  focond 

degré,  qui  font  xx  = — | » — V j- nn  — f,  xx  = [n 

-+-  V l4nn  —~p  5 ou  en  general  xm  = — { » — V±nn — p , 
xm  = — - n V\nn—p  ; cependant  chacune  de  ces  raci- 
nes , ou  chacune  des  équations  fimples  formée  par  ces  raci- 
nes  y xx  •*- xn-^y/^nn — p = o;  xx  ■+■  { n — V { nn  -^~p 
= o : ou  bien  en  general  xm  f n -t-  V'i  nn  — p = o, 
xm  -+•  \ n — V{  m — p = o,  pouvant  encore  être  confide- 
réc  comme  une  équation  compofëe , on  peut  dire  que  cha- 
cune de  ces  équations  fimples  contienc  encore  autant  de 
racines,  que  l’expolanc  i de  la  plus  haute  puiffance  de  l’in- 
connue xx,  ou  l’expofant  m de  l’inconnue  xm , contienc 
d’unités  : car  l’inconnue  x a autant  de  valeurs  dans  ce» 
équations  plus  fimples, dont  l’équation  du  focond  degré  eft 
compofée  , que  cet  exposant  de  l’inconnue  a d’unités.  Ce  . 
qu’il  faut  remarquer  pour  les  cas  fomblables  des  autres  dé- 
fi b iij 
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grés  reprcfenrés  en  general  dans  le  troifiéme  degfé  par  *** 
• -+-  nx1™  h-  pxm  -+-  q = o j dans  le  quatrième  degrc , par  x4^ 
•+-  nx'm  •+-  pxim  -+-  qxm  + r = o;  & ainfi  des  autres. 

V. 

Si  l’on  6te  feparément  les  incommenfurables  de  chacune 
des  équations  linéaires  x •+■  { n nn  — p = o , x ■+■  ' n 
— V^nn  — p = o , qui  contiennent  les  racines  de  l’équa- 
tion propofee,  il  en  viendra  une  même  équation,  qui  eft  la 
propofée  xx  ■+■  nx  -+-  p — o * ce  (jui  peut  fervir  en  quelques 
rencontres  à connoître  fi  une  équation  linéaire  contient 
une  des  racines  de  la  propofée , lorfqu’elle  a des  grandeurs 
incommenfiirabies. 

VI. 

La  méthode  de  reloudre  les  équations  peut  lërvir  à dé- 
terminer une  grandeur  où  il  y a une  ou  plufieurs  inconnues 
avec  des  connues, quoiqu’elles  ne  forment  pas  une  équation  ; 
on  en  a déjà  vû  un  exemple  en  refolvanr  le  6'  Problème  du 

* 4 9 ■ j'  Livre*;  en  voici  un  autre,  l’onax=i-t-^ — yy—by. 

Il  s’agit  de  déterminer  les  cas  où  la  valeur  de  x eft  réelle, 
& ceux  où  elle  eft  imaginaire.  Il  n’y  a qu’à  fuppofer  que  yj 
h-  by  = aai  & refol vant  cette  équation , on  trouvera  que  la 
valeur  de  y eft  / = — \b+:V\bb  Ainfi  quand  / eft: 

égale  à cette  grandeur , ou  moindre  que  cette  grandeur, 
Vax  — /y  — by  eft  zéro,  ou  pofitive,  & la  valeur  de  x eft  réel. 
le:maisquand/  furpaffe  cette  grandeur — { b±.V \bb-+  aay 
alors  ^au — yy  — ^y,eft  la  racine  d’une  grandeur  négative} 
& la  valeur  de  x eft  imaginaire. 

SECTION  IL 

De  la  réfolution  des  équations  du  troifiéme  degré. 

Avertissement. 

Pour  abréger  & faciliter  le  calcul , on  füppofêra  que  le 
fécond  terme  eft  évanoui  dans  toutes  les  équations  du  troi- 
fiéme degré  qu’on  veut  refoudre.  On  a donne  la  méthode 
de  le  faire  évanouir,  dans  l’ufage  des  transformations , dans 

• 4».  le  troifiéme  Livre  * Ainfi  l’équation  generale  -1-  px q 

<=  o , reprefcntera  toutes  les  équations  du  troifiéme  degré* 
dont  le  iecond  terme  eft  évanoui. 
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Il  faut  remarquer  que  quand  le  fécond  terme  eft  évanoui, 
il  y a dans  l’équation  deux  racines  pofitives,  & une  racine 
négative  égale  aux  deux  pofitives  5 ou  bien  deux  racines 
négatives,  & une  pofirive  égale  aux  deux  négatives.*  * i j,  n« 

PROBLÈME  IL 


79-  D É TERMINER,  quand  U fécond  terme  des  équations  du 
troifiéme  degré  efi  évanoui , i\ Us  car  où  les  deux  racines  pofitives 
ou  négatives  font  égales , ceux  où  elles  font  inégales  j a”,  les  car 
où , étant  inégales , Us  trois  racines  font  réelles , ceux  où  il  y en  a 
deux  £imaginaires } f>  & trouva  les  racines , lorfque  Us  d ux 
pofitives  ou  négatives  font  égales , & encore  lorfque  tes  trois  raci- 
nes , quoiqu  inégales , font  commenfurables  , ou  lorfquil  y en  a 
quelqu'une  de  commenfurable. 

• METHODE  GENERALE. 

æ n fuppofera , lorfqu’il  y a deux  racines  pofitives , que 
Ja  première  eft  f — g,  la  féconde  f-r-g;  & leur  fomme  if 
fera  la  racine  négative  -,  & on  fera  les  trois  équations  linéai- 
res X — /-4-g  = o,  X — /—  g=  O,  xs-  cf=  o. 

Lorfqu’il  y a deux  racines  négatives,  que  la  prem  er;  eft 
— / - *-  g,  la  fécondé  — / — g J & leur  fomme  — if  féra  la 
racine  pofitive  , en  changeant  fon  figne  — , & fuppofànt 
if  i & on  fera  les  trois  équations  linéaires  x ■+•/  — g — o , 
x -*-f  -t-  g = o , x — if  — o.  On  fuppofe  que  f eft  plus 
grande  que  g ; car  autrement  f — g ne  féroic  pas  pofitive, 
& — /■+•  g ne  féroit  pas  négative. 

2°.  On  multipliera  les  crois  premières  les  unes  par  les  au- 
tres , & l’on  aura  le  produit  x*  * — iffx  •+•  i/’  ==  o , qui 

A — gg*  — mf 

eft  l’équation  indéterminée  qui  reprefénte  les  équations  du 
troifiéme  degré , dont  deux  racines  font  pofitives , & la 
troifiéme  eft  négative,  & égale  à la  fomme  des  deux  pofi- 
tives. On  multipliera  de  même  les  trois  autres  équations 
linéaires  les  unes  par  les  autres,  & leur  produit 

B x'  * — yffx  — 1/‘  — o , 

— ggAf^-agg/'  * 

les  équations  du  troifiéme  degré , dont  deux 
négatives,  & la  troifiéme  pofitive,  & égale  à 
la  fomme  des  deux  négatives. 


reprefentera 
racines  font 
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R E M A R.  C^Û  E. 

O n peut  remarquer  que  le  troifiéme  terme  de  ces  deux 
équations  a toujours  le  figne  — , & eft  une  quantité  réelle 
négative,  quand  les  trois  racines  font  réelles  ; par  conlèquent 
fi  Je  troifiéme  terme  a le  figne  ou  s’il  eft  zéro,  il  y a ne- 
ceflairemcnt  deux  racines  imaginaires  * ainfi  dans  la  formule 
generale  p doit  avoir  — , lorfque  les  trois  racines  font  réel- 
les , & elle  doit  être  x 1 — px  + q = o,  fçavoir  •+•  q,  quand 
deux  racines  font  pofitives , & — q,  fi  deux  font  négatives. 

3°.  On  comparera  les  termes  de  chacune  de  ces  deux 
équations  indéterminées  A&cB, avec  les  termes  correlpon- 
dans  de  l’équations  generale  x'  — px  ± q ==  o , excepté  le 
premier  terme.  L'on  aura  par  le  moyen  de  l’équation  A ces 
• deux  équations  particulières  -+-  3 ff 

— = -+-q>  & par  l’équation  + + 

— Pp ■+■  iggf  — — qi  doit  l’on  déduira  pour  l’une  & l’au- 
tre -*r  ff  -+-  | } & pour  l’équation  A ,p  — &gf~ 

•+■  1 > & pour  l’équation  B , — P ■+■  ggf—  — -f.  Elevant 
-t-ff-*-  troifiéme  puiflànce,  l’on  aura  -r-f*  -r-ggp 

*+-  JcfF+-  -$r  = ttj  pour  l’équation^  & pour  l’équation  B. 
Elevant  auflî  P — g gf  = -+-  f au  quarré , l’on  aura  pour 
l’équation  A,  P — îggp  -+-  gff  =>  Elevant  de  même 

— f ' — I au  quarré,  l’on  aura  pour  l’équationi?, 

P : — x?&f*  + fff—  -^*,qui  eft  la  même  que  celle  de  l'équa- 
tion A.  Retranchant  à prêtent  chaque  membre  de  l’équa- 
tion p — ig gf*  *+■  gff  = du  membre  correfpondanc 
de  l’équation  /*  +g*P  h-  ■+-  £=  l’on  aura  l’équa- 
tion 3 zgf*  — -+-  -ff  ==  £ — Ÿ , qui  conviendra  4 

l’équation  A & à l’équation  B.  Or  chaque  membre  de  cette 
équation  eft  pofitif , car  ■+■  }ggf*  furpafte  — > g'ff,  puif- 
qu  en  divifànt  l’une  ôc  l’autre  par  ggff,  le  quotient  \ff fiir- 
paffe  le  quotient; — lgg,car  on  a fuppoféque/furpafloitg. 
Tout  cela  fuppofé  , le  Problème  eft  facile  à réiôudre. 


j9.  Quand  ÿ-p’  — { qq,  les  deux  racines  pofitives  ou  négatives 
Q.  * font  égales. 

u a n d les  deux  racines  pofitives  ou  négatives  iont  éga- 
les. 
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* eft  éffâle  â zéro  dans  les  équations  linéaires  x — / 


2°,  Jjhtand  les  trois  racines  font  inégales  ($•  réelles  , 

-ÎTP’  firpafe  iqq. 

81.  Qu  and  les  trois  racines  font  inégales  & réelles,  le  pre- 
mier membre  de  l’équation  igyf* TT- 

eft  pofirifj  le  fécond  membre  eft  donc  auffi  pofuif^ 

& par  confequent  lürpaflè 

f.  Quand  ff  p’  e/l  moindre  que  £ qq , il  y a deux 
ratines  imaginaires. 

«J.  Ca  r fi  les  racines  étoient  toutes  réelles , on  vient  de  dé- 
montrer que  fj-f  lëroit  égal  &\qq>  ou  furpafferoit  ' qq. 

40.  Trouver  les  racines,  lorfque  les  deux  poftives  ou  les  deux 
négatives  font  égales. 

84.  Qu  a nd  les  deux  racines  pofitives , ou  les  deux  négatives 
font  égales , g eft  zéro  dans  les  équations  linéaires  x — f ’-+■  g 
s = o,  8cc.  par  confequent  l’équation  particulière  qui  vient 
de  la  comparaifon  des  troifiémes  termes  •+•  îfT-*-g&  = -«-/>, 
fe  réduit  à -+-  3 ff=>p>  d’où  l’on  déduit  ■+-  ff = f Par  la 
même  raifon, l’équation  if  — *gg/=  •+■  q> ou  — */’  f 
= — q , fe  réduit  à 1 f — q>  d'où  l’on  déduit  f = f 
Divifant  le  premier  membre  de  f = par  le  premier 
membre  de  ff—  & le  fécond  par  le  fécond,  l’on  trouve 
= fi  chacune  des  racines  égales  reprefentées 
par  /,  eft  donc  = if  s d’où  l’on  déduit  cette  réfolution. 

Rèfolution. 

8 J.  Qu  and  une  équation  du  troifiéme  degré,  dont  le  fecond 
terme  eft  évanoui , a deux  racines  égales  ; il  faut  divifer  te 
triple  du  dernier  terme  f,  par  le  double  du  eoéficient  p du 
fecond  terme,  & le  quotient  fera  une  des  racines  égales. 

La  troifiéme  racine  eft  égale  à deux  fois  la  racine  égale. 

Ce 
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p,  Trouver  les  racines  d'une  équation  du  troifiéme  degré,  dont 
le  fécond  terme  efi  évanoui,  lorf quelles  font  commenfurables , 
ou  qu'il  y en  ^ quelqu'une  de  commcnfurable. 

86.  S « ôte  la  grandeur  p,  reprefenrce  par  ^ff-r-  gg  =p , 
de  4 ff  quarré  de  la  grandeur  if,  qui  reprelënte  la  racine 
qui  eft  égale  à la  fomme  des  deux  autres , le  relie  ff  — gg 
ell  un  divifcur  exad  de  la  grandeur  q , repreièntée  par 
xp  — xogf  = -+-  q,  pour  l'équation  A',  & faifant  la  divilion, 
le  quotient  ell  xf,  qui  ell  la  racine  du  quarré  ^ff 
Le  même  rell eff — ggeft  auflî  un  divilëur  exaû  de  — q, 
reprelcntéc  par  — xp  ■+■  xggf = — q,  pour  l’cquation  Bi  5c 
faifant  la  divilion,  le  quotient  ell  — xf  qui  ell  aulfi  la  racine 
du.  quarré  4 ff.  On  déduit  de  là  cette  première  réfolution. 

* Première  Réfolution. 

Çh  an d la  racine,  repreièntée  par  •+■  ou  — xft  qui  eft 
égale  à la  fomme  des  deux  autres , eft  commenfurable,  il 
y a toujours  un  quarré  parfait  plus  grand  que  p , duquel 
ôtant  p , 5e  divilânt  q par  le  relie,  la  divilion  fe  fait  exacte- 
ment 5 ôe  il  vient  pour  quotient  exad  -«-ou  — xf,  qui  eft  la 
racine  de  la  propolee  , égale  à la  lomme  des  deux  autres , 
& qui  ell  à même  temps  la  racine  quarrée  julte  du  quarré 
parfait  qu’on  a pris  plus  grand  que  p . 

De  même  Ci  l’on  prend  le  quarré  de  l’une  des  racines 
politives  ou  négatives ,/ — g,  ou  — /-*-  g,  qu>  — 1gf 

-+-gg,  & qu'on  ôte  ce  quarré  de  3 ff  -*~gg  —pi  on  aura  Ie 
relie  xff  xgf,  qui  eft  un  divilëur  exad  de  xp  — iggf 
z=-*.q , pou rTéquacion  A s 5c  de  — xf'  •+■  xggf  = — q , 

i)our  l’équation  Bi  & faifant  la  divifion,  le  quotient  fera  dans 
e premier  cas  & dans  le  fécond,  — g,  donc 

chacun  eft  la  racine  du  quarré  parfait  ff — 1 gf-*-  gg,  qu’on 
a pris  moindre  que  p.  On  trouverait  la  même  chofe  en  fe 
fervent  de  l’autre  racine  repreièntée  par/V  g,  ou  — f — g» 
d’où  l’on  déduit  la  fécondé  réfolution. 

Seconde  Réfolution . 

Q"*»  d les  deux  racines  politives  ou  négatives  , font 
commenfurables , on  peut  toujours  trouver  un  quarré  par- 
fait moindre  que  p,  tel  qu’ctant  retranché  de  p,  le  telle  foie 
un  divilëur  exacl  de  ou  — q i U failanc  la  divilion , il 
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vient  on  quotient  exad  , reprefenté  par  g,  ou  — f 

g , qui  eft  une  des  deux  racines  pofitives  ou  négatives  de 
la  propofee , & qui  eft  à même  temps  la  racine  exa&e  du 
quarré  qu'on  a pris  moindre  que  p. 

R 1 M A R Q^U  E. 

*7- Qu  a n d on  aura  trouvé  une  des  racines  d’une  équation 
du  troifiéme  degré , en  divifânt  l’équation  par  .v  -4-  ou  — 
cette  racine,  le  quotient  qui  fera  une  équation  du  fécond 
degré , contiendra  les  deux  autres  , & on  les  trouvera  en 
relolvant  cette  équation  du  fécond  degré.  Ou  bien  en  fup- 
pofànt  que  la  racine  trouvée  /bit  a , fi  c’eft  la  racine  égale 
a la  Tomme  des  deux  autres,  elle  fera  le  coéficienrdu  fécond 
terme  de  l’équation  du  fécond  degré  qui  les  contient  ; Sç  le 
dernier  terme  y de  la  propofee , divifé  par  cette  racine^, 
c'eft  à dire  -f,  fera  le  produit  de  ces  deux  autres  racines, 
par  la  formation  des  équations  : Ainfi  l’équation  du  fécond 
degré,  qui  contient  les  deux  autres , fera  xx  — ax  ■+■  1 = o, 
quand  elles  font  pofitives  ; la  première  fera  donc  x — { a 
■+■  V~aa  — '[  j & la  féconde,  x — \a — V a.i  — /T 
L’équation  du  fécond  degré, qui  contient  les  deux  autres, 
fera  xx  ax  — o , quand  elles  font  négatives  5 la  pre- 

mière fera  donc  x = . — -a  -*•  V-4aa  — -ÿ,  & la  féconde, 
x — — \a  — V^aa  — Mais  fi  la  racine  découverte  a 
eft  une  des  deux  pofitives  ou  négatives,  elle  fera  auffi  le 
coéficient  du  fécond  terme  de  l’équation  du  fécond  degré, 
qui  contient  les  deux  autres , puifque  ce  coéficient  eft  l’ex- 
*cés  de  la  racine  égale  à la  fomme  des  deux  pofitives  ou 
négatives , fur  celle  qui  refte  à découvrir  s & que  la  racine 
découverte  eft  auffi  ce  même  excès  ; & ^ eft  le  produit  des 
deux  qui  reftent  à découvrir  : Ainfi  l’équation  qui  contient 
les  deux  autres,  dont  une  eft  toujours  pofitive , & l’autre 
négative , fera  xx  -±_ax  — 7 = 0.  Il  y aura  ax , quand 
la  racine  découverte  fera  pofitive , & — ax,  quand  elle 
fera  négative.  La  première  racine  fera  donc  x — + {a 
^.y/^aa^-liU  la  fécondé  fera  x = + \a  — v' \ aa  •+•  ^ 
Il  y aura  — \a,  quand  là  racine  découverte  fera  pofitive  j 
& -*-£<*,  quand  elle  fera  Négative. 
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Application  du  fécond  Problème  à des  exemples. 
Exemple  I. 

O n propolè  de  trouver  les  racines  de  x*  — nx+ 1<>  = oj 
pour  y appliquer  la  réfolution , on  fuppolèra , afin  que  la 
formule  generale  x*  — px  -+•  q = o,  reprelênte  la  propo- 
fce,  que  — p — — n,  Si  q =16.  Or{~=  6 4,  Si\qq 
= 64.  Cela  fait  connoîcre  que  la  propofce  contient  deux 
racines  égales. 

Pour  trouver  chaque  racine  égale , on  le  fervira  de  la 
formule  / = = ■+■  a j ainfi  la  racine  égale  eft 

x = z ; la  racine  inégale  eft  donc  x = — 4. 

Exemple  II. 

pou  R-  trouver  les  racines  de  x'  — ijaax  ■+•  54^'  — o, 
. -+-  l8^£x  — j^aab 

——  \bbx  -+■  18  abb 
r-lb' 

il  faut  fuppolèr  — p = — 17  aa  -*•  18 ab  — 3 bb.  Si.  q = 54 <t* 

— j4 ihtb  -j-  — ib'  -,  Si  faiiânt  le  calcul , on  trouvera 

que  jf-p9  = \qq  > ce  qui  fait  connoître  qu’il  y a deux  raci- 
nes égales. 

La  formule  / = > fera  trouver , en  divifant  le  triple 

du  dernier  terme  par  le  double  du  coéficient  du  troificme 
terme,  le  quotient  3 a — b:  ainfi  la  racine  égale  eft  x =34 

— b.  Si  la  racine  inégale  eft  x = — 6a-*-  ib. 

Exemple  III. 

P our  trouver  les  racines  de  l’équation  x ’ — -yx  4-  6 = o, 
on  fuppolèra  que  la  formule  generale  qui  reprelênte  cette 
équation  eft*’  — px-*~  q = o , Si  p ■=  -*•  7,  q — -*- 6 -, 
•Çf  = fy.  Si  \qq  — 9.  Comme  ^-fiirpallè  \qq,  cela  fait 
connoître  que  les  trois  racines  font  réelles  & inégales  5 Si 
le  dernier  terme  •+■  6 — q étant  pofitif,  cela  fait  connoître 
qu’il  y a deux  racines  pofitives , & une  négative  qui  eft  égale 
aux  deux  pofitives,  puifque  le  fécond  terme  eft  évanoui. 

Pour  trouver  la  plus  grande  racine  qui  eft  égale  aux  deux 
pofitives,  on  prendra  un  quarré  parfait  plus  grand  que p = 7: 
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or  le  premier  quarré  plus  grand  que  p=  7 ell  9.  On  ôtera 
p = 7 du  quarré  9,  & l’on  aura  le  relie  1.  On  divjlèra  f 

— 6 par  ce  relie  2,  Sc  le  quotient  3 étant  la  racine  quairee 
du  quarré  9 qu'on  a pris , c’ell  la  racine  négative  qu’on 
cherche}  ainlî  x = — 3. 

On  trouvera  les  deux  autres  en  divilànt  la  propofée  par 
x-h  } =0,  car  l’on  aura  pour  quotient  l’équation  du  lècond 
degré  xx  — }x  ■+-  1 = o,  qui  les  contient}  & on  trouvera 
en  relblvant  cette  équation  du  lècond  degré,  que  l’une  cil 
*7=  1,  Je  l’autre  x = z.  Ou  bien  nommant  a la  racine 
trouvée  3,  l’une  des  deux  pofirives  fera  x= ±4-*- 

— V* — f = -+•  î,  & l’autre  fera  x = {a  — i 

• J.  —~*L  -4-  I 

• t r 4 I • 

Si  l’on  vouloit  commencer  la  réfolution  par  une  des  deux 
racines  pofitives.,  il  faudroit  prendre  un  quarré  parfait, 
comme  4,  moindre  que  p — 7 ; & après  avoir  retranché  ce 
quarré  4 de  ^ = 7,  divilcr  par  le  relie  3 le  dernier  terme 
q ==  6 ; 5c  le  quotient  2 étant  la  racine  du  quarré  4 qu’on  a 
pris,  c’efl  aulîi  une  des  racines  pofitives  de  la  propofée} 
ainfi  x = 1 elt  une  des  racines  pofitives  de  la  propolée. 

On  trouvera  les  deux  autres  par  la  méthode  dont  on  s’ell 
fërvi , après  avoir  trouvé  la  racine  négative  x — — 3. 

Exemple  IV. 

O N propofe  de  trouver  les  racines  de  l’équation  x’  — ix 
■+-  6 — o , qui  elt  reprefentée  par  l’équation  generale  xi 

— px  q = o } de  maniéré  que  p = 1 , &c  q = 6.  Mais 

étant  vifible  que  -^-p^  = -j-elt  moindre  que  \ = 9,  l’on 

ell  alluré  *que  la  propofée  a deux  racines  imaginaires.  On  * 
en  donnera  la  rcfolution  aprés4a  démonftration  du  Pro- 
blème; 

Dèmonfiration  du  Problème. 

Q Oand  les  trois  racines  d’une  équacion  du  troifiéme 
degré,  qui  a* le  fécond  terme  évanoui, font  réelles,  il  ell 
évident  que  x — /’-*-£  = o,  x — f — g = o,  x -+■  if  — o, 
reprefentent  d’une  maniéré  generale  les  trois  équations  li- 
néaires dont  cette  équation  eït  le  produit , lorfqu'il  y a deux 
racines  pofitives}  & leur  produit  * — \ff.<  2f  =U, 
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reprefcnte  d'une  maniéré  generale  cette  équation  du  troî- 
fiéme  degré. 

Mais  quand  l'équation  a deux  racines  négatives , il  faut  fc 
lèrvir  des  trois  équations  linéaires  x •+■  f — g = o , x -*-f 
•*-  g = o,  x — xf  = o j & leur  produit  * — tffx  — xf> 

= o , représentera  d’une  maniéré  generale  l’cquation  du 
troifiéme  degré. 

D’où  il  fuit  que  ce  qu’on  découvre  par  ces  équations  in- 
déterminées , convient  à toutes  les  équations  du  troifiéme 
degré  qu’elles  reprefèntent. 

Quand  les  deux  racines , pofirives  ou  négatives , feront 
égales , il  eft  évident  que  g fera  égal  à zéro,  & qu’en  effaçant 
les  quantités  où  fê  trouve  g,  dans  les  deux  produits , ils  re- 
prefenteront  l'équation  qui  aura  deux  racines  égales. 

La  formule  generale  x''  — f>x  •+•  q — o , reprefênte  aufiï 
d’une  maniéré  generale  la  même  équation  du  troifiéme 
degré , lorfque  deux  de  les  racines  font  pofirives , & x' — px 
• — q = o , lorfque  deux  de  les  racines  font  négatives. 

Ce  que  l’on  découvre  par  les  équations  particulières  qui 
naiiïènt  de  la  comparaifon  des  termes  correfpondans  des 
produits  & de  la  formule  generale  , convient  donc  auffi 
aux  équations  du  troifiéme  dcgrc,  reprefentées  par  les  pro- 
duits & par  la  formule  generale. 

Corollaire. 

S 9 • Lorsqu’en  cherchant  la  racine  qui  eft  égale  à la  fbmme 
des  deux  autres,  c’eft  à dire,  la  plus  grande  des  trois  raci-  # 
nés,  on  ne  trouve  aucun  quarre  parfait  qui  fbit  tel,  que 
retranchant  p de  ce  quarfé , & divifânt  q par  le  refte , il 
vienne  un  quotient  exact  qui  fbit  la  racine  du  quarré  qu’on 
a pris  j la  plus  grande  racine  eft  incommenfurable. 

De  même  fi  en  cherchant  une  des  deux  moindres  raci- 
nes, on  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  moindre  que  p , qui 
fbit  tel , que  ce  quarré  étant  retranché  de  p , & q étant 
divifé  par  le  refte  , il  en  vienne  un  quotient  exad  qui  foie 
la  racine  du  quarré  qu’on  a pris  j les  deux  moindres  racines 
font  incommenfurablcs. 
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R E M A R E. 

1?  a R le  Problème  precedent,  on  trouve  toujours  les  raci- 
nes d’une  équation  du  troifiéme  degré,  lorsqu’il  y en  a deux 
d’égales,  6c  lorfque  les  trois  font  réelles,  6c  qu’elles  font 
commenfurables,  ou  du  moins  une. 

Mais  quand  elles  font  toutes  trois  réelles  6c  inégales , ce 
qui  arrive* lorfque  -^-p'  furpaflê  \qq , ôc  qu’elles  font  toutes 
incommenfurables  : on  n’a  pas  jufqu’à  prefènt  trouvé  de 
maniéré  de  les  exprimer  exadement  par  Algèbre  ; c’cft  à 
dire,  on  n’a  pas  pii  trouver  d’expreflîon  Algébrique  réelle 
qui  les  exprimât  d’une  maniéré  incommenlurable  , avec  le 
ligne  radical  j 6c  c’eft  ce  cas  qu’on  appelle  le  cas  irrédudible 
du  troiljéme  degré  : On  les  trouve  cependant  par  approxi- 
mation , 6c  on  les  trouve  exadement  par  la  Geometrie.  . 

PROBLEME  I IL 

9l  TrOVVER  la  racine  réelle  commenfurable  ou  incommenfu- 
rable  d’une  équation  du  troifiéme  degré  , dont  le  fécond  terme  efi 
évanoui , & dont  deux  racines  font  imaginaires. 

Méthode. 

T.  a méthode  eft  fêmblable  à celle  du  Problème  précè- 
dent ; il  faut  feulement  remarquer  que  les  équations  du  troi- 
fiéme degré  ont  deux  racines  imaginaires  dans  ces  trois  cas;  i 
i°,  quand  il  y a -c-  px*  } i°,  quand  il  y a — px , 8c  que-^-p5  * gjv 
eft  moindre  que \qq*-,  3°,  quand  le  fécond  8c  le  troifiéme  * Sj. . 
terme  font  évanouis*,  comme  dans  x'  + q — o.  Dans  ce  *80.  1 
dernier  cas  la  racine  réelle  eft  x = ÿ/  + q . Dans  le  premier 
cas , l’équation  generale  eft  x’  -*-/>*  ± f = o ; 8c  dans  le 
fécond , l’équation  generale  eft  x’  — px  + q = o. 

On  fuppoiera  pour  le  premier  8c  fécond  cas,  que  les  trois 
équations  linéaires , 'dont  la  propofée  eft  le  produit , font 
3gg  = o,  x-h/— V — 3gg  = o,  x— i/=oj 
& en  les  multipliant  les  unes  par  les  autres,  on  aura  le  pro- 
duit x'  — 3 ffx  — if*  =0,  qui  reprefente  les  raports  des 
A -*-3^x— 

racines  de  la  formule  x’  — px  — f = o,  lorfqu  il  y a — px 
_ q t en  fuppofant  / plus  grande  que  g -,  mais  ce  produit 
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reprcfentera  les  raports  des  racines  de  la  formule  x)  -*-px 

— q = o,  en  fuppofanc  f moindre  que  g. 

On  fuppofera  encore  que  les  crois  équations  linéaires  font 
■*  — — 3g§  = o,  x—f—V— }gg  = o,  x+  if 

= O;  5c  en  les  multipliant  les  unes  par  les  autres,  on  aura 
le  produit  x ' — ftfx  if  — o,  qui  reprefentc  les  raports 

B iggx  Gggf 

des  racines  des  équations , dont  les  formules  font  x T — px 
•4-  q = o,  en  foppofant  f plus  grande  que^i  mais  il  repre- 
fentera  les  raports  des  racines  des  équations  dont  la  for- 
mule eft  x'’  ■+■  px  q = o,  en  fuppolant/  moindre  que  g. 

On  a fuppofë  dans  les  équations  linéaires  que  la  grandeur 
imaginaire  eft  V — }gg,  quoique  cela  foit  arbitraire  ; mais 
cette  exprefllon  lèrvira  dans  le  calcul  qu’on  va  faire  „à  trou- 
ver plus  facilement  les  formules  des  réfoludons. 

On  comparera  enfûire  les  termes  correfpondans  des  pro- 
duits des  formules,  excepté  le  premier;  ôc  l’on  aura  les 
équations  particulières  qui  foivent,  lorfque  la  racine  réelle 
î f eftpofitive  j c’eft  à dire,  dans  l’cquation  A:  i",  — j ff 
*<-3gg  = ï:pjd‘oùl’on  déduit  ff — gg  = ;5-fi  i\ — if. 

— = — q » d’où  l’on  déduit  f }ggf  = -+- 

Et  lorfque  la  racine  réelle  — s/’eft  négative  ; c’eft  à dire, 
dans  l’équation  B , on  aura  les  deux  équations  : x",  — iff 
•4-  3gg  pi  d’où  l’on  déduit  ff  — gg  = ± -f  ; i\  ■+•  if\ 
■+-  Gggf  — ■+■  q i d’où  l’on  déduit  f ■+■  }ggf = f. 

Rcfolutton  des  équations  du  troifiéme  degré , dont  deux  racines 

font  imaginaires , lorfque  la  racine  réelle  eft  commenfurable. 

$1.  S 1 l’on  prend  le  quarré  poficif  4 ff  de  Ta  racine  réelle , & 
qu’On  lui  ajoute  Zf.  p = — }ff-*~  }gg,la  fomme  femff-+-  jgg. 
Si  l’on  divife  + q = zf-*-  6ogf,  par  ff+  jgg  = qff le 
quotient  fera  la  racine  réelle  1/ ; d’où  l’on  déduit  cette 
maniéré  de  trouver  la  racine  réelle  ,* quand  elle  eft  com- 
menfurable. 

Il  faut  prendre  un  qûarré  pofîtif,  & ajouter  rp p au  quarré 
parfaic  qu’on  a pris  ; c’eft  à dire,  quand  il  y a — p,  il  faut 
ajouter  — p neVacif  au  quarré  ; & quand  il  y a ■+•/>,  il  faut 
ajouter  -t- p pofîtif  au  quarré.  Il  faut  divifer  •+■  q par  la  Com- 
me qu’on  vient  de  trouver  * St  G la  divifion  fe  fait  exacte- 
ment , 
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ment,  & que  le  quotient  Toit  la  racine  du  quarré  qu’on  a 
pris,  c’eft  la  racine  réelle.  Si  l’on  ne  peut  pas  trouver  un  tel 
quarrc  , la  racine  réelle  eft  incommenfurable.  Voici  la  ma- 
niere  de  la  trouver. 

Si  l’on  éleve  l’équation^" — gg  = ± y à la  3'  puiflance , 
l’on  aura  f6  — 3 gg/-4  -t-  3 gff — g*  = Si  l’on  éleve 
aufli  l’équation  f -+•  }£gf  — | au  quarré , l’on  aura  /* 
6gg/4  -+-  Si  l’on  ôte  à prefent  la  première 

de  ces  deux  équations  de  la  léconde , l’on  aura 
-+-  6<gff  -+-  g*  = ^ Tiranc  la  racine  quarrée  de  cha- 
que membre,  on  aura  3 gff  ■+■  g*  = V®  rj;  Si  l’on  ajoute 

cette  équation  à l’équation /* -t- 3gg/r—^,  l’on  aura,  f1  ■+- 
■+■  3gg/" ■+■  g’  = -J  ■+•  ^ f~.  Tirant  la  racine  cubique  de 

chaque  membre,  on  aura. 

Divifant  l’équation ^ = 4^  | par  la  precedente,  le 
premier  membre  par  le  premier  membre,  le  fécond  par  le 
fécond , l’on  aura  pour  quotient 

=à-P 

**+*¥*& 

Enfin  ajoutant  les  deux  équations  qu’on  vient  de  trou- 
ver , on  aura  la  racine  réelle  if  -+■  qp  IL 

P 


Quand  il  y a — px  dans  l’équation  generale  x'  — px  + q 
= o,  la  grandeur  \ p aura  le  fignc  8c  la  grandeur 
aura  le  figne  — . 

Ainfi  quand  l’équation  generale  eft  — px±  q = o, 
la  formule  generale  qui  marque  la  racine  reelle  eft 
JiP 


,i/i  -4-  viril 

v * v 4 Tf 

Quand  l’équation  generale  eft  x'  -+•  px  q = o,  la  for- 
mule generale  qui  marque  la  racine  réelle  eft. 

T P 


zf=ÿi+y/Lqq+^_p>  _ 


■ 
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La  grandeur  3gg  qu’on  a prife  pour  reprefenter  la  grandeur 
imaginaire,  fera  égale  à iff+p,ca.r — iff + 3gg  — ^p-, 
ajourant  -+•  chaque  membre , o'n  aura  iff  — yff+  3^ 
= 3/f+  f = 3.eg  > ainfi  V^~  w «=  >/—ÿf  + p. 

On  déduit  de  là  cette  réfolution. 

Réfolution  des  équations  du  troifiéme  degré,  dont  deux  racines 

font  imaginaires,  lorfqut  la  racine  réelle  eft  incommcnfurable. 

9)  • Q u a n d l’équation  generale  eft  *’ — px  ±;  q = o,  il  faut 
ôter  de  qq  i & après  avoir  tiré  la  racine  quarrée  da 
refte,  l’ajouter  à | q , & tirer  la  racine  cubique  de  fa  fomme, 
& ce  fera  la  première  partie  de  la  racine  réelle. 

Il  faut  divifèr  p par  le  triple  de  la  première  partie  de  la 
racine , & ajouter  le  quotient  à la  première  partie , & la 
fomme  fera  la  racine  réelle  2/=  V±  qq u jP 

f ■■ 

— irf 

Quand  l’équation  eft  x'  -*-px  + q = o,  on  trouvera  de 
même  les  deux  parties  de  la  racine  réelle , excepté  qu’on 
ajoutera  ~ />'  à \ qq  s mais  on  retranchera  la  fécondé  par- 
tie de  la  première,  & l’on  aura  a/=ÿ  | 

application  du  Problème  k des  exemples. 
Exemple  I. 

Pour  trouver  la  racine  réelle  de  x’  — ix  -h  6 = o,  dont 
deux  racines  font  imaginaires  , pareeque  -fjf  — _l  eft 
moindre  que  ^qq  = 9 ; on  prendra  le  quarré  pofitif  4, 
& on  lui  ajoutera  — 1 , & la  fomme  fera  -4-  3 : on  divifera 
*}  ~ ^ P®*"  3»  & quotient  2 étant  la  racine  du  quarré  4 
qu  on  a pris,  c eft  aufTi  la  racine  reelle  de  la  propofée,  qui 
eft  négative  , pareequ’il  y a une  racine  négative  dans  la 
propofee,  pui (qu’il  y a au  dernier  terme. 

La  grandeur  imaginaire  fera  V — 3 1 = ^ 

Exemple  II. 

Pour  trouver  la  racine  réelle  de  x'  ix  — 1 2 = o,  donc 
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1«  deux  autres  racines  font  imaginaires,  le  troificme  ternie 
+ ayant  1#  figne  -4-,  on  prendra  le  quarré  parfait 

-4-  4,  auquel  on  ajoutera  ■+•/>  = - z5  & l'on  divifcra  par  la 
fomme  -v-  6 le  dernier  terme  q = n,  Si  le  quotient  i étant 
ia  racine  du  quarré  4 qu’on  a pris,  c’eft  auffi  la  racine  réelle 

de  la  propofée , qui  eft  x = 1.  

La  grandeur  imaginaire  eft  V — 3 — 1 = V — j. 

Exempie  III. 

Pour,  trouver  la  racine  réelle  de  x’  — 6x  — 16  = o , 
qui  a deux  racines  imaginaires  , pareeque  \ qq  = 6 4 fur- 
palle  = 8 i il  faut  ôter  -£-/>'  = 8 de \qq  = 64,  & La 
• racine  quarrée  du  refte  5 6 eft  V 56.  Il  faut  ajouter  cette 
racine  à { q = 8 , & tirer  la  racine  cubique  de  la  fomme, 
qui  eft  ÿ 8 -f  Vy6,  & elle  fera  la  première  partie  de  la  racine 
qu’on  cherche.  Il  faut  divifer />  = 6 parle  triple  de  la  pre. 
miere  partie  3 ÿ 8 V 56,  & le  quotient  , fera  la 

féconde  partie  de  la  racine  réelle. 

Ainfi  la  racine  réelle  eft  x — 6 — 

La  démonftration  de  ce  Problème  eft  la  même  que  du 
précèdent,  puifque  la  méthode  eft  la  même: 

Corollaire. 

Os  a n d la  racine  réelle  eft  découverte,  fi  l’on  veut  avoir 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires,  il  n’y  a qu’à  divifer  la 
propofée  par  x ■+•  ou  — la  racine  réelle  qu’on  a trouvée , 
mettant  -t-  quand  elle  eft  négative  , 6c  — quand  elle  eft 
pofitive  : Le  quotient,  qui  fera  exaift,  fera  une  équation  du 
lécond  degré  qui  contiendra  les  deux  autres  racines  qui  font 
imaginaires.  ... 

Seconde  méthode  generale  de  rc foudre  les  équations  du  troifîéme  , 
degré  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui. 

5K»  T o u T e s les  équations  du  troifiéme  degré, dont  le  fécond 
terme  eft  évanoui , peuvent  fe  reprefe^r  partes  deux  for. 
Mies  generales  sd  — px  q = 0 , x'  «+-  px  ±.  q = o } 
la  inonde  contient  toujours  deux  racines  imaginaires,*  fie  *So. 

Dd  ij 
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une  racine  réelle,  qui  eft  pofîtive , quand  il  y a — qt  & né-: 
gadve  quand  il  y a •+-  q.  La  premiere^rontient  trois  racines 

* Si  réelles , quand  p'  furpafle  £ ^,*dont  deux  font  pofîtives, 

8c  la  troifiéme,  qui  eft  égale  a leur  fomme  , eft  négative, 
quand  il  y a -+-  qi  mais  les  deux  moindres  font  néganves,  8c 
la  plus  grande  pofîtive,  quand  il  y a — q j & elle  contient 
deux  racines  imaginaires  8c  une  réelle  quand  -£=■ p'  eft  moin- 

* 8j.  dre  que  A qq.  * 

On  fuppofera  qu’une  des  racines  eft  égale  à/-t-g  pour  la 
première  formule,  8c  à/" — g pour  la  féconde 5 8c  l’équa- 
rion  linéaire  x — f — g = o,  reprefentera  une  des  trois 
équations  linéaires , dont  toute  équation  du  jc  degré , que 
la  première  formule  reprelêntc , eft  le  produit. 

' L’équation  linéaire  x — f-t-  g = o,  fervira  pour  la  fécondé 
formule. 

On  diviiëra  la  première  équation  generale  x ’ — px  ± q 
= o,  par  x — <-f — g = o } 8c  la  féconde  x'  px  + q = o, 
par  x — /+g  = o;  8c  on  continuera  la  divifion  jufqu’à 
ce  qu’on  ait  un  refte  dans  lequel  x ne  foit  plus,  comme  on 
le  voit  ici 


AviRTISSIMINT  . 

t fîgmfie  que  h 
grande)*,  à*  cette, 
marque  fe' trouve, 
ejt  tranchée  far 
une  ligne. 


-.i  y:..  ? u ‘j't  r 
...  ! i.îli  ,'Fl)  t 

,Vovno:7  i.  . 

:'h  5l'  • 1 - . 


***.■+>  f fX  ± 1 / x f - 

•/'«+  * ff*  -d-tf  ( xx-r-  fx  - 

— Xgxx—l  ifgx  — pg  \ _£x. 


Pour  li  première  formule. 

Tx<  — tpx  î}  f x —f—l 
- * fxx  -+•  tffx  — f/  1 A ■x+.fx—p 
■ t gxx  -+■  r ifgx  — pg  ' -érgx-d-ff 
■+■  1 ggx  -4-/* 

-*-£S 

Pour  J»  fécondé  formule. 

*“*’  ■ - >-  — /■+•< 

•r 

x - -ff 

+ *tix  +fi  — vi 

— iffs  H-rr 

—x’ 

Il  eft  évident  que  chaque  quotient  fera  exa<ft,  8c  que  le 
divifèur  x — f — g =o,  ou  x — f- t-g  = o,  fera  la  divi- 
fion fans  refte , en  fuppofànt  chaque  relie  égal  à zéro. 

Le  premier  peut  ainfi  s’exprimer  f +g>  + 3^x  /h- g 
— /»x/h-  f ±l  q 8c le  fécond,/’  — g’  3 fgx  — /-*-g 

— />* — q = o. 

Pour  déterminer  chacune  des  deux  indéterminées 
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on  fera  deux  équations  particulières  de  chaque  refte,  de 
cette  maniéré.  Pour  1» premier  refte*  i\P  rfc  q — ° » 
2e,  -J-  3 X /Vg, — />  X / g = o ; & pour  le  fécond 

refte  , r,  />  — g’  ± = o * ze,  3/g  x “ f-+-  g — P 

x — /-♦-  g = o.  Chacune  des  fécondes  équations  donnera 

= » fubftituant  la  valeur  de/1 

dans  chacune  des  premières  équations,  on  aura  pour  le  pre- 
mier refte  -t-  g'  ± q = o,  qui  fe  réduit  à g5  ± ?g’  •+■  {f 
= o,  qui  eft  une  équation  du  fécond  degré , donc  les  deux 

racines  font  g = { q -*->/'+ M — i T P' > ^ *4 

— V ~ qq  — if  p'  ; d’où  l’on  déduit  pour  abréger , 

g=ÿ+±q±Viqq—irp'. 

Subftituant  de  même  la  valeur  de  f'  dans  la  première 
équation  du  fécond  refte , on  aura  — g’  ±.  ^ 
fe  réduit  à — g‘±qg  -*■  if?  — o*  & par  tranfpofition , 
g*  qg  — if  p'  — ° > qui  eft  une  équation  du  fécond 
degré , donc  les  racines  font  g*  = ±iq-*-  V -4  qq  -*•  if  P'  » 
&g’  =±:\q  — qq  -¥■  tf  \ d’où  l’on  déduit  pour 
-abréger,  g = »'±if±V-Jw  + ^. 

Il  faut  à prefént  fubfticuer  la  valeur  de  g’ , qui  convient 
au  premier  refte , dans  la  première  équation  /’  -t-  g’  ± q 
= o ; &c  l’on  aura  P ±:~q  ±.V~qq  — p j>i  = o j d’où 
l’on  déduit /=  ÿ/  + | q + VTqq  — ^pi 

Il  faut  de  même  fùbftituer  la  valeur  de  g’  , qui  convient 
au  fécond  refte,  dans  la  première  équation  du  fécond  refte 
f — g’  ±.q  = o } & l’on  aura  f ±.{q+-  M-*--vrP 
= o -y  d’où  l’on  déduit  f — ÿ + {q  ± VV/./-H  +-pr. 

Les  deux  indéterminées  / & g étant  connues , la  racine 
qu’on  cherche  eft  connue,  qui  eft  pour  la  première  équation 
x’  —px  ±_q  = o,  x—f-ï-  g = l/  + {q+  Vfqq  — -L.  f 

+ ï+iq^ïqq  — iT~f^ 

Pour  la  féconde  équation  **  -+>  px  :£  f = o,  la  racinex  — 

Quand  une  des  racines  eft  découverte,  les  deux  quoriens 

D d iij 
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qu'on  a trouvés  en  faifànt  les  divifions  de  la  première  & de 
la  fécondé  formule , feront  chacun  urie  équation  du  fécond 
degré , laquelle  après  y avoir  fubftitué  les  valeurs  de  / & 
de  g,  contiendra  les  deux  autres  racines , dont  on  trouvera 
les  formules  en  refolvant  ces  deux  équations  du  fécond 
degré , fans  en  ôter  les  indéterminées  /"&  g. 

On  trouveroit  les  formules  de  l'art,  pj,  de  la  valeur  de  x 
qui  eft  ici  =/dt  g,  fi  on  fubftituoit  la  valeur  de  g’  = 
qui  fe  tire  d changée  eng  = -£,  dans  p ±g'+q 

— o,&  enfuite  la  valeur  de/qu’on  en  déduiroit,dans  g = 

De'  MO  NSTRATION. 

L a méthode  fait  trouver  des  valeurs  de/&deg,  qui  font 
telles,  qu’aprés  les  avoir  fubftituées  dans  l’équation  linéaire 
x —/—g  — °)  ou  x — /-+- g = o , cette  équation  li- 
neaire  ainfi  changée  eft  un  divileur  exa<ft  de  la  propofee , 
puifque  le  refte  de  la  divifion  eft  zéro  5 elle  fait  donc  trou- 
53-  ver  une  racine  de  la  propofee.  * 

Application  du  Problème  d des  exemples. 
Exemple  L 

Pour  trouver  par  cette  méthode  une  racine  de  l’équa. 
tion  x ’ — jx  6 = o,  repreféntée  par  la  formule  — px 
•i-  q = o,  dont  les  trois  racines  font  réelles,  puifque  ~p' 
= ^ fûrpaflé  L qq  = 9 ; on  fé  férvira  de  la  formule  x — f 

= éf  p'-*-  V—tT-*-  Pff' 

dans  laquelle  mettant  les  valeurs  de  p,  q , la  racine  fera 

X = 1/  — 3 — v' — 100  ÿ — J Ÿ-~rr  » pareeque  ^ qq 

a — Hi  & -Lo1  — Hl.  ainfi  1 aa -fi'  — *-41 

— 9 — 17  3 2.7  F — 17  > 4111111  4 77  *7  jt  — 17  17 

100 

— 17  • 

On  verra  dans  les  remarques  la  maniéré  de  débaraffer  la 
racine  réelle  qu’on  vient  de  trouver , des  expreffions  imagi- 
naires & incommenfurables,  lorfqu’elle  eft  commenfurable. 
Comme  la  formule  x =/■-(- g = i/+:±q'+V~qq— -±p' 

■•+■  ÿ + — i/>J  eft  double,  & qu’elle  fe  réduit  i 

ces  deux  formules  : iK,  x l-q  — p±qqP-Spp 
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Seconde , x =/•+•  g = >/  + \ q >/±  ^ 
y ~ Lq  — V^qg — 'ïr  /'r  > ^ libre  de  prendre 
laquelle  on  voudra , en  remarquant  que  s’il  y avoit  dans  la 
propolée  — q , il  faudrait  mettre  dans  chacune  -+•  {-  au 
lieu  de  — {q. 

Exemple  IL 

Pour  trouver  par  cette  méthode  la  racine  réelle  de 
l’équation  x ’ — ix  -+-  6 = o,  dont  deux  racines  font  ima- 
ginaires, puifque  £-p'  = -i-eft  moindre  que  \ qq  = 9 s 
on  fuppolèra  que  cette  équation  eft  reprefenrée  par  x ’ — px 
•4-  q = o ; ainfi  la  formule  de  la  racine  eft  *=:/->-  g 

= v/-ïî-^M— ^ — ïf  -»* — T-> s 
on  fubftituera  les  valeurs  de  />,  <7,  dans  cette  formule  , & on 
trouvera  la  racine  x — ÿ : — 3 _ysr 4.  y/  — 3 y 3*.t 

Exemple  III. 

Pour  trouver  la  racine  réelle  de  l’équation  *’  zx  — ïr 
= 0,  dont  deux  font  imaginaires,  puifqu’il  y a -+-/>*,  on 
lûppofêra  que  cette  équation  çft  reprefentée  par  *’  -+-px 
— q = o ; ainfi  Ja  formule  de  la  racine  eft  x — f — g 

= ? — V — if  ■+■  v'i??-*-  ït>’  i 

on  fubftituera  les  valeurs  d ep,g,  dans  cette  formule,  8c  on 
trouvera  la  racine  * = yÉs ÿ—  6 

17  * w ^ ïfi 

Rema  rq^ues. 

T 1 

1 l faut  bien  remarquer,  fur  les  lignes  des  formules  de  la 
racine,  i®,  que  chaque  équation  generale  x ’ — px  ±zq  — o, 
px  ^ q = o,  marquant  deux  formules,  la  première 
où  il  y a f , la  fécondé  où  il  y a — le  premier  des  deux 
lignes  qui  précédé  \q  dans  la  formule  de  la  racine,  a raport 
au  premier  ligne  1-  q de  chacune  des  deux  équations  gene. 
raies  ; & le  lècond  a raport  au  fécond  ligne  — q de  cha- 
cune des  équations  generales. 

Ainfi  quand  il  y a dans  la  formule  de  la  racine, 
cela  veut  dire  que  quand  il  y a -*-q  dans  l'équation,  il  doit 
y avoir  — j^dans  la  formule  de  la  racine  -,  8c  quand  il  y a, 
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— q dans  l’équation , il  doit  y avoir  ■+■  Ÿ q dan«  la  racine  * 

& ainfi  des  autres. 

Il  faut  bien  remarquer,  z°,  qu’il  y a deux  lignes  qui  préce- 
dent  dans  la  formule  delà  racine,  la  grandeur  ^\qq  — -èfp', 

& V ‘4  qq  -4-  -jÿ/»'.  Cela  vient  de  ce  qu’il  a fallu  refoudre 
une  équation  du  fécond  degré,  pour  avoir  les  valeurs  de/1 
& de  g’,  & par  conféqucnt  de  /&  de  g:  ainfi  la  réfolution 
donne  deux  valeurs  de  /,  & deux  valeurs  de  g.  On  les  a 
jointes  enfemble  pour  abréger , & c’eft  ce  qui  eft  caufe  que 
les  deux  lignes  jg:  precedent  la  grandeur  V\qq  — ~èrf» 
ou  V c qq  -+-  -i- p'  j le  premier  de  ces  deux  fîgnes  marque  la 
première  valeur  de  /ou  de  g,  Sc  le  fécond  marque  la  deu- , 
xiéme  valeur. 

Dans  l’ufàge  il  faut  obférver,  fi  l’on  fé  fért  du  premier 
ligne  dans  la  valeur  de/  de  fe  fervir  aulîi  du  premier  ligne 
dans  celle  de  g ; & fi  l’on  fe  fert  du  fécond  ligne  dans  la 
valeur  de/  de  fé  fervir  du  fécond  ligne  dans  la  valeur  deg> 
pareeque  ce  font  ces  valeurs  qui  ont  raport  l’une  à l’autre. 

I I. 

Quand  les  trois  racines  font  réelles } c’eft  à dire,  quand 
il  y a — p dans  l’équation,  & que  -/-/>’  fiirpaflé  ~ qq,  il  eft 
évident  que  l’expreflion  de  la  racine  réelle  contient  une 
imaginaire  dans  chaque  partie  de  la  formule  de  la  racine  : 
Ainli  quand  les  trois  racines  font  réelles , l’exprellion  de  la 
racine  qu’on  cherhe  contient  des  grandeurs  imaginaires. 

Cela  fait  voir  que  cette  méthode  n’eft  d’ufage  que  pour 
les  équations  où  il  y a deux  racines  imaginaires  > car  dans 
ce  cas  l’cxprcflion  de  la  racine  réelle  contient  des  grandeurs 
qui  font  toutes  réelles,  & aucunes  imaginaires. 

Il  y a encore  cet  inconvénient,  que  quand  la  racine  qu’on 
cherche  eft  commcnfurable,  on  ne  la  trouve  que  fous  une 
expreffion  incommenfurable  ; ainfi  dans  ce  cas , il  eft  bien 
plus  court  de  fe  férvir  des  méthodes  du  fécond  & troificme 
Problème. 

Cependant  quand  la  racine  qu’on  cherche  eft  commen-  - 
furable  , quoiqu’elle  foit  exprimée  fous  une  forme  incom- 
menfurable, & qui  contient  meme  des  imaginaires  quand 
les  trois  racines  font  réelles,  on  peut  réduirelon  expreflion 

incommenfurable 
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incommenfurable  à une  grandeur  commenfurable , par  la 
méthode  fuivante,  & trouver  la  racine  commenfurable. 

Méthode  pour  changer  texpreffion  incommenfurable  de  la  racim 
réelle  qu'on  a trouvée  par  la  méthode  precedente , en  une  autre 
exprcfion  commenfurable , lorfque  la  racine  qu'on  a trouvée  ejl 
commenfurable. 

96.  O N a trouvé  dans  le  premier  exemple  qu'une  racine 
réelle  de  — 7*  6 — o,  étoit  x = ÿ — 3 — sfZTip 

y j v" — ^ : Pour  changer  cette  exprellion  incom- 

menfurable,  6c  qui  contient  des  grandeurs  imaginaires,  en 
une  autre  toute  commenfurable,  on  fuppofera  — h — V — i 

5-^vcr^. 

On  élcvera  chaque  membre  à la  troifiéme  puilîànce  -,  6c 
pour  ôter  toute  confufion,  on  fera  l'operation  pour  la  feule 
première  partie  — h , — V — * = ÿ — 3 — V—  m,  Ele- 
vant  chaque  membre  à la  troifiéme  puiflance,  on  aura  — h' 

— 3 hh  \/  — i ■+■  5 hi-^if  — i — — 3 — y'  — 

On  fuppofera  les  grandeurs  commenfurables  — h'  ■+■  }hi 
égales  à la  grandeur  commenfurable  — 3 , & les  grandeurs 
incommenfurables  — 3 hhf — i -4-  i V — / égales  à la  gran- 
deur incommenfurable  — V — & l’on  aura  les  deux 
équations  fui  vantes  : irc, — h1  ■+*  $hi  =;  — 3 i z‘,  — 3 hh  V — t 

*t - i >/  — i = — V=rig. 

On  élevera  chacune  au  quarré , & l'on  aura  h6  — Ch'i 
yhhü  — 9 , — 9 h*i  -+■  éhha  — /'*  = — 

On  ôtera  la  fécondé  équation  de  la  première  , 6c  l’on 
aura  A5  3 h*i  -+-  3 hhii  -*-/’  = 9 ■+■ 

On  tirera  la  racine  cubique  de  chaque  membre , & l’on 
aura  hh  -+-  i = },  d’où  l’on  déduit  / = j — hh. 

On  mettra  cette  valeur  de  i dans  la  première  équation 

— hs  3/»;  as  — 3 , & l’on  aura  — h 1 -y-  qh  — 3 h'  — — 3, 
qui  fe  réduit  à 4 h'  — 7 h — 3 = o j d’où  l’on  déduit  h 1 — \ h 

-i  = o- 

Pour  ôter  les  fractions,  on  fuppofera  h = -2  ,6c  l’on  aura 
la  transformée  y — 187  — 48  = o. 
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On  refbudra  cette  équation  par  le  fécond  Problème  j 
e’efl  à dire,  on  prendra  le  quarré  36  plus  grand  que  18,  & 
après  en  avoir  ôté  28 , on  divifera  le  dernier  terme  48  par 
le  refie  S,  & le  quotient  6 étant  la  racine  du  quarré  qu'on 
a pris , efl  aulïï  la  racine  de  l’équation  ÿ — i$y  — 48  = o} 
ainfij'  = 6. 

Subflituan  t cette  valeur  dans  h = , l’on  aura  A = | ==  i , 
d’où  l’on  déduira  hh  = 

On  fubflituera  cette  valeur  dans  i = — bb , & l’on  aura 

i = j = tt* 

Par  confequent  — b — v — i = — j — v — rr  = 
1/  — 3 — y’  — ‘ff , qui  efl  la  première  partie  de  la  racine 
de  la  propofee. 

On  trouvera  par  une  femblablc  operation  que  — h -*• 
V — 1 = ÿ — 3 -t-  V — efl  égale  à — { -4-  V"  — & 

c’efl  la  féconde  partie  de  la  racine  de  la  propofee. 

On  ajourera  ces  deux  parties,  & l’on  aura  la  racine 
qu’on  avoir  trouvée  fous  la  forme  incommenfurable  x == 
^—}  — v-=np7  -3h-v3T^==_  | = _3. 

Ce  qui  itoit  propofê. 

On  trouvera  de  meme  dans  le  fécond  exemple  xi  — ix 
»4-6  = o,  que  la  racine  réelle  qu'on  a découverte , x = 

V/—  5 — Vf*  ■+■  y/  — 3 eft  e'gale  à — 1 — 

I -t-  Vy  = I. 

Pour  le  trouver  parame  operation  fémblable  à la  prece- 
dente, on  fuppofera  que  — b — v'g  efl  égale  à la  première 
partie  de  la  racine  j/  — 3 — v^5jT  j & — h ■+■  V g efl  égale 
à la  féconde  partie  ÿ — 3 & en  faifant  l’operation 

comme  ci-defTus,  on  trouvera  les  deux  parties  de  la  racine 
qu’on  vient  de  marquer,  qui  étant  ajoutées  enfemble,  font 
Ja  racine  x = — 2. 

On  trouvera  de  même  dans  le  troifiéme  exemple  *’-+-ix 

— i2  = o,  que  la  racine  réelle  qu’on  a decouverte,  x — 

ÿ 6 V — ÿ — 6 -+■  V '$r  t efl  égale  à ■+■  1 -4-  -4-  1 

— v/4  = -4-2.  On  le  trouvera , dis-je , en  fuppofant  h -*-Vi 

= àc—h->-Vi=  — l/—  6 -t-  & fai- 

fant  l’operation  comme  ^i-defïus. 
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On  peut  s’afïurer  que  la  méthode  qu’on  vient  de  donner 
réulllra  toujours , quand  la  racine  réelle  de  la  propofée  cft 
commenfurable , en  appliquant  la  méthode  à la  formule 
generale  de  la  racine , qui  eft  , par  exemple, 

car  en  fuppofânt  pour  la  première  partie  de  la  racine  — h 
v'  — i = y/  — \q  — ~frpT  , on  aura  — h'  — 3 hh 

y/  — i ■+•  /V—  i = — \q — ^\qq  — ft’°ù  ^on 

déduira,  i°,  — h'  -+-3 hi  = — \q  , & //  — 6///-+-  yhhii 
= \qq  i d’où  l’on  déduira,  z°,  — 3 bbV  — i -h  iV • — / = 
— ^Tïï  — TT?'*  & — 9h*i •+•  (>fihii  — i'  —\qq  — ~èffi 


ôtant  la  fécondé  de  la  première , on  aura  h 6 •+-  3A4/  -t-  3 hhii 
•+■  *’=-»-  />’  i donc  hh+-i=\p,  ÔCi  = ~p  — hh  : 

fubftituant  cette  valeur  de  i dans  la  première  — h'  -+-  3/»/  == 
— -j  q , on  aura  — h'  •+-  ph  — 3 h'  = — { q , qui  le  réduit  à 
h'  — ih—\q=  o. 


Suppofant  à prefent  h — ~ , l’équation  A’  — %h  — -J  q 
= o , fera  transformée  eny  — 4 py  — 2q  = o. 

Mais  fi  la  propofée  x ’ — />*  -+-  q — o , ou  — px  — q 

— o,  (cette  derniere  n’étant  que  la  premiere,*dont  la  plus  * i0. 
grande  racine  pofitive  eft  la  racine  négative  de  la  première,  <*»»*» 
& les  deux  autres  négatives  font  les  positives  de  la  première:)  c°r‘ 

Si , dis  - je , l’équation  x'  — px  — q =1  o,  a fâ  plus  grande 
racine  commenfurable,  la  plus  grande  racine  de  y'  — 4 py 

— 8^  = 0,  doit  auffi  être  commenfurable  ; car  il  eft  évidenc 
que  y — 4 py  — 8^  = o,  cft  la  transformée  de  x1  — px  — q 

— o,  & que  les  racines  de  la  première  font  les  racines  de  la 
féconde  multipliées  par  z ; ainfi  zx=y,  ou  x — On 
trouvera  donc  la  racine  commenfurable  dey  — 4 py  — 8 q 
= o , par  le  fécond  Problème  ; &l  par  confequent  on  aura 
i>  — i = f , dit  =jp  — hh. 

En  fuppofânt  pour  la  fécondé  partie  de  la  racine, 

•+-  ÿ—  1?  ^ ïM  — Tf-y  que  — h •+■  V — i = 

y/  — i?'+‘vT??— -WF > & faifant  la  meme  operation 
qu’on  a faite  pour  la  première  partie, on  trouvera  l’equation 
| £ — J-^  = oj2c  fuppofânt  h = on  aura  la  même 

Ee  ij 
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transformée^’ — 4 py  — ïq  = o , dont  la  raçine  fera  corn- 
menfurable, (ixeft  commenfurable  dans  x ' — px  — q = o, 
puifque/  = ix  : Ainfi  on  trouvera  par  le  fécond  Problème 
la  valeur  commenfurable  de^. 

On  aura  donc  encore  h — % = ~,  &ci  = \p  — hb. 

Les  deux  parties  — h — V — i , — h- 4-  Y — i , qu’on 
trouve  par  les  operations  precedentes,  font  donc  — ib  = 
— -2£-=  — x j car  les  deux  valeurs  qu’on  trouve  de  — • 
V — i,  h-  V — ;,  fe  détruiiént  par  des  lignes  oppofés. 

On  peut  appliquer  le  même  raifonnement  aux  autres 
formules  generales  de  la  racine. 

D’où  l’on  voit  que  , dans  le  cas  où  les  trois  racines  de 
l’équation  font  réelles  6c  incommenfurables , on  ne  fçauroit 
dégager  la  racine  réelle  des  expreffions  incommenfurables 
& imaginaires. 


Troiféme  méthode  générale  pour  ré  foudre  par  transformation  les 

équations  du  troifième  degré , dont  le  fécond  terme  efi  évanoui. 

O N fuppofèra  que  toutes  les  équations  du  troifième  degré 
font  reprefêntées  par  ces  deux  formules  x'  — px  +q  = 0, 
x'  -t~  px  + q = o. 

On  fuppofèra  pour  transformer  la  première  x—y  -+-  £ 
r=  & pour  transformer  la  féconde  x=y — P = £j=S. 

y fera  l’inconnue  de  la  transformée , 6c  f une  indéterminée. 

On  fùbflituera  dans  la  première,  à la  place  de  x , x\  les 
valeurs  de  x & x\  & l’on  aura  la  transformée  de  la  première 
f 3 fy'  ^ qy'  ■+■  iffyy  -*-P  — o. 

— p/  —rfy y 

On  fubftituera  de  même  les  valeurs  de  x 6c  x'  dans  la 
féconde  x'-  px  rt  q = © , 6c  l’on  aura  la  transformée  dç 
la  féconde  y 6 — 3 fy*  qy ’ yffyy  — /’  = o. 

■*-py*  —pfyy 

On  fuppofèra  dans  chacune,  pour  déterminer  l’indéter- 
minée/", que  le  fécond  terme  efi:  égal  à zéro  ; & l’on  aura 
pour  l’une  & l’autre  j f=>p,  ou  /-=  £ , 6c  f'  =fri  d’où 
il  s’enfuivra  que  le  quatrième  terme  ^iffyy — pfyy—  o» 
puifquc  p — fi. 

Subflituant  la  valeur  def  dans  chaque  transformée,  la 
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première  fera  y*  X-  qy'  ■+■  -frf  — o , & la  fécondé  fera  y1 
+ qy'—vr?  = o. 

On  refoudra  ces  deux  transformées , qui  ne  font  que  du 
fécond  degré  * & après  avoir  trouvé  les  valeurs  de  y par  leur 
moyen,  on  fubftituera  ces  valeurs  dans  les  équacions  fup- 
pofées  x —y -4-  y,  x=y  — y,  félon  qu'elles  leur  convien- 
nent ; 8c  après  la  fubftiturion  on  aura  la  valeur  de  x , ou  la 
formule  generale  d’une  racine  de  la  propofée. 

Cette  méthode  eft  démontrée  par  la  aémonftration  des 
transformations,*  mais  elle  a les  inconveniens  de  la  précé- 
dente , qui  font  de  donner  dans  le  cas  oà  les  racines  font 
toutes  réelles  8c  incommenfurables,  la  valeur  de  la  racine 
■qu’on  cherche , avec  des  exprelGons  imaginaires , & avec 
des  expreflions  incommenfurables,  lorfqu’clle  eft  commen- 
furable. 

Avertissement. 

98  Si  l’on  vouloit  une  formule  generale  qui  exprimât  la  racine 
d’une  équation  qui  auroit  tous  fes  termes,  comme  *5  ± nxx 
^Zpx  -±,  q = o,  on  pourroit  la  trouver  de  cette  maniéré. 

On  feroit  évanouir  le  fécond  terme  de  l’équation  gene- 
rale qui  précédé , en  fuppofant  x =y  + \ ».  L’on  chcrche- 
roit  par  la  féconde  méthode  generale  la  formule  qui  expri- 
me la  racine  de  la  transformée  : & après  l’avoir  trouvée , il 
eft  évident  qu’en  mettant  audevant  de  cette  formule  de  la 
racine  de  la  transformée,  la  grandeur  + i»,  on  auroit  la 
formule  de  la  racine  de  la  propofée  égale  à x. 

Mais  cette  formule  auroit  les  mêmes  inconveniens  que 
celle  de  la  fécondé  méthode , à l’égard  des  équations  donc 
les  racines  font  commenfurables,  8c  de  celles  dont  toutes 
les  racines  font  réelles  8c  incommenfurables  ; 8c  elle  ne  fér- 
viroic  que  pour  les  équations  qui  auroient  deux  racines 
imaginaires , ôc  une  réelle, 
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SECTION  III. 

De  la  résolution  des  équations  du  quatrième  degré . 

PROBLÈME  IV. 

99*  DlSTIN-GV  ER  parmi  les  équations  du  quatrième  degré, 
celles  qui  ont  des  racines  égales , £/■  trouver  ces  racines  égales. 

Avertissement. 

Q u a N n une  équation  du  quatrième  degré  a des  racines 
égales,  elle  peut  les  avoir  toutes  quatre,  ou  feulement  trois, 
ou  enfin  feulement  deux  5 Se  quand  elle  n'en  a que  deux 
égales,  les  deux  autres  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires. 

Premier  cas  quand  les  quatre  racines  font  égales. 

1.0  n fera  évanouir  le  fécond  terme  de  l’équation  fi  elle 
en  a un , & on  fuppofera  que  l’équation  eft  reprefentée  par 
l’équation  generale  x*  -t-  pxx  ■+■  qx  -4-  r — o. 

i°.  On  fuppofera  que  chaque  racine  égale  eft  reprefentce 
par  l’indéterminée  fs  ainfi  les  équations  linéaires  feronc 
x — /=  o , x — f=  o , x^.,f=a  o , x -c-f—  o,  & leur 
produit  fera  x 4 — t-ffxx  a-f*  = o ; d’où  l’on  voit  que  quand 
il  y a quatre  racines  égales,  & qu’il  n’y  a pas  de  fécond 
terme,  deux  doivent  être  pofitives  Sc  deux  négatives  ; que 
le  troifiéme  terme  a le  figne  — ; qu’il  n’y  a pas  de  quatrième 
terme  ; 5c  que  le  cinquième  terme  a toujours  •+■  : ainfi  l’é- 
quation eft  x 4 — pxx  r=  o. 

30.  On  comparera  les  termes  du  produit  avec  les  termes 
correljxindans  de  l’équation  ; 5c  l’on  aura  tff  = p,  f*  = rS 
d’où  l’on  déduit jT"  = -J , 5c/*=-ÿ-}  par  conièquent  if 

Ainfi  l’on  connoîtra  que  les  quatre  racines  font  égales, 
quand  = rs  6c  de  plus  l’équation  ne  fera  que  du  fécond 
degré  : chaque  racine  fera  x *=:f  = >/- , ou*  =/—  ÿr. 

Second  cas  quand  trois  racines  font  égales. 

O n fuppofera  de  même  le  fécond  terme  évanoui,  & que 
chaque  racine  égale  eft  reprefentée  par  f s 5c  fi  les  trois 
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font  pofitives,  leur  produit  fera  x‘  — 3 fxx  +■  }ffx  — P — oi 
fi  elles  font  négatives , leur  produit  fera  x’  -h  fixa  \ffx 
+ P — o.  Il  faudra  multiplier  le  premier  par  x •+■  3 /=  o, 

& le  fécond  par  x — 3/  = o 5 6c  l’on  aura  le  produit  x4 

(,ffxX  g \px  — 3/4  = o , quand  les  trois  racines  égales 

font  pofitives } 6c  x4  — 6/fxx  — 8 px  — 3/4  = o,  quand 
elles  font  négatives  5 8c  l’équation  generale  pour  l’un  fie 
l’autre  cas , fera  x4  — fxx  ±.qx  — r — o. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux 
de  l’équation  generale  qui  leur  répondent,  & l’on  aura  les 
trois  équations  fuivantes  : irc,  6/f=fii\$f'  = q>  f,  iP 

=L’on  déduira  de  la  1"  { , & /+  = & ’ de  1»  féconde, 

p = j de  la  troifiéme , = y* 

Ainfi  quand  trois  racines  font  égales,  4f  — f > ou  4r  = '* 
fie  la  racine  égale  fera  x =/=  ^ { » ou  x —f—  \l  f* 
Troifiéme  cas  quand  deux  racines  font  égalés. 

O*  fuppofera  toujours  le  fécond  terme  évanoui , fie  que 
chaque  racine  égale  eft  reprefentée  par  fj  ainfi  les  deux 
équations  linéaires  des  racines  égales,  quand  elles  feront 
pofitives,  feront  x — f — o , x — f — o , fie  leur  produic 
fera  xx—i fxar  ff—  o ; 6c  quand  elles  feront  négatives , 
leur  produit  fera  xx  -4-  zfx  -4-  ff=  o. 

Les  deux  équations  des  deux  racines  inégales  feront  x ■+-/ 
_ ij  __  0 x /-h  h — o , quand  elles  feront  toutes  deux 
négatives’,  fi c alors  / furpaflera  h i 6c  fi  l’une  eft  pofitive  Sc 
l'autre  négative  , h furpaflera  /}  6c  leur  produit  fera  xx 
*♦*  zfx  = °- 

— bh  , . . 

Mais  fi  elles  font  pofitives , les  équations  linéaires  feront 

x / b = o,  x — f-*-h  = 0,  fie  /furpaflera  h ; ou  fi 

l’une  eft  pofitive  fie  l’autre  négative , h furpaffera  fi  ôc  leur 
produit  fera  xx  — zfx  -r-ff—  o. 

— bh 

Quand  les  deux  racines  differentes  des  deux  racines  éga- 
les feront  imaginaires,  leurs  équations  linéaires  feront  x— / 

hb  = o , x—f+V—hb  — o,Sc  leur  produic 
fera  xx  — i/x  -*-ff—  o ; ou  bien,  fi  on  les  conçoit  négaci- 

-f  hb 
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vcs , elles  feront  x V'  — ^ = o , * h-  — bh 

= o j & leur  produit  fera  xx  •*-  i/x  ff=  o. 

hb 

On  multipliera  l’équation  des  deux  racines  égales  par 
l’équation  des  deux  autres  racines  réelles , propre  à faire 

évanouir  le  fécond  terme  du  produit  ; c’eft  à dire,  xx ifx 

*~ff—  o , par  xx  ifx  +ff=  o}  & xx+  zfx'+  f/=  o, 

— bb 

par  xx  — zfx  •+■  /7*=  6 ; & l’on  aura  le  produit  x4 ijÿ** 

— bb  [Jf)XX 

+ 1fhhx  + f*  = o , lorfque  les  deux  racines  égales 

—ffbh 

lcront  pofitives  : On  aura  le  produit  x4  — iffxx  — i fbhx 

— bbxx 

-/r°,  ‘orlqueles  deux  racines  égales  feront  négatives. 

L équation  generale  fera  dans  le  premier  cas  x4 pxx 

^rqx±.r~ a o,  & dans  le  fécond  cas  x4  — pxx  — qx  + r 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux 
de  I équation  generale  qui  leur  répondent , ce  qui  donnera 
les  trois  équations  particulières  qui  fuivent  : irc,  iff+-hb 
~~~  P ’ i,  zfhh  = q>  3e,/4 — ffbb  — ■+ r.  La  première 
donnera  hh=p  — 1 ff:  Sabftituant  cette  valeur  de  hb  dans 
Ja  rroifieme^on  aura  P —pff ip  = ±_r,  qui  fe  réduic 
T"  iff  -*-f  — Et  refolvant  cette  équation  du  fécond 
degré  , on  aura  les  deux  valeurs  de  ff,  fçavoir  ff  ==  2. 

'bjlr  — f > ff—  { — Ÿjf  :£  j i d’où  l’on  déduira  f s 


*5 
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D'où  l’on  déduit  la  maniéré  de  connoître  fi  une  équa- 
tion du  quatrième  degré,  dont  toutes  les  racines  font  réel- 
les, a deux  racines  égales,  & le  moyen  de  les  trouver  : car 
1 équation  linéaire  qui  contient  la  racine  égale  fera  x + f 

v{±vitr~^ 


'TT  — T~ 


■jo  * 

Dans  l’ufage  il  faudra  fubftituer  les  grandeurs  de  l’cqua- 
tion  propofée  dans  la  formule  x ^ V-  •+■  V n‘  ' . 0 • 

&c  en  fuite  divifer  la  propofée  par  cette  équation  linéaire 
ainû  changée  3 & fi  la  dmfion  cft  exaâe,  la  propofée.aura 

deux 
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deux  racines  égalés,  que  l’on  aura  à meme  temps  trouvées. 
Les  deux  autres  racines  le  trouveront  enluite  facilement. 

Quand  les  deux  racines  differentes  des  deux  racines  éga- 
les feront  imaginaires,  on  multipliera  l’équation  des  deux 
racines  égales  par  l'équation  des  deux  imaginaires  propre 
à faire  évanouir  le  fécond  terme  du  produit  5 c’eft  a dire  t 
on  multipliera  xx  — xfx  ■+■//=  o,  par  xx  ■+■  ifx  -+-  ff=  o, 

•+-  hh 


& xx  -t-  xfx  -b/F  = o,  par  xx — z fx  ■+ -ff  -x=  o -}  & l’on  aurai 

-f-  h h 

le  produit  x 4 — ijfxx  — xfhhx  -*-f*  = o,  quand  les  deux 
-t-  hhxx  ~+-ffhh 

• racines  égales  feront  politivès:  on  aura  le  produit  jr4 — xffxx 

•4-  hhxx 

«H  xfhhx  •*-/*  = o , quand  les  deux  racines  égales  feront 
+ffhh 

négatives:  & comme  hh  peut  être  moindre  que  iff,  ou  fur- 
paffer  xff,  le  troifiéme  terme  pourra  avoir  -t-  ou  — , félon 
que  l’un  ou  l’autre  arrivera. 

L’équation  generale , lorfquc  les  deux  racines  égales 
feront  politivès,  fera  x 4 pxx  — qx  r = o;  £c  x*  •+•  pxx 

•+■  qx  ■+■  r = o , quand  elles  feront  négatives. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  le* 
termes  côrrelpondans  de  l’équation  generale , & l’on  aura 
les  trois  équations  particulières  qui  luivent  : ite,  — iff  hh 
= ±p i Ze,  z fhh  = qi  -*-ffhh  = r. 

La  première  donnera  hh  =*zp-t-  xff:  fubftituant  cette 
valeur  de  hh  dans  la  troifiéme,  l’on  trouvera  /4  ±.  pff  -t-  z/4 
= r,  qui  fe  réduit  à/*  ±:  — f = o ; & refolvant  cette 

équation  du  fécond  degré  , on  trouvera  ces  deux  valeurs 
deft fijavoir ff  =:?{•+■  , ff*=.  I? { — 

il  y aura  — quand  la  propofée  aura  -t-  pxx  i & il  y aura 

Ü-  \ , quand  la  propofée  aura  — pxx.  

L’on  déduira  de  ces  équations  f—  Vq?  { ± ^1F+Ti 
par  ébnfequent  l’équation  linéaire  x + f=  o , deviendra 
* -*•  ^ •+•  i — V -f  = o. 

Dans  l’ufage , pour  connoître  fi  une  équation  propofée 
contient  deux  racines  égales,  & les  deux  autres  imaginaires. 
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on  remarquera,  i°,  que  quand  le  fécond  terme  eft  évanoûl, 
& qu’il  y a -»-/>,  il  y a des  racines  imaginaires  dans  l’équa- 
* 19.  tion  : * mais  il  y en  peut  auflï  avoir  quoiqu’il  y ait  — pxx. 
ij'  cor.  2,°,  On  fubftituera  les  grandeurs  de  la  propofée  , repre, 
fëntees  par  p,  r,  à leur  place  dans  l’équation  linéaire  x + 
V+{± VT±  -4-  j==  o ; & on  divifcra  la  propofée  par  l’é- 
quation linéaire  qui  viendra  de  la  fubftitution  : fi  la  divifion 
lie  fait  fans  refte , la  propofée  contient  deux  racines  égales 
chacune  à celle  que  contient  l’équation  linéaire,  Sc  les  deux 
autres  font  imaginaires. 

Comme  ce  Problème  eft  facile  à concevoir , il  eft  inutile 
d’en  apporter  ici  des  exemples. 

La  démonftration  eft  la  même  que  celle  don;  on  s’eft 
fervi  pour  démontrer  le  fécond  Problème. 

PROBLEME  V. 

100 . Résoudre  Us  équations  du  quatrième  degré,  c'efl  à dire i 
en  trouver  les  quatre  racines. 

Pour  abréger  le  calcul, on  fuppofera  que  le  fécond  terme 
eft  évanoui. 

L Lorfque  toutes  les  racines  font  commenfurables , 
ou  qu'il  y en  a quelqu'une. 

T.  a méthode  generale  dupremîer  Problème  du  quatrième 
Livre  eft  la  plus  courte  ; c’eft  à dire,  il  faut  divifer  l’équation 
par  l’inconnue  x linéaire  plus  ou  moins  chaque  divileur  du 
dernier  ternie  de  la  propofée  ; & lorfque  la  propofee  aura 
fes  racines  commenlurables , on  les  trouvera  toujours  par 
cette  méthode,  c’eft  à dire,  on  trouvera  toujours  les  équa- 
tions linéaires  de  x ou  — un  divifeur  du  dernier  terme, 
qui  diyifèront  exactement  la  propofée  ; & fi  1 on  ne  trouve 
aucune  de  ces  équations  linéaires  qui  divife  exactement  la. 
propofée,  elle  n’aura  aucune  racine  commenfurable  ; fi  elle 
n’eri  avoit  qu’une  de  commenfurable,  en  divifant  la  pro- 
pofée  par  l’equation  linéaire  qui  contient  cette  racine , ort 
réduirait  la  propofée  à une  équation  du  troifiemc  degré , 
qu’on  refoudroitpar  les  Problèmes  delà  Section  precedente. 
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X>o  R s Qjp’  une  équation  du  quatrième  dçgré  n’a  aucunÇ 
de  fes  racines  commenfurables , on  la  peut  concevoir  com- 
me' compofée  de  deux  équations , dont  chacune  eft  du 
fécond  degré , & fuppofant  que  xx  -+-  fx  •+•  g = o , repre- 
fente l’une  de  ces  deux  équations  > ou  bien  le  coéficient  du 
fécond  terme  reprefenté  par  f,  fera  commenfurable  ; ou 
bien  le  dernier  terme  reprefenté  par  g,  fera  commei\fura- 
ble  j ou  bien  enfin  l’un  & l’autre  feront  incommenfurables. 
On  va  donner  la  méthode  de  trouver  dans  le  premier  cas , 
le  coéficient  reprefenté  par /,&  le  dernier  terme  reprefenté 
pargi  comme  auffi  de  les  trouver  dans  le  fecond  & troi- 
sième cas , quand  les  réduites  où  l’on  arrivera  dans  ces  cas  , 
ne  feront  pas  comprifes  dans  le  cas  irréduétiblc  du  troisième 
degré  ; & l’on  aura  une  des  équations  du  fecond  degré,  dont 
la  propofee  eft  compofée.  La  méthode  qu’on  va  donner , 
fera  trouver  à même  temps  l’autre  équation  du  fecond 
degré,  qui  avec  la  précédente,  compofe  la  propofee.  Il  ne, 
faudra  plus  que  refoudre  chacune  de  ces  équations  du 
fecond  degré  par  le  premier  Problème , & l’on  aura  les 
quatre  racines  de  la  propofee. 


1 1.  Lorfque  le  coéficient  du  fécond  terme  d'une  des  deux  équations 
du  fécond  degré , qui  compofent  la  propofee , efi  commenfurable  , 
ou  du  moins  fa  fécondé  puiffance  j eu  bien  lorfque  le  dernier 
terme  de  la  même  équation  du  fecond  degré  eft  commenfurable. 


Méthode. 


O N fuppofera  que  l’équation  generale  *4  -4 -pxx  ■+•  qx-*-r 
= o,  reprefente  toutes  les  équations  du  quatrième  degré: 
On  SûppoSêra  aufli  que  xx  -t-  fx  ■+•  g = o , reprefente  une 
des  deux  équations  du  fecond  degré  qui  compofent  l’équa- 
tion du  quatrième  degré. 

On  divifera  xA  pxx  -r-  qx  -+-  r = o , par  xx  -+•  fx  ■+■  g 

= o,  & on  continuera  la  divifion  jufqu’à  ce  qu’on  ait  un 

refte  dans  lequel  l’inconnue  x Soit  linéaire.  Le  quotient  fera 

xx  — fx  -r-  p — o j & le  refte  fera  — fx  -t-  tfgx  — pfx 
% 


+ff 

qx  — //g-hgg  — pg  >+■  r.  On  fupofera  chaque  terme  de 

Ff  ij 
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ce  refie  égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  deux  équations 
particulières  qui  fuivent,  qui  ferviront  à déterminer  les  in* 
déterminées  /&  g , 


ire,  — P + i&f+q  = Oi 
— îf 

Ou  bien  en  tranfpofânt , 


g 2 = o, 
— K 


r'*,  p = °- 
ff  -P& 

— r 

On  trouveroit  les  mêmes  équations,  en  fuppofant  les  deux 
équations  indéterminées  du  fécond  degré  **  -t-/*-*-g=o, 
xx ^ + ^=aos&en  comparant , après  les  avoir  mul- 

tipliées , les  termes  du  produit  avec  les  termes  correfpon- 
dans  de’  l’équation  generale  •+■  pxx  qx  r ~ o , on 
auroit  trois  équations  particulières,  par  le  moyen  defquelles 
dégageant  l’indéterminée  hy  on  trouveroit  les  deux  mêmes 
équations  qui  précèdent. 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations,  en  prenant  f pour  l'inconnue,  & on  continuera 
l’operation  jufqu’à  ce  qu’on  trouve  un  refie  dans  lequel  / 
ne  le  trouve  plus:  ce  refie,  qui  ne  contiendra  aucune  autre 
inconnue  que  g,  étant  mis  en  ordre  par  raport  à g,  & fuppofé 
égal  i zéro,  fera  /g'  — ig4 if>rg  — rrgg  — png  r* 

bo.  —m'  . 

Ce  fera  la  réduite  qui  fërvira  à faire  trouver  le  dernier 
terme  g de  l’équation  xx  *+■/#-»- g = o,  lorfqu’il  efl  com- 
menfurable.  On  mettra  à part  le  dernier  divifeur  — ggf 

__  qg  = o,  qui  a fervi  à trouver  la  réduite  ; ou  plutôt  on 
prendra  la  valeur  de  f dans  ce  divifeur,  qui  efl  f~  *]-r, 
& on  la  mettra  à part  : elle  fèrvira  a faire  trouver  A quand 
on  aura  découvert  la  valeur  de  g. 

On  cherchera  de  même  une  réduite  qui  n’ait  point  d au- 
tre inconnue  que/j  & pour  la  trouver,  on  ordonnera  les 
deux  équations p — i gf — f = o,  gff  — gg  — °» 

•*-?/  +P& 

— T 
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par  raport  â l'inconnue  g > & l’on  aura  ces  deux  équations, 
a",  S&—fîg-+-r=  Oi  ifg—P—o. 

—n  —tf 

•+-1 

On  cherchera  le  plus  grand  divilèur  commun  de  ces  deux 
équations  , & on  continuera  l’operation  jufqu’à  ce  qu’on 
/bit  arrivé  à un  refte  qui  ne  contienne  plus  l'indéterminée  g ; 
ce  refte , qui  n'aura  plus  d'autre  inconnue  que  / étant  mis 
en  ordre  par  raport  àf&t  fuppofé  égal  à zéro,  fera/-+-  zpf 
•*-  PPff  — ff  = o.  Ce  fera  la  réduite  qui  ièrvira  à faire 
-Vff 

trouver  le  coéficient  f de  I’equation  xx  fx  g = o , 
lorfqu’il  eft  commenfurable,  ou  du  moins  lorfque  fa  ieconde 
puiflance  ff  eft  commenfurable. 

. On  prendra  la  valeur  de  g dans  le  dernier  divilèur  qui 
i.  donné  la  réduite  pour  refte , qui  eft  îfg  — P — o ; cette 

—ff 


valeur  fera  g = f.'zfpzl , & on  la  mettra  à part,  pour  s'en 
fèrvir  à trouver  la  valeur  de  l’indéterminée  g,  quand  on 
aura  découvert  la  valeur  de  f par  le  moyen  de  la  réduite. 

Ces  deux  réduites  , dont  l’une  des  indéterminées  /ou  g 
eft  l'inconnue , avec  les  valeurs  de  l’autre  indéterminée  f 
ou  g , qui  répondent  à chacune  des  réduites , fêrviront  à 
trouver  la  première  des  deux  équations  du  fécond  degré  , 
dont  une  équation  propolee  du  quatrième  degré , qu’on 
veut  reloudre,  eft  compofée;  & le  quotient  xx  — fx  -*-p 


i=  o , lèrvira  à trouver  l’autre. 


La  manière  de  trouver  les  quatre  racines  d'une  équation 
du  quatrième  degré  far  les  formules  frècedcntes. 

101.  i°.  O N fubftituera  dans  laquelle  on  voudra  des  deux  ré- 
duites, les  valeurs  de  -+-p,  f,  -*-r,  prifes  dans  l’équation 
qu’on  veut  rélbudre,  en  remarquant  que  -r-f  marque  le 
coéficient  du  troifiéme  terme  de  la  propofée,  avec  Ion  ligne 
«+-  ou  — j & ainfi  des  autres. 

i°.  On  divilera  la  nouvelle  réduite  qui  en  relültera  par  g 
4-ou  • — chaque  divifeur  du  dernier  terme , quand  on  fc 

Ff  iij 
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iert  de  la  réduite  où  eft  g ; & alors  il  ne  faut  fe  fèrvir  qué 
des  divilëurs  communs  au  dernier  terme  de  la  réduite,  & 
au  dernier  terme  de  la  propofee  : & fi  c’eft  la  réduite  dont/ 
eft  l’inconnue,  on  la  divifera  par  ff-*-  ou  — chaque  divi- 
feut  du  dernier  terme  de  la  réduite , qui  n’aura  que  deux 
dimenfions  quand  la  propofée  eft  littérale  & homogène. 

Si  les  grandeurs  rcprelentces  par  ff  &i  g de  l’équation 
xx  •+■  fx  •+•  g = o , font  commenfu  râbles , on  trouvera  tou- 
jours une  équation  faite  de  ff,  ou  de  g plus  ou  moins  un 
divifëur  du  dernier  terme  de  la  réduite,  qui  fera  la  divifion 
fans  refte  5 & l’on  aura  par  ce  moyen  une  valeur  de  f ou 
de  g. 

Si  la  nouvelle  réduire  qu’on  trouve,  après  avoir  fubftituc 
dans  la  réduite  dont  / eft  l’inconnue , les  valeurs  de  p,  q,  r, 
étoit  abaifîée  d’un  degré , une  valeur  de  ff  lêroit  zéro. 

3°.  On  fubftituera  la  valeur  de  / ou  de  e , qu’on  vient, 
de  découvrir,  dans  l’équation  de/ ou  de  g linéaire,  mile  à 

Î>arr  ; & les  valeurs  de/8c  de  g étant  ainfi  découvertes , on 
es  fùbftituera  dans  xx  fx  -*-  g = o , & l’on  aura  la  pre- 
mière des  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofënc 
la  propofée  : On  fubftituera  encore  les  valeurs  découvertes 
de/ 8c  de  g,  & celles  de  p,  dans  le  quotient  xx  — fx  -*-/> 


= o,  & l’on  aura  la  féconde  équation  du  fécond  degré  qui 
compofë  la  propofée. 

4°.  Ou  trouvera  les  racines  de  ces  deux  équations  du 
? 76.  fécond  degré , * 8c  l’on  aura  les  quatre  racines  de  la  pro- 
pofée. 

Avertissement. 


103.  O N mettra  ici  avant  les  exemples,  toutes  les  formules  dont 
on  a befôin  pour  les  refbudre. 

. L’équation  generale  eft  x*  ■+■  pxx  -+■  qx  r = o. 

La  première  des  deux  équations  du  fécond  degré  donc 
elle  eft  compofée , eft  xx  •+■/*  -s-  g = o -,  la  féconde  eft  xx 
— fx  +]»  = 0, 

— s 

Tf. 

La  réduite  pour  trouver  /,  ou  ff,  eft  f‘  <+■  tpP  *+-  tPff 

— vff 

— qq—O. 
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Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  dcff&c  de  / par  cette 
réduite , la  formule  pour  trouver  g , eft  g = — 1*. 

•4»  ~ — jf  5 ainfi  rxH-/r  + g = o,  =xx  -t-fx  .+.1L+1. 
— = O i &C  XX  — fx  -*-p  — O , = XX  — fx  -t-  \ -H  £ . 


La  formule  pour  trouver  g,  quand  g eft  commenfurable, 
g—tè--Tg'-*-iprg —ngg—prrg+r' —o.  . 

— Mi 

Quand  on  aura  trouve  la  valeur  de  g par  cette  réduite , 
la  formule  pour  trouver/-,  eft /= -j=4f7 . 

On  remarquera  que  le  calcul  eft  plus  court  en  fë  fèrvant 
de  la  formule  de  la  réduite,  dont/ eft  l’inconnue,  qui  n’eft 
que  du  rroifiéme  degré,  & par  laquelle  on  trouvera  tou- 
jours la  valeur  de  /,  quand  la  grandeur  reprefèntée  par  / 
eft  commenfurable  ; ou  quand  même  f étant  incommenfu- 
rable,  ff  eft  commenfurable;  & que  le  calcul  eft  plus  long 
fi  l’on  le  iêrt  de  la  formule  de  la  réduite,  dont  g eft  l’incon» 
nue , qui  eft  du  fixiéme  degré , & qu'on  ne  peut  refoudre 
que  quand  g eft  commenfurable. 

Exemple  I. 

Pour  trouver  les  quarre  racines  de  l’équation  x* . — tax* 
■+■ 1 aaxx  — xx'x  a*  = o , on  ôtera  d'abord  le  fécond 
— ccxx 


terme  de  cette  équation  , en  ftppofant  x — y 4-  | a -,  & 
fubftituant  la  valeur  de  x dans  la  propofée  , on  aura  y + 
•+•  i aayy  — a y — o,  qui  n’a  pas  de  fécond  terme. 

■ — ccyy  — accy  — ~ aacc 

Afin  que  l’équation  generale  x 4 ■+■  pxx  qx  -+-  r = o > 

reprdénte  cette  équation,  on  fùppofèra  = 

— Jr-acc,  >\aacc,  . \ 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  pf  q,  r,  dans  la  réduite/* 
H- 1 pf*  •+•  ppff  — qq  = oi  & l’on  aura  la  réduite , 

-4 rff 

....  f6  +.  a*f* — <tff — >a‘  t=o. 

— xcef*  —iScc 

— aac* 

On  divifera  ccttc  réduite  par  ff  — aa  — cc= o,(  aa  cf 
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cil  un  divifèur  du  dernier  terme,)  & la  divifion  fe  faifânC 
fans  refte  , on  aura  ff  = aa  -+-  cc  j & f—  V aa  -t-  cc. 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  ff  & de/,  dans  g=zlL  + ± 
— & l’on  trouvera  g ~\aa  -+-{cc  -*~{aa  — {cc 


1 7'aa  - 


aa 


* y ia  cc  X V»»  -+•  CC 


l y 44 


Vaa+~cc.  On  fiibftituera  les  valeurs  de/&  de  g dans  xjc 
-+-/v  -4-  g = o j & on  fubftituera  les  mêmes  valeurs  & celle 
de  p3  dans  xx  — fx-c-p  — o>  où  l’on  fuppofera  que  x repre- 


— S 

+ f!  

fente ^ ; & l’on  aura  yy  y Vaa  -h  rr  •+•  { aa  -4-  - a Vaa  -t-  cc 
= o ; & yy  — y Vaa  -t-  cc  -+-  A </4  — 1 4 V44  -wr  = O : 
ce  font  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofenc 
p*  -t-  { aayy , &c. 


— c(yy 

Enfin  on  trouvera  par  le  premier  Problème  les  racine» 
de  ces  deux  équations  du  ic  degré  , & l’on  aura  les  quatre 
racines  dey*  •+•  {aayy,  &c.  qui  font  la  i",^  =s  — {-  Vau  ■+■  cc 

— CW  

■+-V' — {aa-\~{cc — {aVaa-t-cci  la  i’,y  — — t *^aa *♦* ce 

— V — \aa  •+■  {cc  — {a  Vaa  -t-  cc>  la  3',^  —-*-{>/ a a ■+•  ce 

•+■  V — {aa  {cc  {a  Vga  ■+-  cc  ; la  /f,y  = ■+■  { Vaa  -t-  CC 

— V — {aa-c-{ccar  {aVaa-y-cc. 

Subftituant  les  valeurs  dey  dans  x —y  -+-  {*,  on  aura  les 
quatre  racines  de  la  propofee  : ir%  x = t**  — { Vaa  -t-  ce 
*.V-\aa+{cc—  {aV4a-t.cn  1e,  * — {a  — { Vâa-t-  cc 

— V — {aa  -+-  {cc  — {a  Va*  -*-7Ti  f,  x=  Va* -t-cg 

*■  V — {aa  -t-{cc-+-{a  Vaa  -+-  cci  4”,  x—{a  + { Vaa  -t; cf 
m.  V — } aa  •+■  {cc  •+-  {a  Vaa  -t-  cc.  . 

Exemple  IL 

Poun  trouver  les  racines  de  l’équation  V — 31**  -+-  5* 
h-  ii  = o,  on  fuppofera  + ^ = — = = 

11.  On  fubftituera  les  valeurs  de  p,  r , dans  la  réduite 

dont  / eft  l'inconauc  j & l’on  aura  pour  la  réduite  de  la 

propofee , 


1 
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propofée,/*  — 64/*  •+■  97^*—  rj  = o.  On  divifera  cette 
réduite  par  ff+-  ou  — un  divifeur  exaéf  du  dernier  terme  15, 
& on  trouvera  que  la  divifion  fe  fait  fans  rcfte  par  15 
=0  j d’où  l’on  déduit  ff=*  aj  , & / — J.  Subfticuant  cette 
valeur  de  / dans  g = ■!£•  *4»  •£  — - -$•  « l’on  trouve  g = 

__  J» j-sa—ls-cc  — 4.  Subfticuant  ces  valeurs  de/ 

*c  de  g dans  xx  -*-/x  -*-g  = o , & dans  xx  — /x  -»-/>  = 6, 

*+■  ff 

on  aura  pour  la  première  des  deux  équations  du  fécond 
degré  qui  compofent  la  propofée,  xx  h-  5X  4 a o } & 
pour  la  fécondé  xx  • — jx  — «3  = 0. 

• En  refôlvant  chacune  de  ces  équations , on  trouve  que 
les  quatre  racines  de  la  propofee  font  x = — { ■+•  V*± , 

— x=*+"i-*v*£,  •*  = -*-{  — v'Jr- 

Exemple  III. 


Pou»,  trouver  les  racines  de  x4  — i8xx  ■+•  14X  — 3 ~ o, 
on  fuppofera  -+■  p — — 18,  ■+*£  = -►  14,  -*-r  = — 3. 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  p,  q,  r,  dans  la  réduite  dont  / 
eft  l’inconnue,  & l’on  aura  pour  la  réduite  de  la  propofce, 
f* — 3 é/4  33 Gff — J7 6 =0.  On  divilèra  cette  réduite 

par  ff — ou  ■+•  chaque  divifeur  du  dernier  terme  , &:  l’on 
trouvera  que  // — n = o,  fait  la  divifion  fans  relie  5 d'où 
l’on  déduira  ff=  11 , & /=  Vu.  Subftituant  cette  valeur 
de  / dans  g=4r  ~*~t  — ir  » on  trouvera  g =V  — 


__  ±4_ V 4 _ _ _LA  CV  I_k  .8?  14,4,  

£ Vh 3 xlfw  3 77î*  ^ Tu  j ii  ” ▼ 11^ 

ainfi  g = — 3 — Vit.  Subftituant  les  valeurs  de/&  de£ 

dans  xj:  +/s  -t-g  = o , 8c  dans  xx  — /x  -+- p = g,  l’on 


S 

-*■  ff 

aura  xx -+- xVti — 3 = o,&xx — xVu — 3 =0, 

— V11  -*-Vu 

pour  les  deux  équations  du  fecond  degré  qui  compofent  la 
propofée.  On  en  trouvera  facilement  les  racines  par  le  pre- 
mier Problème.* 

Exemple  IV. 


Pour,  trouver  les  racines  de  x4  •+■  4XX  — 4X  ■+■ 1 y = o, 
on  fuppofera  p = h-  4 , ■+■^  = — 4,  -t-r  = -t-ij.  On 

G g 
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fubftituera  les  valeurs  d cp,q,  r,  dans  la  réduite  dont  l’in- 
connue eft  /,  &c  l’on  aura  la  réduite  de  la  propofée  f‘  -t-  if*. 
— 44 ff—  16  = o : on  divilera  cette  réduite  par  ff—  ou  ■+. 
chaque  divifêur  du  dernier  terme  , & on  trouvera  que  ff 
—4  = 0,  fait  la  divifion  fans  refte*  d’où  l’on  déduira  ff  = 4 
&/=  1.  Subftituant  la  valeur  de  /dans  g =JL+.l 
on  trouvera  g = ^ = y.  Subftituant  les  valeurs 

de  / & de  g dans  xx  -+-  fx  ■+•  g = o , xx  — fx  -1-  p = o , 


—s 

on  aura  xx  ix  ■+■  y = o , « xx  — tx  *4-  j = o.  Ce  font 
les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compolènt  la  pro- 
pofée. On  en  trouvera  facilement  les  racines  par  le  premier 
Problème,* qui  font  toutes  imaginaires. 

La  démonftration  de  ce  cinquième  Problème  a déjà  été 
donnée  dans  la  quatrième  Seélion  du  quatrième  Livre.* 
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Vernonflra- 

' FnUimt, ! IH-  Lorfque  le  Coèficient  repre fente  par  f dans  t équation  xx 
-t-  fx  -+-  g = o,  eW?  dernier  terme  g , font  inçammcnfurablcs. 

IO4. 


- 


V o 1 c 1 une  méthode  pour  refoudre  ce  cas  dans  plufîeurs 
Tencontres  : On  fuppofera  les  deux  équations  du  fécond 
degré , qui  reprefcnrenr  par  leurs  indéterminées  les  deux 
équations  qui  compofenrda  propofée  ; on  les  fuppofera  , 
dis-je,  avec  des incommenfurables  au  fécond  & au  dernier 
terme  j par  exemple,  la  première  fera  xx  — *V/-+-g  =o, 

' ' ' ■ ' âï'ff  * 

,Sc  la  féconde  xx  ■+■  x Vf  -+■  g = o : on  les  multipliera  l’une 
» . ' ± Vf  i • - 

par  l’autre,  & l’on  aura  le  produit  x*  — fxx  5:  ifx  +•  gg  = o. 

-*-tgxx  — ? 

L’équation  generale  fera  x 4 p**  + qx  ±r=  o. 

t r On  comparera  les  ternies  çorrefpondans  de  ces  deux 
équations,  & l’on  aura  les  crois  équations  particulières  qui 
fuivent  .•  1",  — /-+-  ig  •==  />  j d’où  l’on  déduira  g = hP  £t^; 

*\  — i 3%  gg  — /==  — r- 

L’indéterminée  / eft  connue  par  la  fécondé  équation  f 
= | .•  Subftituant  fà  valeur  dans  la  première  , l’on  aura 

..  •-  ■ ' . ■ r • 

L’cquation  xx  — x Vf  •+■  g =>  o,  fera  .vx  — x Vj  q -f  £ 
5F 
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application  de  cette  méthode  à un  exempte. 

Pour,  trouver  les  racines  de  x 4 — 18** ■+■  14*  — 3 = 0, 
on  fuppofora  — p = — 18,  ou  p = 1857=  24 , & _ >;= 
— 3 , ou  t = 3,  On  fubftituera  les  valeurs  de  p,  q,  r,  dans 
les  deux  formules  precedentes,  & l’on  aura  xx  — xVn  — 9 
h-  6 — Vn  = o , c’eft  à dire  xx  — xVn  — 3 =0,  & 

— V'n 

xx  ■+■  — 3 = o.  Ce  font  les  deux  équations  qui  com-> 

- Vir  , • . ’ 

po/cnt  la  propofée  -,  on  en  trouvera  facilement  les  racines 
par  le  premier  Problème.* 

I V.  Lorfque  f & ff  font  incommenfuraSles  dans  t équation 
t i'  ' compofante  xx  -t*  fx  ■+■  g = 0. 

F® J*  Jl  peut  arriver  des  cas  o ù/&//lè  trouveront  incommen- 
furables,  & alors  on  ne  trouvera  pas  d’équation  fimple  de 
ff—ou  -t-  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  réduite  /* 
-*-ï pf*,  &c.  qui  divife  la  réduite  /ans  relie.  Voici  une  mé- 
thode pour  ce  cas  dans  plufieurs  rencontres. 

On  pourra  fuppofcr  que  les  deux  équations  compo/ànfes 
(du  fécond  degré  font  xx  — xj/fa- g —o,&ixx-*-xÿ f 

>4-  g — 0.  Leur  produit  eft  x*  — fxx  ifx  -t-  gg  = o.  j. 

±v//  j*-ïg**  -f 

La  formule  generale  fora  x4  +■  pxx  + qx  ± r = o. 

Les  comparaifons  des  termes  corre/pondans  donneront 
les  équations  fuivantes  : 1",  — /•+-  ig  = + p>  d’où  l’on- 
déduit  g = If  ~p  ■+■  {f-  ic»  1/=  d’où  l'on  déduit  / = ‘ q: 
3 \iZ-f  = ±r. 

On  déduira  de  la  première  & de  la  fécondé  g — + 

4-  ^ ‘t-  Sub/lituant  ces  valeurs  de  / 8c  de  g dans  les  deux 
équations  compoiantes , la  première  fera  xx  — x yj  £ q Ijî 
h- x f ^ ^ t ? = o 3 & la  fécondé,,  x* -t*  x ÿ ÿ f p 


Analyse  d b ifr  o n t r e'  b. 

On  appliquera  ces  formules  aux  exemples , comme  oa  l'a 
fait  dans  le  cas  préccdenc. 

R E M A X Q._ü  E. 

O n pourra  diftinguer  quelles  lonc  les  équarions  du  qua- 
trième degré  qu’on  pourra  refoudre  parla  méthode  du  j* 
& 4e  art.  qui  precedent,  en  fubflituant  les  valeurs  de/&  deg 
dans  la  troifiéme  équation  particulière  gg— /=;£/>  j car 
l’on  aura  \pp  + \pq  ■+■  frM  — i q — ± ri  ainfi  les  équa- 
tions dans  lefquelles  la  quantité  \pp  + \pq  •+•  f^qq  — J- qt 
ne  fera  pas  égale  au  dernier  terme  reprelénté  par  r,  ne  pour- 
ront fe  refoudre  par  ces  méthodes. 

Méthode  pour  trouver  les  deux  équations  du  fécond  deyrè  , dont 
une  équation  du  quatrième  ejl  compofee } dans  Us  car  où  fe 
fervant  de  la  réduite  dont  f efl  l'inconnue , il  arrive  que  la 
grandeur  reprefentée  par  ff  ejl  incommenjùrahle. 

10 6-  Qu  and  aucune  équation  fimple  de  ff  — ou  -+•  un  des 
divilèurs  du  dernier  terme  de  la  réduite/*  -+•  i/>/4,  &c.  rié 
divife  la  réduite  /ans  relie,  dans  ce  cas //efl:  incommenfu. 
rable.  Pour  réiôudre  dans  ce  cas  la  réduite/4  -+-  tpP-*-  ppff 

-Vff 

— qq  = o,  tirée  de  l’équation  generale  x*  -+-  pxx  ■+•  qx  -+-  r 
=;  o,  on  ôtera  le  fécond  terme  de  la  réduite,  en  fuppofant 
ff  =~ y — \p  i & après  avoir  lûbftitué  y — jp  à la  place 
de //dans  la  réduite,  on  aura  la  transformée  de  la  réduite 
f'  7~  \PPy  ~"ê~y  — ° » <l.u‘  na  Pas  ^cond  terme.  , 
— 4 ry  -+-|  pr 

— — qg^  . . 

On  fubftituera.  les  valeurs  de  p,  q , r,  prilês  dans  l’équation 
qu’on  voudra  réfoudre , Sc  où  l’on  aura  trouvé  que  ff  efl: 
incommenfurable  $ on  les  lïihftituera,  dis -je,  ces  valeurs 
dans  la  transformée  de  la- réduire  qu’en  vienr  de  trouver  j 
& on  relbudta  l’équation  transformée  par  les  méthodes  du 
troifiéme  degré  ; 6c  quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y, 
on  la  fùbilituera  dans  ff~y  — \p , & l'on  aura  *a  va^e^î 
de  ff:  on  trouvera  enfoire  celle  deg  = ^-v  -£  —4r'  aPre* 
çela  on  trouvera  les  deux  équations  du  fécond  degre  qui 
compoléntla  propoféc,& on  aura  par  leur  moyen  lesquatr® 
racines;  de  la  propofée. 
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Exemple. 

Pou*,  trouver  les  racines  de  x4  — joxx  toox  — ioé 
= o,  on  fuppofera,  afin  que  l'équation  generale  V -4-  pxx 
qx  •+■  t = o j reprefente  la  propofce , que  -*-/>  — — jo, 
h-  q = -4-  100 , r ■=  — 100  5 mettant  ces  valeurs  de  />, 
q,  r>  dans  la  formule  de  la  réduite  f*  ■+-  ipf',  fie c.  la  réduite 
de  la  propofée  fera  — ioo/+  1900 /f — ioooo  = 0» 

ou  plutôt  on  fubftituera  les  valeurs  de^ , q , r,  immédiate- 
ment dans  la  transformée  de  la  réduite  y — \ppy  — w? 

— 4 >7-  «~\fr 
— ^ » 

ris  o ; 2c  l’on  aura / = o-,  fie  l'équation 

ff=xzy ip,  fera  ff*ày  •+•  On  ôtera  les  fractions  de 

y Jiooy  + MOOOO  Q } cn  fuppofaOt  3/  = ÔC>^  = f » 

& l'on  aura  t*  — 3900^. -h  340000  ==  o.  On  trouvera  la 
valeur  de  en  refolvant  cette  équation  du  troifiéme  degré  o - 
par  la  fécondé  méthode  generale  4c  Ton  trouvera  *>4- 

ÿ _ I^OOOO  — Vl6  7O3OOOOOO  -+-  y / — I7OOOO  •+■  V167O3OOOOOO  j 

on  fubftituera  cette  valeur  de dans/— f,  fie  l'on  aura/ = |x 
y _ 170000  — ^16703000000  -♦•■j-  y'  — 170000 1- Vi6703oooooô"j 
on  fubftiraera  cette  valeur  de  y dans  & i’od 

aura  ff  = ^ 7 y/  — f7P°°° — V 16703000000  -t-f 4 

y 170000  -4-  ^16703000000  j d'où  l’on  déduira  / = 

122  | y — 170000,  &c.  On  fubftituera  les  valeurs  de  f 

fie  de  /T dans  g=  h-  jp  -j-  j/T— .yji^l'on  aura  g ÿ=.  *-_af 
^1.^123  -f-  i y — 170000 , .&e.  On  febftieuera  les  valeurs 
de  f fie  de  g,  qu’on  vient  de  découvrir,  dans  xx^-fx  -4-.  g 

e=  o , Sc  dans  xx  — fx  -4-  / — o \ 6c  l’on  aura  les  deux 

• r :.r  'Çj  .t.'  ;>  :!'»  ir  r J ». 

; I ; - v.-;:  Xi  4'.;  irtv  rh  t «-’•  ■ t 

équations  dü  fécond  degré  qui.cdmpo/ënt  la  propofée. 

On  trouvera  enfin  les  racines  de  chacune  de  ces  deux 
équations  du  fécond  degrés  fiç,  l’On  aura  les  quatre  «cinef  * 7t. 

de  1»  propofée.;;:; -:V. Wu 


G g jjj 
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ujl  Analyse  " ï)  e ü o n t r e'e. 

R.  E M A R Q^U  E S. 

107.  Quand  Ifs" trois  racines  cjè  la  réduite, ou,  ce  qui  revient 
à la  même  chofé  , 'de  la. transformée  de  la  réduite,  font 
réelles  & incommenfurablës  , on  ne  peut  en  trouver  la 
valeur  qu’avec  des  expreflions  imaginaires  qu’on  ne  fçauroit 
ôrer,&  les  équations  du  quatrième  degré  renferment  alors 
le  cas  irrcduiSîble  du  troi(iéme‘dçgré. 

Pour  diftiriguër  les  cas  du  quatrième  degré  où  cela  peut 
arriver,  il  faut  remarquer  quë  les  quatre  racines  du  4e  degré 
peuvent  être  ou  bien  toutes  réelles  , ou  bien  deux  réelles 
& deux  imaginaires,  ou  bien  enfin  toutes  imaginaires. 

• Pour  déterminer  ce  qui  regarde  ees-trçis  cas , il  faut  pren- 
dre des  équations  fmnplts  dontles  indéterminées  expriment 
les  raports  des  quatre  racines  dans  chacun  de  ces  cas. 


Premier  cas  où  les  quatre  racines  font  réelles. 


x*  — ux  ■ 


ZïXrhfi  = 

u 


o : celle  qui  eft  compofée  des  deux  autres 

1 “ Y * - / , . • . 

s o I le  îpçodwitiieçes  deux  épations,  qui 


^ — 1 i 

cft  celùi  d'ci  quatre  Chipies , ëit  — îiïxx  — tikkx  *+-  i* 

s_-“. Us  u- SI  ...... . — khex  •+-aillx  ~r-ii£k 

\o!>  «uul.'.v  »I  tv'J  ~ < ) 

: ce-pthdulf  élfî’équâtlon  irtdBrcrmmcë  qui  exprimé 
les  report!  des  .quatre  ratifies  de  toute  équation  du  4e  degré, 
lorfqu’elles  fonç  toutes. réelles .,.  & que  le  fécond  terme  en 
eft  évanoui  : Et  comme  les  équations  du  4e  degré , dont  le 
fecond’têrme  eft  évanoui  ,&  dont  les  quatre  racines  font 
réelles , doivent  avoir  des  racines  négatives  & pofirives  r 
i°,  s’il  y en  a deujcpofitives  & deux  négative*,  i furpalïera  le, 
& i furpaflèra  aùlu  1.  P.  S’il  y en  a trois  pofirives  & une 
négative,  i furpaflèra  k>  mais  / furpaflèra  /.  30.  S’il  y en  a 
trois  négatives  & une  pofitivC,  k fiirpàîflera  /,  & / furpaflèra  t. 

Il  eft  évident  par  cette  équation  indéterminée,  que  quand, 
les  quatre  jaciqp  font  réelles, le  troiûéme  terme  a toujours 
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le  ligne  — 5 ainli  les  équations  où  il  a le  ligne  4» , ont 
neceftàirement  des  racines  imaginaires  -}  ce  que  l’on  a déjà 
démontré  dans  le  troiiicme  Livre.*-  * 19. 

On  fuppofera  que  cette  équation  indéterminée  eft  la  u' 
meme  que  l’équation  generale  x*  fxx  qx  •+•  r = 0 } 

' ainli  h-  f ==  — z«  — kk  — Il y ■+•  q — — ukk  iilly 
»*.  r — ■+•  i 4 — üLl  — - «7/  -4-  kkll. 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  p,  q , r,  dans  la  réduite 
f*  ■+•  ipf* , Ôcc.  & l’on  aura  pour  la  réduite  de  l’équation 
indéterminée,  qui  reprelènte  les  raports  des  racines , l’équa- 
tion fuivante  fs  — 4 «/*  8 Ukkff — 4; ak*  = o. 

• 1 _ ikkp  -4  liillff  + % u kkll 

y — 2///V.H-'  lèff  —41/7*  : 

— ikkllff 
+ l'ff 

On  fera  ces  remarques  lùr  cette  réduite  : 1®.  Elle  peut 
êtredivilêé  éxaétément  par  chacune  de  ces  trois  équations 
Amples  ff  — 4 ii  = o, -ff  — kk — îkl  — - Il  =0 , ff — kk 
ikl  — //  = o • par  conlêquent  toutes  les  racines  de  la 
réduite  font  réelles , $c  même  pofitives,  quand  toutes  celles 
de  la  propofée  font  réelles.  i°.  Le  fécond  terme  de  la  ré- 
duite a toujours  le  ligne  — . 30.  Le  troiliéme  terme  de  la 
réduite  a toujours  le  ligne  -+-  ( car  -t-  8 iikk  <4  8//71  font  des 
grandeurs  pofitives , & -h  kl  — ikkUa-  l*i  eft  le  quarré  de 
kk  — //,  qui  eft  par  conlêquent  pofïtif.  , 


Second  cm  lorfque  deux  racines  font  réelles , & deux  imaginaires. 

ÏO9.  L e s. quatre  équations  fimples  qui  repréfentent  les  raporn 
des  racines , feront  x — i — k_=  o,  x — ; -s-  < = o,  x ■+•  i 
— V — //  = o,  x ■+•  i <*•  V — ll  = o.  *:•  ■ . . • 

Le  produit  des  deux  premières  eft  xx  — 1 ix  h-  ii  = o, 

s • r y — kk 


Le  produit  des  deux  imaginaires  eft  xx  •+■  1 ix  -4  ii  = 

~*V.  *t,  ' *<*  t"**  tt 

Le  produit  des  quatre  eft  x*  — liixx  — ukk  x -t-  i*  = 

— kkxx  — litlx  — iikk 


o. 

o.  • 


r;  i';  j ■.  i.js  ■ -r-Uxx  i *+-  r//7  , 


..  . —kktl 

Ce  produit  eft  l'équation  qui  exprime  les  raports  des  quatre 
racines  de  toute  équation  du  4'  degré , dont  deux  racine* 
font  réelles , 6c  deux  imaginaires. 
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Pour  trouver  la  réduite  de  cette  équation,  on  fuppoferi 
qu’elle  eft  la  même  que  x*  -+-  pxx  -*-qx-+r~  o j ainfi  p 

— __  ut  — kk-k-ll , ■+•  q =»  — tikX — h-  r = i* 

.+.  ////  — On  fubftituera  ces  valeurs  de  /,  r, 

dans  la  réduite  f*  -+■  rfp , &c.  & l’on  aura 

f*  — 4 iif*  -v-  8 iikkff  — 4 iik*  = o, 

— ikkf'—%iillff  + îiikkU 
+ xllp  + k*fT  — 

•+■  aAUÿf* 

+ ïff 

On  remarquera  lôr  cette  réduite , qu’elle  peut  être  exa&e. 
ment  divifee  par  chacune  des  trois  équations  (impies  ff 
_ 4//  = o,  ff  — kk  + U — V — qMÏÏ=  o ,ff—  kk  + U 
.+.  V — efkll  = o 5 par  confequent  quand  une  équation  du 
quatrième  degré,  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  a deux 
racines  réelles  & deux  imaginaires , fa  réduite  a une  racinç 
réelle , & deux  racines  imaginaires. 

Troijtme  cas  torfjue  les  quatre  ratines  font  imaginaires. 

Il °.  L es  quatre  équations  (impies  qui  expriment  par  leurs 
' indéterminées  les  raporîs  des  quatre  racines  des  équations 
du  4 degré , qui  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires , & le 
fécond  terme  évanoui , font  x — i — V.  — o,  x — i 

h-  V — kf  = o,  *-*»*  — V — Il o , x ~*-i  -t-V  — U 
=3  o : Le  produit  des  deux  premières  eft  xx  — zix  si  = oj 

* • -+-kL 

celui  des  deux  autres  eft  xx  -*  tix  -+•  « =»  o : Le  produit 

**U., 

des  quatre  eft  x 4 — . ziixx  *+•  zifkjt  •+•  i*  *=  o. 

.+.  kkxx  liîlx  ükk. 

-+-  llxx  •+■  iiU 

» -.a  vv  ' n. kk.lt 

Et  Pon  remarquera  que  dans  toute  équation  du  4'  degrc, 
dont  les  quatre  racines  font  imaginaires,  & le  (êcond  terme 
évanoui,  le  dernier  terme  a toujours  le  (igné 
Pour  trouver  la  réduite  de  cette  équation,  on  la  fuppo- 
fora  la  même  que  x*  ■+•  fxx  ■+•  qx  -+-  r = o 5 ainfi  -*-  f = 

— zil  or  fcj-  -h  U,  q = -t-  likf — - tiïï  , ■+■  r = a-  i*  iikX 
4-  iill  -+•  kfll.  On  fubftituera  les  valeurs  de  /,  q,  r,  dans  la  ré- 

• ■ . -'duite 
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L I V R E V.  14» 

duite  f‘  ■+■  ipf\ Sec.  & l’on  aura  f*  — 4 iif  — 8 iikkff—  4//^*  = o. 

•+■  ikkf*  — ililiff  ■+■  8 iikkjl 
"t-  z/7/*  * //f  - 4/;/* 

- xW 

+ l'ff 

On  remarquera  fur  cette  réduite , i°,  qu’elle  peut  être 
exactement  dmfée  par  chacune  de  ces  trois  équations  (im- 
pies ff  — 4»'/  = o,  //•+■  kk-o-  •*-  Il  — o,  ff  <k  — ikj 
►+•  //  = o ; par  confequcnc  la  réduite  de  toute  équation  du 
quatrième  degré,  dont  les  quatre  racines  font  imaginaires, 
&le(ccond  terme  évanoui,  a fes  trois  racines  réelles. 

z°.  Quand  le  (ccond  terme  de  la  réduite  a le  (igné  — , 
c’eft  à dire,  quand  41/  furpaflè  z^/-+- z//,  il  eft  évident  que 
le  troifiéme  terme  de  la  réduite  a auffi  le  ligne  — , car  ik 
Il  furpaflè  kk — U’>  ainfi  multipliant  kk-*’  M par  — 8//  j 
qui  furpaflè  U — Il , £c  multipliant  kk* — U par  kk — U,  le 
premier  produit  — 8 ttkk  — 8//V7  furpallera  le  lècond  k 
— ikkH  ■+■  l *■ 

Marques  certaines  pour  diftinquer  les  cas  où  les  équations  du  4e 
degré , dont  le  fécond  terne  ejl  évanoui , ont  toutes  leurs  racines 
réelles  h les  cas  où  elles  en  ont  deux  imaginaires  J ceux  où  Us 
quatre  font  imaginaires  i cr  enfin  les  tas  où  on  peut  les  r foudre. 

T l fuie  de  ces  remarques,  i°,  que  quand  le  troifiéme  terme 
d’une  équation  du  4e  degré , dont  le  fécond  terme  eft  éva- 
noui, a le  ligne  -t-,  il  y a des  racines  imaginaires  ,*  & fi  à * 10?; 
même  temps  les  racines  de  fa  réduite  font  toutes  réelles;  & ig. 

( ce  que  l’on  connoîtra  en  faifanc  évanouir  le  lecond  terme  c”‘ 
de  la  réduite  ; car  fi  le  cube  du  tierf  du  coéficient  du  troi- 
fiéme terme  de  la  transformée  de  la  réduite  , furpaflè  le 
quarré  de  la  moitié  de  fon  dernier  terme,  ou  lui  eft  égal, 
les  trois  racines  de  la  réduite  lèront  réelles.  * ) Alors  les  * 8t.S*. 

3uatre  racines  font  imaginaires  * } car  s’il  rfy  avoir  que  * iI0. 

eux  imaginaires  dans  la  propolée  , deux  racines  de  la  ré- 
duite (èroient  imaginaires  * * 109, 

De  plus  , quand  le  fécond  terme  de  la  réduite  d’une 
équation  du  4e  degré , dont  le  (ècond  terme  eft  évanoui , a 
Je  figne  — , & que  le  troifiéme  terme  de  la  même  réduite  a 
encore  le  figne  — , les  quatre  racines  de  l’équation  font 
imaginaires.*.  H U 
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Quand  on  a donc  l’une  ou  l’autre  de  ces  deyx  marque»; 
l’équation  eft  réfolue  ; car  on  fçait  que  le  Problème  ren- 
ferme contradiction , 8c  ne  peut  avoir  aucune  réfolution 
réelle. 

i°.  Quand  le  troifiéme  terme  d’une  équation  du  4e  degré, 
dont  le  l'econd  terme  eft  évanoui , a le  ligne  •+• , 8c  que  le 
dernier  terme  a le  ligne  — , il  eft  certain  qu’il  y a deux 
racines  imaginaires , 8c  deux  racines  réelles , car  le  dernier 

* no.  terme  auroit  -1-  s’il  y avoit  quatre  imaginaires.* 

Quand  le  troifiéme  terme  d’une  équation  du  4'  degré  -, 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  a le  figne  — , 8c  qu’en 
même  temps  la  réduite  de  cette  équation  a une  racine 
réelle,  8c  deux  racines  imaginaires,  il  eft  certain  que  l’équa. 

*ioj.  tion  a deux  racines  imaginaires,  8c  deux  racines  réelles.* 
Or  on  connoîtra  que  la  réduite  aura  une  racine  réelle  8c 
deux  imaginaires , en  failant  évanouir  le  fecond  terme  de 
la  réduite,  car  fi  le  cube  du  tiers  du  coéficient  du  troifiéme 
terme  de  la  transformée  de  la  réduite  eft  moindre  que  le 

* 83.  quarré  de  la  moitié  deîon  dernier  terme,* il  eft  certain  que 

la  transformée  aura  une  racine  réelle  8c  deux  imaginaires  j 
par  confequent  la  réduite  aulli  ; d’où  il  fuivra  que  l’équa- 
tion propofée  aura  deux  racines  réelles  8c  deux  imagi- 
naires. 

On  peut  toujours  refbudre  l’équation  du  4'  degré , lorf- 
qu’elle  a deux  racines  réelles  8c  deux  imaginaires,  parla 

* 106.  leconde  méthode  ci-defllis,*  8c  parla  fécondé  méthode 

* ft.  generale  du  troifiéme  Problème.  * 

30.  Quand  une  équation  du  4e  degré,  dont  le  fecond 
terme  eft  évanoui , a le  figne . — au  troifiéme  terme , 8c  que 
le  fecond  terme  de  fa  réduite  a aulïï  le  figne  — , 8c  le  troi- 
fiéme  terme  de  fa  môme  réduite  a le  figne  -t-,  8c  que  de 
plus  les  trois  racines  de  la  réduite  font  réelles , il  eft  cer- 

*108.  tain  que  les  quatre  racines  de  l’équation  font  réelles.* 
On  connoîtra  que  les  trois  racines  de  la  réduite  font  réel- 
les, en  faifant  évanouir  le  fecond  terme  de  cette  réduite- 
car  fi  le  cube  du  tiers  du  coéficient  du  troifiéme  terme  de 
la  transformée  de  cette  réduite  , forpaflè  le  quarré  de  la 
moitié  du  dernier  terme  de  la  même  transformée , ou  lui 
eft  égal , il  eft  certaia  que  les  trois  racines  de  cette  tratj$» 

* 81.  formée,  8c  par  confequent  de  la  réduite , font  réelles,* 

#fr  — . - ...  : 
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f Dans  ce  cas  fi  les  racines  de  la  transformée  de  la  réduire 
Jonc  commenfurables  j ou  du  moins  quelqu’une,  on  peuc 
toujours  trouver  les  quatre  racines  de  l’équation  par  les 
méthodes  du  Problème  precedent.  Mais  fi  toutes  les  raci- 
nes de  cette  transformée  de  la  réduite  font  incommenfura- 
bles , la  rélolution  de  la  réduite  de  l’équation  renferme 
alors  le  cas  irrédu&ible  du  troifiéme  degré.*  * *90. 

1 PROBLÈME  VL 

M1,  T ROVVER  les  quatre  racines  d'une  équation  du  f degré , 
fans  en  faire  évanouir  le  fécond  terme. 

On  fûppofê  que  l’équation  generale  du  quatrième  degré 
cft  x 4 -+-  nxi  fxx  *+■  qx  ■+•  r = O. 

PREMIERE  METHODE. 

O n fuppofera  cjue  les  deux  équations  du  fécond  degré , 
qui  compolènt  l’equation  du  4'  degré , font  reprefêntées 
par' les  deux  équations  indéterminées  xx-t-fx  -4- h — o. 

1 

XX  -+■  JX  + » = (), 

— gx  — i 

Leur  produit  eft  X*  -s*  ifx ’ h-  ffxx  ifhx  -t-  hh  = o. 

■ — ggxx  — îgix  — ii 

-r-  îhxx 

On  comparera  les  termes  de  ce  produit,  excepté  le  premier, 
avec  les  termes  correfpondans  de  l’équation  generale , & 
l’on  aura  les  quatre  équations  particulières  qui  luivent,  donc 
on  fë  fervira  pour  déterminer  les  indéterminées , & l’on 
confervera  l’indéterminée  h pour  en  faire  l’inconnue  de  la 
réduite  : 1",  ■+■»  — h-  i/j  1%  ■+■  f^=-±-ff — gg  ■+■  xh\ 

3',  -+•  q ==  ■+■  1 fh  — îp  j 4 \ r = hb  — « ; On  aura 

parla  première /=>£ , &cff=s-~i  on  fubftituera  la  valeur 
deff dans  la  (ècondc,  & l’on  aura  gg  = -4-  xh — & 

g = y/tf. i}j  — p.  On  fubftituera  les  valeurs  de  fSc  de  g 
flans  la  troifiéme,  & l’on  aura  q^nb  — • xi  V~  -y-  zh — pi 
d’où  l’on  déduira  /= & a =!2»=J”1>±J3 

tyjp.+.j,—,*  — 4?  i 

pn  fubftituera  cette  valeur  de  ii  dans  la  quatrième  équation, 

& l’on  aura  + r = kh  — ’ On  mettra  cette 

H h i j 


Digitized  by  Google 


' Analyse  dem0Nth.ee 

L44ti0„  eeorire  par  rapor.  i K-connu.  *,«*•  mn 

4 8/y  — 4?^  ■4_  A w — °‘ 

— 8 rh  —nnr 

' ”4”  4 -PT  « 

deg^Insfor4 

. « « Teklrle  premiet 

terme  n’ait  pas  d’autre  coeficient  que  1 unité  ) dans  le# 
On  fubftituera  enfuite  les  valeurs  dc  f’  ?'  / ’ h _ 0 
deux  équations  xx+fx  + h = o,  **^1* 

biffant  h au  lieu  de  Z fje^r'pour  abréger  le  calcul , & l’on 

' aura  ces  deux  équations  du  fécond  degré  , 

xx+-\nx  + h * =o, 

b/>  — g 


; — Ÿ 


« ■+•  y «*  ■*"  h , 

— xy/>inn-+-ih—f  —■  nh  +q_ 


th — ■ , 


= O. 


1 y/^nn^xh  — /> 

On  refondra  enfuite  chacune  de  ces  équations  du  fécond 

les  expriment  d'une  maniéré  generale.  . 

Comme  il  eft  plus  commode  de  trouver  t u P g 

réduite  dont  b eft  l’inconnue,  qui  n’aitauprem  e ^ 

l'unité  pour  cocfioenr . .a  lira  de 

tions  indéterminées  xx -t-/x -t- h — o,  xx  f 

-p-  gx  ■+■  t — S*  * 

on  fuppofera  celles  - ci  xx  •+•  \nx  ■+■  \ h = o , 

•*-&*  ’+'  TT 
xx  \nx  •+•  \ b — 0 » 

où  il  n’y  a que  trois  indéterminées  g,  b,  ».  On  fuppofera 
que  leur  produit  x4  -t-  »*’  •+-  * «»**  ~*-{rihX  \hh  = o » 

— ggxx  ” ix  — ■+« 

- " ' •+■  bxx 

eft  la  même  équation  que  X4  -t-  vx'  -4-  £*x  -P-  f x ■+■  r ==  ° S 
ainfi  chaque  terme  du  produit  eft  égal  au  terme  correipon» 
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<Jant  de  l’équation  generale  s ce  qui  donne  trois  équations  , 
parceque  le  premier  & le  fécond  terme  n’en  donnent  pas  : 
l",  p = \nn  — gg  h » i*i  + q =f+-  \ nh  — ii  jc,  •+■  t 
+ — jfor.  La  première  donne  gg  = ^ m ■+-  h — p, 

6c  g = V\nn  -t-  b — p : la  fécondé  donne  i =\nh  — 4, 
6c  ii  — ‘ rmbh  — nqh  -+-  qq.  On  fubftituera  les  valeurs  de  gg 
6c  de  « dans  la  troifiéme  équation  , 8c  l’on  aura  •+•  r = | hb 
\ n*hh  — . on  ordonnera  cette  équation  par  ra- 

nn  -t-  4<i  — 4 1 

port  à l’inconnue  h , & l’on  aura  h'  — fhh  -+>  nqh  — fy  = oj 
r — 4 rh  — nnr 

A-pr 

c’eft  la  réduite  de  l’équation  ; elle  n'eft  que  du  troifiéme 
degré,  8c  fon  premier  terme  n’a  que  l’unité  pour  coéficient. 

On  trouvera  la  valeur  de  h par  le  moyen  de  cette  réduite, 
en  fe  fervant  des  méthodes  du  troifiéme  degré  ; on  fubfti- 
tuera enfuite  les  valeurs  de  h,  g,i,  dans  les  deux  équations 
indéterminées  xx  -t-  ~ nx  - h — o,  xx  -t-  { nx  ■+■  { h = o. 


~*~&x  ~iT  Ve  « 

laiflant  h au  lieu  de  là  valeur,  pour  abréger  le  calcul  * & l’on 
aura  ces  deux  équations  : 

xx -<r\nx -*-jb  

1”,  ■+•  x V-nn-i-  h- — p -*-~nb  — q * 

iVinn-*-  b — p 


Application  de  cette  méthode  à un  exemple. 

Pour  réduire  cette  méthode  en  pratique,  quand  on  aura 
une  équation  à réfoudre , par  exemple,  x*  — 3 iax'  -*•  xaaxx 

— ce  xx 

— la'x  ■+•  a*  = o , on  fuppofera  que  cette  équation  eft 
reprefentée  par  l’équation  generale  x'  ■+•  nx*  •+■  pxx  qx 
«*-  r = o ; ainfi  -4-  » = — 1 a , -*-p  — +•  xaa  — cc , -+-  q 
. — ia\ -*-r  — + a*.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  »,  />,  q,  r , 
dans  la  réduite  h ’ — fhh  •+*  nqh  — qq  = o , & l’on  aura 

- — 4 rh  — nnr 

«*4 f>r  H h üj 
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On  n»*.  .a 


On  trouvera  la  valeur - " - A‘__  ou  un  6m- 

chant  fi  elle  ne  peut  point  dm  p trouvera  .elle  fc 
fcur  du  dernier  terme  — _ 0 ainfi  A = w* 

peut  exaftement  divifer  p , ^ chacune  des  deux 

î>n  fubftituera  cette  valeur  de  dans  , fcc 

équations  du  fécond  degre  xx^ 

le  l’on  aura  pour  la  première  xx  -- 


• aa 


le  pour  la  fécondé , -xx  —■  ** 


* yf. 


i vtÀ 

.i»x  î , 

1 Vfw»  — 

BX  •♦“1^ 

— *✓}»»»«*•  A r“>  • — \nh-+-  4 
i V % nn  ' 


l’une  par  l’autre,  & mettre  dans  le  dernier  P 

duit  la  grandeur  +r,  à la  place  de  la  grandeur  - Ahb 
_ ; qui  lui  eft  égale  , & le  produit  fera 

‘ H»  -V*  4^  4p  n . fjn  j 

l’équation  generale  x4  «x5  -f  fxx  ■+■  2*  ■+■  r ’ r 
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eonfequent  les  deux  équations  precedentes , font  les  deuç 
équations  du  fécond  degré,  dont  l’équation  x4  •+•  nx] , Si*, 
eft  compofée. 

Remarque. 

O N peut  toujours  refoudre  les  équations  du  quatrième 
degré  par  cette  méthode , lorfque  la  valeur  de  h dans  leur 
réduite  eft  commenforable , & lorfqu’étant  incommenfu- 
rable,  après  avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme  de  la  rédui- 
re , le  cube  du  tiers  du  coéficient  du  troifiéme  terme  de  la 
transformée  qui  en  viendra , fora  moindre  que  le  quarré  de 
la  moitié  du  dernier  terme  de  la  même  transformée  : Mais 
lorfque  ce  cube  furpaflera  ce  quarré , & que  la  valeur  de  h 
fora  incommenfurable,  la  réfolution  renfermera  le  cas  irréi 
dudible  du  troifiéme  degré. 

Cette  remarque  forvira  pour  la  méthode  fuivante. 

Seconde  Méthode. 

O n fuppofera  que  l’équation  generale  du  quatrième  degré 
eft  x4  nx’  -4-  pxx  -4-  qx  r — o , & on  la  difpofora  ainfi, 
x*  nx'  -+-  pxx  — — qx  — r. 

i°.  Il  faut  faire  en  forte  que  le  premier  membre  devienne 
un  quarré  parfait , en  confervant  cependant  l’égalité  entre 
les  deux  membres , ce  qu’on  pourra  faire  en  introduifan» 
une  indéterminée  h.  • 

On  fuppofera  que  la  racine  du  quarré  parfait,  qui  fera  le 
premier  membre  de  l’équation , eft  xx  •+•*-£  sx  ■+•  \p 
dont  le  quarré  eft  x4  ■+■  »x’  ■+•  pxx  •+-  -npx  -4-  ~pp 

»4-  1 bxx  nbx  ■+■  ph 
\ rmxx  -4-  hh 

Afin  que  ce  quarré  foit  égal  au  focond  membre,  il  faut  ajou. 
ter  au  focond  membre  les  quantités  •+■  -ihxx  -4-  - npx  -4 -\pp 

«+>  inxx  nbx  .4-  ph 
■4  ' -4 -hh, 

& l’on  aura  l’équation  x4  ex’  ■+■  pxx  -4-  \ npx  ~pp 

-4-  ihxx  *4-  nbx  -+■  ph 
*4-  x rmxx  -4-  hh 

x=  ihxx  **.\npx- }pp;  ou  bien  en  tirant  la  racine  quarré? 
*4-  ~ nnxx  -4-  nhx  -4-  ph 
— - ■+•  hh 

: — T 
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de  chaque  membre  xx4-{  nx-*-\p  — V-+-  ibxx 

. ' ' 4.  h 4-  \ »»■**  4-  nhx  H-  fh 

• — p -+-  hh 


a*.  II  faut  maintenant  faire  en  forte  que  le  fécond  mem- 
bre devienne  aufli  un  quarré  parfait,  de  maniéré  pourtant 
que  ce  quarré  foit  égal  au  fécond  membre , & par  confe- 
quent  au  premier,  &:  qu’il  contienne  les  grandeurs  du  fécond 
membre  où  fe  trouve  x , afin  qu’elles  fe  détruifent,  & qu’il 
ne  refie  d’inconnue  que  l’indéterminée  b. 

Pour  le  faire , on  fuppofèra  que  la  racine  de  ce  quarré 

parfait  égal  au  ae  membre,  eft  x </-'-»«  4-  zh  • 1 f~*~  1 

donc  le  quarré  efl  ~*nxx 


thxx 


•\ntx 

- nhx 

— V 


”+■  4»"«* 

■4-  nnfh 
-4-  nabb 

— nM 

— V‘jh 


■ ib 


On  pourra  füppofer  ce  quarré  égal  au  fécond  membre , i 
caufe  de  l’mdeterminée  h}  à laquelle  on  peut  concevoir  une 
valeur  propre  à les  rendre  égaux;  on  aura  donc  cette  équa- 
tion 4-  \ w>**  4-  {xpx  4-  \nmfp  = ^ nnxx  •+■  { *f*  4-  Jf 


• ihxx 


• nhx 

— î* 


• nnpb 
nnhh 

— 

— znejh 


• i hxx 


-4-  nhx 

~ a* 


•4* 
— r 


laquelle  fe  réduit  à »»w>  h-  mpb  4-  -J  =**+  4-  # 

— X»qh  — npf  — ' 

-Mî 

' ' »»  4-  S* 


Cette  équation  étant  mife  en  ordre  par  raport  à l’incorr- 
Buc  h,  l’on  aura  8 Ü 4-  8 phb  4-  xnqh  ■+•  npq  = o , qui  eft 

4-  xpph  — qq 
— 8 rb  — nnr 

une  équation  du  troifîéme  degré,  qui  n’a  pour  toute  incon- 
nue que  l'indéterminée  b , ëc  qui  eft  comme  une  efpece  de 
réduite.  On  trouvera  la  valeur  de  h lorfqu’elle  eft  comroen- 
furable  par  jû , ou  par  les  méthodes  du  3e  degré.  On  peut 

donc 
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donc  à prêtent  la  fuppofcr  comme  connue,  mais  on  conter- 
vera  b au  lieu  de  fà  valeur  pour  abréger  5 ainfi  b doit  être 
regardée  comme  connue. 

3°.  L’on  a par  ce  qui  précédé  xx  + {iw  { p 

■+•  b 

V J IWXX 
~ •+■  ihxx 


SS  V~  ”»*x  ■+•  -T"?*  ■+■  { n 

*■"  " pf-  ibxx  -4-  nhx  -4-  fh 
— j*  ■+■  Ai 


x ■+■  ib 


Inf  + nb  — j 

,V1 


- ~ nfx  -4- 
• nhx  -4-  nnfh 

— J*  — inji 

■+"  ï 

~nPl 
nn  -+-  fci 


on  a donc  l’cquation 


du  z*  degré  xx  -4-  x»x  = x\/\nn-*-iJj  ■+■  ~r==r, 
6 H-  h + ^ 


pu  bien  xx+-\vx -4-|p 

— j * V\nn-^  ih  •+■  h 

— T — tib-*-  q 

iV~nn-+-  ih 

On  reteudra  cette  équation  du  tecond  degré,  *&  l’on  aura  *70. 
deux  racines  de  l’équation  propofée  du  quatrième  degrc. 
L’équation  du  tecond  degré,  qui  contiendra  les  deux  autres 

racines,  fera  xx  -4-  \nx -4-  ±p 

H-  x V ^ nn  ■+■  ih  -4-  h ♦ =oj 

+ { — q 

a V ~ nn  -4-  2 h 

car  le  produit  de  ces  deux  équations  du  tecond  degré  eft  la 
propofee  elle  - même  x + -+-  nx'  -4-  pxx  *t*  ^ -t-  r = 0 , en 
fuppofant  que  — »nhb  -t-  hh  s r? 

— nnfh  «4-  fh 

— {rmft 

*4-»M 

— « 
nn  -4-  li 

ce  qui  eft  évident  par  I’cquation  mhh  -4-  4- 

— inqh  — npq 

nn-+%h 
I i 
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= hh  -bph  -b  \pp  — r,  puifqu’il  n’y  a qu’à  tranlpofer  > 
dans  le  premier  membre,  & la  quantité  qui  fait  le  premief 
membre  dans  le  iêcond  membre. 

On  appliquera  cette  fécondé  méthode  aux  exemples , 
comme  on  a fait  la  première , lâns  qu’il  foie  neceflàire  de 
s’y  arrêter. 


SECTION  IV. 

De  la  résolution  des  équations  du  cinquième  & fxiéme 
degré  > & des  autres  degrés  plus  élevés. 

_ Avertissement. 

Les  équations  des  degrés  plus  élevés  que  le  quatrième; 
viennent  rarement  en  ufâge  } ainfi  il  fuffira  de  donner  ici 
les  ouvertures  neceflaires  pour  les  refoudre  quand  il  s’en 

{irefentera,  fans  encrer  dans  un  détail  femblable  à celui  où 
’on  eft  entré  pour  les  autres  degrés  inferieurs,  à caufo  de 
leur  ûlâge  continuel  dans  les  Problèmes  de  Geometrie  ; ÔC 
même  les  méthodes  qu’on  y a données  pourront  aider  à en 
former  de  fomblables  pour  les  degrés  plus  élevés. 

PROBLEME  VII. 

1 1 3»  ReS  OV  DRE  /es  équations  du  cinquième  & Jixiéme  degré  ; 
& meme  des  degrés  plus  élevés. 

Lorfque  les  racines  font  commenfurables}  ou  du  moins  quelqu’une. 

On  Ce  fervira  de  la  méthode  generale  de  la  première 
Se&ion  du  quatrième  Livre  * c’eft  a dire,  on  divifora  la  pro- 
pofee  par  une  équation  fimple  faite  de  l’inconnue  ne  la 
propofôe  •+*  ou  chaque  divifour  du  dernier  terme  ; & s’il 
y a quelque  racine  commenforable,  on  trouvera  toujours 
une  de  ces  équations  Amples,  qui  fera  la  divifion  fans  refte. 
On  opérera  enfuitt  fur  le  quotient , comme  on  a fait  fur  la 
sropofée  ; & fi  les  racines  font  toutes  comroenfurables,  on 
!es  trouvera  par  cette  méthode  les  unes  après  les  autres  j 
s’il  n’y  en  a que  quelques-unes,  on  trouvera  enfin  pour 

auotient  urte  équatioh  d’un  hioindre  degré  que  la  propofée," 
onc  on  trouvera  les  racines  par  les  Problèmes  précedens, 
fi  elle  ne  pafle  pas  le  4e  degré  : fi  elle  le  paffe,  on  opérera 
comme  dans  les  cas  qui  fuivenc, 


r, 
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; . II. 

Lot  [que  Us  racines  étant  toutes  incommenfurables , la  propofe  efl 
compope  d'équations  plus  fimples  commenfurablcs. 

On  réduira  toujours,  par  les  Problèmes  de  la  troificme 
Seftion  du  quatrième  Livre  , les  équations  compofées  aux 
équations  plus  fimples  qui  la  compofenr,  lorfqu’elles  font 
commenfurabies  ; & enfuite  fi  ces  équations  plus  fimples  ne 
paflènt  pas  le  quatrième  degré , on  les  refoudra  par  les  Pro- 
blèmes des  Se&ions  precedentes. 

III. 

Zorfque  les  Coéficients  des  équations  plus  pmples  qui  compopnt 
la  propope  ( qu'on  fuppofe  fans  incommenfurables  J 
renferment  des  ineommcnfurables. 

On  tâchera  de  trouver  des  équations  plus  fimples  indé- 
terminées , donc  les  coéficients  indéterminés  contiennent 
des  incommenfurables,  & dont  le  produit  fade  une  équation 
indéterminée  qui  foie  du  même  degré  que  la  propofee  , £é 
fans  incommenfurables  , comme  l’on  en  a vu  des  exemples 
dans  la  Se&ion  précédente.*  On  comparera  les  termes  du  * i0+. 
produit  indéterminé  des  équations  compofantes,  avec  les 
termes  correfpondans  de  la  propofée  5 & par  les  équations 
particulières  qui  naîtront  de  ces  comparaifons , on  déter- 
minera les  grandeurs  indéterminées  des  équations  compo- 
fantes , ce  qui  donnera  la  réfolution  de  la  propofée  , lord 
qu'on  la  peut  trouver  par  cette  voie. 

Après  les  ouvertures  qu’on  vient  de  donner  pour  re- 
foudre les  équations  qui  paflènt  le  quatrième  degré , on 
ajoutera  une  méthode  qui  convient  à tous  les  degrés  ; mais 
comme  elle  demande  des  calculs  rebutans , ce  qui  la  rend 
allez  inutile  dans  la  pratique,  on  l’appliquera  feulement  au 
troificme  degré. 

Méthode  pour  ri  foudre  Us  équations  de  tous  les  degrés. 

114. 0 n fùppofera  une  équation  indéterminée  moindre  d'un 
degré  que  la  propofée  qu’on  veut  refoudre,  dont  l’inconnue 
foit  celle  de  la  propofee , qui  ait  une  indéterminée  pour  le 
coéficient  de  chacun  de  fes  termes,  & deux  indéterminées 
linéaires  pour  fbn  dernier  terme.  Par  exemple , fi  la  propo» 

Ii  ij 
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fée  eft  du  3'  degrc , comme  x > — nxx  -*-px  — q = 0 , on 

fuppofera  l’équation  indéterminée  xx  — fx  — g = o. 


Si  la  propofée  eft  du  4e  degré,  comme  x4  — nx'-t-pxx  — qx 
h- r = o , on  fuppofera  l’équation  indéterminée  x'  — fxx 

— gx  — h = o. 

— i 

Si  la  propofée  eft  du  j*  degré,  comme*' — nx4  -t-px* 

— qxx  ->>-rx  — y = o , on  fuppofera  l’équation  indétermi- 
née x4  — fx'  — gxx  — hx  — * = oj  8c  ainfi  des  autres. 

— k 

Pour  abréger  le  calcul, on  fera  d’abord  évanouir  le  fecond 
terme  de  la  propofee  ; ainfi  l’on  fuppofera  que  l’équation 
du  troifiéme  degré,  à laquelle  on  va  appliquer  la  méthode, 
eft  par  exemple,  x'  — px  — q = o. 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  pro- 
pofée 8c  de  l’équation  indéterminée  xx  — fx  — g = o j 


8c  l’on  continuera  l’operation  jufqu’à  ce  qu’on  loit  arrivé  i 
un  refte  où  l’inconnue  x ne  foit  plus. 

On  prendra  dans  le  dernier  divifeur  où  x eft  linéaire , 8c 
qui  a donné  ce  dernier  refte , la  valeur  de  x,  8c  on  la  mettra 
à parc.  Ce  dernier  divifeur  eft  — px  — ^ — o , 8c  la  valeur 

■+■** 

•+-  hx  -¥•  fh 

de  x prife  dans  ce  divifeur , fuppofé  égal  à zéro  , eft  x =» 
fuppofera  le  refte  dans  lequel  x n’eft  plus  t 
égal  à zéro,  8c  on  ordonnera  l’équation  de  ce  refte  par  raporc 
à l’une  des  deux  indéterminées  du  dernier  terme  de  l’équa- 
tion fuppofée  laquelle  on  voudra,  qui  fera  l’inconnue  de  ce 
refte,  8c  l’on  aura  la  réduite  g*  — ipgg  ■+•  ppg  ■+■  pph  = o, 

•+•  3 hgg  — 4 Phg— 

\hhz  •+-  h' 

~Plf 

r iqfh 

*-ir 

— 11 

On  fuppofera  le  fécond  8c  le  troifiéme  terme  de  cette  ré- 


■3  b> 
'3f; 
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iiaite  chacun  égal  à zéro,  6c  que  îa  réduite  eft  elle- même 
égale  à zéro,  ce  qui  donnera  trois  équations  particulières, 
qui  férviront  à déterminer  les  trois  indéterminées  h,  /,  e> 
Ravoir  h par  l’équation  qui  naîtra  du  fécond  terme  égala 
zéro,  / par  celle  du  troifiéme,  & g par  la  fùppofition  que 
le  premier  terme  & le  dernier  font  enfemble  égaux  à zéro: 
ces  trois  équations  font  la  i",  — 2p-+-  3A  = 05  ainfi  h—jp: 
la  ic,  -+-/>/>  — 4 ph  — pff- 4-  3 bh  3f/=  o } la  3',  g’  -t-  pph 

— iphb  — pff  h ■+■  h\  — pqf-*~  ■+■  qf'  — qq  = o. 

Subftituant  la  valeur  de  h dans  la  féconde  équation , & la 
mettant  en  ordre  par  raport  à l'indéterminée  f,  on  aura 
l’équation  du  lècond  degré  ff  — ^ h-  -£  = o ; on  trouvera 
par  cette  équation  deux  valeurs  de  f,  la  première  f—ff 
•»-  1 } la  fécondé, /=  {Jf-  — v'-^-  — {>  multipliant 

chaque  terme  de  — f par  9 pp,  l’on  changera  l’expreffion 

— { en  celle-ci,  — $7 ainfi 

f = x { ±f  — {j-  = f x*  ±P\qq  —irP* 

Subftituant  la  valeur  de  b Sc  celle  de  f dans  la  troifiéme 
équation  particulière,  qui  eft  g*  -*-pph  — 2 phh  — pffh  •+■  h' 
— fq f •+*  3 qfb  +■  qP  — qq=  o,  on  aura  g1  $ 

— 4 qq  *+■  yr  — 4 q *—^iqq  — frf  — Oi  d’où  l’on  dé- 
duira g —y +4qq  — ^-*-4 q * ± 'tïqq-h?' 

On  fubftituera  les  valeurs  qu’on  vient  de  trouver  des  trois 
indéterminées  f,  g,  h , dans  x = j mais  pour  abré- 

ger l’expreffion  6c  le  calcul,  on  laiffera  g au  lieu  de  fâ  valeur, 

& l’on  aura  x = r- — — ■ 17  e ■ — • 

Cette  valeur  de  x eft  une  racine  de  la  propofée. 


Application  de  cette  méthode  à un  exemple. 

Pour  trouver  par  cette  méthode  la  racine  de  x'  — 142e 
■ — 71  = o , on  fuppofera  p = 24,  6c  q — 71 5 8c  fubftituant 
ces  valeurs  de  p,  q,  l’on  aura  h — jp  = 16. 

*-'/kqq— &?=>+- — = — lS- 

— rrP  — -**8,  irc  valeur  de  f. 
f=  •+■  f-  X — 'i^qq  — vr?  = -t-  i,  ie  valeur  de/ 

J*  üj 
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On  trouvera  de  même*la  valeur  de  e = i/  — ^31  — sÿ 
! - T if  17 

•+■  4qq  — -f‘~  •+■  4?  * ■+•  — ttP*>  cn  fubftituant  les 

valeurs  de  p,  q , comme  on  le  voit  ici  : — = — 26244. 

— \T  ~ — 4096.  — -p-  -*-4  g * •+■  V'j qq  — = 

— 12348;  ainfi -^-^-f  + 4î*  + ^î?-^» 
= — 42688;  &->- 477  = -+-20736 ; donc— &£  — §£  — 

-t- 4 q *-*•'! \qq  — -hr  P ■+  4M  = g5  = — * 1952 ; tirant 
la  racine  cubique , on  aura  g = — 28  : c’eft  la  valeur  de  g 
déduite  de  la  1"  valeur  de/où  il  y a -+-  ^iM—-kPi  = -+-  28. 

On  trouvera,  fi  l’on  veut,  une  féconde  valeur  de  g,  en  fè 
férvant  de  la  fécondé  valeur  de /où  il  y a — V \qq — jl^»i 
= — 18  ; en  voici  le  calcul  , -+-  4 qq  = -t-  20736, 

— -gf  -7-4f  x — ViM  +■  I2348»  ainû  477 

— ’^r-  ^47  * — 'i$n—èrr = ■+■  33084  i & — 

‘ 'i7~  j=  3 0340 i donc  — $-*-4qq  — — Jf—  -+-  47 

x — — -i-  / = -+-  *744  — g’  » tirant  la  racine  cubi- 

que, on  aura  g = -+- 14;  c’eft  la  féconde  valeur  de  g déduite 
de  la  2e  valeur  de  f,  dans  laquelle  il  y a — ^ \qq  — -èr  f 

— — 18.  Après  avoir  trouvé  les  valeurs  de  f,%,h , on  le» 

fubflituera  avec  celles  d ep,  q,  dans  l’équation  de  la  racine 
mife  à part  x = jj-ZitlZ-y  > obfervant  que  fi  l’on  fubftitue 
la  première  valeur  de  g — — 28 , il  faut  fubftituer  à meme 
temps  la  première  valeur  de  /=  -+-  8 ; & que  fi  l’on  fubfti- 
tue la  fécondé  valeur  de  g = -*-  14’,  il  faut  fubftituer  à 
même  temps  la  féconde  valeur  de  1 ; & l’on  trou- 
vera toujours  que  la  racine  de  la  propofee  eft  x = 6. 

Ce  qui  itoit  propofe. 

Démenftratian  de  cette  ihetbcde. 

L e dernier  diviféur  — px  -+-  gx  •+■  hx  ■+■  ffx  — q -4*  fg 
-+./A  = o,  d’où  l’on  déduit  x = > ftui  donne  par 

la  fuppofition  un  refte  égal  à zéro  , étant  déterminé  par  la 
füppofition  des  valeurs  des  trois  indéterminées  /g,  A,  qu’on 
trouve  en  fuppofant  la  rédu’te  égale  à zéro , & chacun  de 
fes  deux  termes  moyens  auffi  égal  à zéro  -}  ce  dernier  divi- 
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ièur,  dis-je,  dans  lequel  l’inconnue  x eft  linéaire , étant  de- 
venu déterminé , eft  necefliirement  un  divilêur  exaâ  de 
l'équation  propofée , puifque  par  la  démonftration  de  la 
méthode  de  trouver  le  plus  grand  divilêur  commun  de  deux 
équations  qui  ont  la  môme  inconnue,  il  eft  un  divifeur  exact 
de  la  propofée  & de  l’équation  feinte  ou  indéterminée  xx 
— f*  — g ==  ° , lorfqu’elle  eft  devenue  réelle  & déter- 
— h 

minée  ; car  il  ne  laide  point  de  refte,  ou,  ce  qui  eft  la  même 
choie,  il  laifté  un  refte  égal  à zéro.  Mais  une  équation  où  x 
eft  linéaire , & qui  divilê  exactement  la  propolée , en  con- 
tient une  racine  par  la  formation  des  équations.  La  méthode 
fait  donc  trouver  une  racine  de  la  propofee,  Ce  qu'il  fallait 
démontrer , 

Remarques  fur  cette  méthode, 

T L 

\_j‘k  rt  de  cette  méthode  conlifte,  i°,  à pouvoir  reprelên. 
ter  par  le  moyen  des  indéterminées  /,  g , h , une  équation 
xx  — fx  — ^ = o , moindre  d’un  degré  que  la  propofée , 

qui  ait  une  racine  commune  , c’eft  à dire  un  divilêur  com- 
mun où  x foit  linéaire,  avec  la  propofée  * i°,  à trouver  ce 
divilêur  commun  par  la  methoae  de  trouver  le  plus  grand 
divilêur  commun , d’une  maniéré  indéterminée  ; j°,  à pou- 
voir déterminer,  en  fuppolânt  que  ce  dernier  divilêur  com- 
mun ne  laillê  aucun  relte , par  le  moyen  du  refte  fuppofé 
égal  à zéro , & chacun  de  lês  termes  moyens  aulfi  égal  4 
zéro , les  valeurs  des  indéterminées  f,  g,  h,  propres  à rendre 
réelle  l’équation  indéterminée  xx  — fx  — g = o , qui  a 

- — h 

une  racine  commune  ou  un  divilêur  commun  avec  la  pro- 
pose dans  lequel  x eft  linéaire , & propres  aufti  à rendre 
réel  ce  divilêur  commun  qui  contient  une  racine  de  la  pro- 
pose. 

II. 

Quand  on  a trouve  les  valeurs  des  indéterminées  ’f  g,  h, 
il  eft  d’ordinaire  plus  court  de  les  fubftituer  immédiate- 
ment dans  l’équation  indéterminée  de  la  valeur  de  la  racine 
x = , que  de  fe  fervir  de  la  formule  x = — 
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III. 

On  a mis  deux  indéterminées  g & h au  dernier  terme 
de  l'équation  indéterminée  xx  — fx  — g = o j pareeque 

■ — h 

fi  l’on  n’en  metcoit  qu’une  feule,  on  trouveroit  une  réduite 
dont  le  fécond  terme  n’auroic  qu’une  feule  grandeur  , ce 
qui  obligeroit  à faire  évanouir  ce  fécond  terme,  & deman- 
deroit  un  plus  long  calcul. 

IV. 

La  valeur  de  / contenant  la  grandeur  Ÿ'{~qq r-f, 

qui  eft  imaginaire  quand  -frf  furpaflè ±qq,  ce+cte  méthode 
n’efl:  utile  que  quand  \qq  furpaflè  ou  quand  il  y a 
ain(!  ^“e  méthode  fait  à la  venté  toujours 
trouver  une  formule  de  la  racine  quV  ti  cherche,  mais  cette 
formule  contient  dans  plufleurs  cas  des  expreflions  imagi- 
naires lorfque  la  racine  efl  réelle.  ° 

* V. 

Cette  méthode  setend  à tous  les  degrés,  pourvu  qu’on 
aille  de  fuite  j car  fi  on  1 applique  aux  degrés  les  plus  élevés, 
on  verra  que  pour  trouver  la  première  indéterminée  par 
l’équation  du  fécond  terme  de  la  réduite  fuppofé  égal  à 
zéro , 1 équation  à refoudre  fera  linéaire  j l’équation  du  3e 
terme  de  la  réduite  fuppofé  égal  à zéro,  qui  fert  à trouver 
la  féconde  indéterminée,  fera  du  fécond  degré  ; l’équation 
du  4e  terme , qui  fervira  à trouver  la  troifiéme  indétermi- 
née , fera  du  3'  degré } & ainfi  de  fuite. 

Remarques  fur  les  Problèmes  precedents. 

T I- 

IJ.  j_,  H s Problèmes  de  ce  Livre  ne  fervent  pas  feulement  à 
refoudre  les  équations  compofées  qui  n’ont  qu’une  incon- 
nue , ils  fervent  auffi  à refoudre  celles  qui  ont  deux  ou  plu- 
sieurs inconnues  -,  cardans  ce  cas  il  faut  les  regarder  comme 
des  grandeurs  connues,  excepté  une  feule  , par  raport  à 
laquelle  l’équation  fera  ordonnée  , & enfûite  réfoudre 
l'équation  par  les  Problèmes  de  ce  Livre. 

IL 

On  peut  toujours  trouver  les  racines  commenfûrables  des 
équations,  de  quelque  degré  qu’elles  puiflènt  être,  parla 
méthode  generale  du  quatrième  Livre.  On  peut  toujours 

trouver 
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trouver  les  racines  des  équations  du  fécond  degré , quoi- 
qu’elles foienc  incommen (érables , par  le  premier  Problème 
de  ce  Livre.  On  peut  trouver  celles  des  équations  du  3'  de- 
gré quand  elles  (ont  commenfurables  & incommenfurables, 
excepte  dans  le  feul  cas  irréductible  , où  toutes  les  racines 
font  réelles  & incommenfurables;  car  on  a vu  que  la  formule 
de  la  racine  dans  ce  cas,  renferme  des  exprelfions  imagi- 
naires, qu’on  ne  peut  pas  faire  évanouir  par  les  Problèmes 
de  la  fécondé  Section. 

On  peut  toujours  trouver  les  racines  des  équations  du 
quatrième  degré , excepté  dans  les  cas  où  la  réfolution  ren- 
ferme le  cas  irréductible  du  troisième  degré  , par  les  Pro- 
blèmes de  la  troifiéme  SeCtion.  On  a aullï  donné  pluficurs 
ouvertures  pour  trouvées  racines  des  équations  des  degrés 
plus  élevés  que  le  quatrième , dans  cetce  Se&ion. 


SECTION  V. 

Ou  l’on  explique  la  maniéré  de  trouver  les  racines  des 
grandeurs  complexes  incommenfurables , par  le  moyen 
des  équations. 

De'  finition. 

Q uand  une  grandeur  complexe  contient  pluficurs  gran- 
deurs incommenfurables,  ou  feules,  ou  avec  des  grandeurs 
commenfurables , comme  Va  Vb  y/c,  ou  a -+-  Vb , Sec. 
chacune  des  grandeurs  incommenfurables  differentes  efl: 
un  terme  de  la  grandeur  complexe  ; & quand  il  y a des  gran- 
deurs commenfurables,  elles  ne  font  toutes  enlemble  qu’un 
feul  terme  de  la  grandeur  complexe  ; ainfi  a-y-Vb  contient 
deux  termes;  de  même  a-t-b+ÿc  ne  contient  que  deux 
termes;  Va-*-Vb->r  Vc  contienc  trois  termes;  & ainfi  à l'infini. 
Une  grandeur  complexe  incommenfurable  qui  a deux  ter- 
mes , s'appelle  un  binôme  5 quand  elle  a trois  termes , un 
trinôme  i quand  elle  en  a quatre,  un  quàdrmome  j & ainfi  de 
fuite  -,  aarb-ï'Vc  eft  un  binôme  ; Va  -\-Vb  + Vc  eft  trinô- 
me, Sec. 

Kk 
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PROBLEME  VIII. 

Il  6.  Tje  O V VE  R la  racine  2%  3,  + , &c.  d'une  grandeur  Complexe 
incommenjurable. 

METHODE. 

i*.  I l faut  fuppofer  une  grandeur  complexe  incommenfii- 
rable , qui  reprefente  par  des  grandeurs  indéterminées  la 
racine  de  la  propofée  qu’on  cherche  ; cette  grandeur  qu’on 
fuppofe  doit  avoir  ces  conditions  : i°.  qu’il  y ait  une  indé- 
terminée dans  chaque  terme  de  la  grandeur  qu’on  fùppofe 
reprefenter  la  racine  qu’on  cherche  : i°.  qu’en  élevant  cette 
grandeur  fuppofée  à la  puiflance  dont  l’expofant  eft  celui 
de  la  racine  qu’on  cherche  ; c’eft  à dire,  l’élevant  au  quarré 
fi  on  cherche  la  racine  quarrée ; â la  troifiéme  puiflance,  fi 
on  cherche  la  racine  cubique , &c.  la  grandeur  complexe 
incommenfurable  qu’on  trouvera,  ait  precifément  le  même 
nombre  de  termes,  & difpofés  de  la  même  maniéré  & avec 
les  mêmes  lignes  que  la  propofée;  c’eft  à dire,  fi  la  propofée 
eft  un  binôme,  & qu’on  en  cherche  la  racine  quarrée,  il  faut 
fuppofer  une  grandeur  complexe  qui  reprefënte  la  racine, 
telle  que  fon  quarré  foit  un  binôme  femblable  j fi  la  propo- 
fée eft  un  trinôme,  que  le  quarré  de  la  fuppofée  loit  un 
trinôme  femblable  ; fi  l’on  cherche  la  racine  cubique  de  la 
propofée , que  la  troifiéme  puiflance  de  la  grandeur  fuppo- 
fée foit  un  binôme,  un  trinôme,  &c.  femblable  à la  propo- 
fée ; fi  elle  eft  un  binôme  , un  trinôme , Sec.  cette  condition 
doit  regler  les  lignes  radicaux  de  la  grandeur  qu’on  fuppo- 
fêra  reprefenter  Fa  racine  ; ces  lignes  radicaux  doivent  avoir 
ordinairement  les  mêmes  expofâns  que  dans  la  propofée } 
c’eft  à dire  , fi  les  lignes  radicaux  de  la  propofée  font  ÿ , 
ceux  de  la  grandeur  fuppofée  doivent  être  pour  l’ordinai- 
re y ; fi  les  lignes  radicaux  de  la  propofée  font  ^ , ceux  de 
la  grandeur  fuppofée  doivent  aufli  être  pour  l’ordinaire  y/ , 
&c.  il  y a pourtant  quelque  cas  où  ils  doivenc  êrre  diffèrens. 

i°.  Il  faut  élever  au  quarré  la  grandeur  fuppofée , fi  l’on 
cherche  la  racine  quarrée  de  la  propofée  ; à la  troifiéme 
puiflance,  fi  l’on  cherche  la  racine  cubique  ; & ainfi  de  fuite  j 
& fuppofant  que  la  grandeur  complexe  ainfi  élevée  repre- 
fente la  propofée  , on  les  comparera  l’une  avec  J’autrç 
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terme  à terme  ; c’eft  à dire,  on  fuppofera  les  termes  de  l*une 
égaux  aux  termes  correfpondans  de  l’autre  ; ce  qui  donnera 
les  équations  particulières  propres  à trouver  les  valeurs  des 
indéterminées  qu’on  a fuppofees. 

3°.  On  réduira  toutes  ces  équations  particulières  à une 
feule  qui  ne  contienne  pour  inconnue  qu’une  feule  des  in- 
déterminées qu’on  a fuppofées  , 6t  on  trouvera  les  valeurs 
de  cette  indéterminée  par  les  Problèmes  précédents  s 6c  par 
le  moyen  de  cette  valeur,  on  trouvera,  en  fo  forvant  des 
équations  particulières  qu’a  donné  la  foppofition  des  ter- 
mes correfpondans  égaux,  les  valeurs  de  toutes  les  indéter- 
minées qu’on  a fuppofées. 

4°.  On  fubftituera  ces  valeurs  à la  place  des  indétermi- 
nées dans  la  grandeur  complexe  indéterminée  qu’on  a prilè 
pour  reprefenter  la  racine  de  la  propofée  qu’on  cherche  -t 
6c  après  les  fubfticutions,  elle  fera  la  racine  qu’on  cherchoit. 

R E M A R Q^U  E. 

Si  l’indéterminée  qui  fort  d’inconnue  â l’équation  du  troi- 
fîéme  article,  qui  ne  contient  qu’une  feule  indéterminée , a 
plufieurs  valeurs  réelles,  chacune  de  ces  valeurs  pourra  fer- 
vir  à trouver  la  racine  qu’on  cherche. 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  s’éclaircira  par  l’applicatio» 
qu’on  en  va  faire  à des  exemples. 

Exemple  I. 

Pour  trouver  la  racine  quarrée  du  binôme  ■+•  7 V48  r 

1°,  on  fuppofera  que  le  binôme ■+•/-*-  Vg  reprefonte  la  racine 
qu’on  cherche , / & g font  des  granaeurs  indéterminées, 
i°.  On  élevera  -+■  Vg  au  quarré,  8c  l’on  aura  ff  g 
*+*  i//g , qui  eft  un  binôme  fomblale  au  propofé , en  prenant 
la  grandeur  commenforable  ff-*-  g pour  un  foui  terme  du 
binôme  ff  -*-  g •+■  a/Vg.  On  fuppofera  que  ff  ■+■  g -+• 1 .fi/g 
reprefonre  le  binôme  propofé  7 ^48, 6c  que  les  termes 

correfpondans  font  égaux , fçavoir  la  grandeur  commenfo* 
rable  ff-*-g  égale  à la  grandeur  commenforable  7,  6c 
l’incommenforable  -t-  îfî/g  égale  à l’incommenforable  V48. 
On  a donc  les  deux  équations  particulières  : r'^/f-t-g  = y, 
a',  a//g=  V48.  3".  Pour  dégager  les  indéterminées,  on 

clevera  au  quarré  chacune  de  ces  équations , Sc  l’on  aura 

Kk  ij 


l6o  Analyse  demontre'e. 

/+  -+-  -t-  g?  ==  49 , & — 48.  On  ôtera  le  premier 

membre  4 ffg  du  premier  membre  /♦  -4-  iffg  -+-  gg,  & le 
fécond  48  du  fécond  49  ; & l'on  aura/4  — iffg  ■+■  gg  = 49 

4g  __  i ; tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre, 

on  trouvera  ff  — g = Va  = 1 , d'où  l’on  déduira  g=ff 

1.  On  fubftituera  cette  valeur  de  g dans  l'équation  ff-*-  g 

= 7 , SC  l'on  aura  xff  — 1 = 7,  d’où  l'on  déduira  ff=>  4, 

Sc  f=  i -,  mectant  cette  valeur  de  ff  dans  g— ff  — 1 , on 
trouvera  g = 3.  40.  On  fubftituera  les  valeurs  de/&  de  g 
dans  /-+-  Vg , qui  reprefente  la  racine  qu’on  cherche  , 8C 
apres  les  fubftitutions  l’on  aura  /•+■  Vg=x- 4-/35  c’eft  la 
racine  quarrée  de  7 V48  que  l'on  cherchoit. 

Exemple  II. 

• 

p o u R.  trouver  la  racine  quarrée  de  — 1 *+•  / — 8 , i°,  on 
fuppofera  que  -*-/■+-  V — g reprefente  la  racine  qu’on 
cherche  5 / & g font  indéterminées.  a°.  On  élevera  -4-  / 
/ — g au  quarré , & l’on  aura  ff — g •+■  ifV  — g ( par  la, 
fuppofition)  = — 1 V — 8,  on  fuppofera  ff—  g—  — 1, 
St  g = -4-  /—  8,  }".  Elevant  chacune  de  ces  équa- 

tions au  quarré , on  trouvera  /+  — iffg  -+-  gg  = 1 , & *ffg 
— - 8 , on  ajoutera  enfemble  ces  deux  équations,  & l’on  aura 
f*  -*iffg  -4-  gg  ==  9 5 tirant  la  racine  quarrée  de  chaque 
membre,  on  trouvera  Z/'--*-  g =3»  d’ou  l’on  déduira  g = 3 
on  fubftituera  cette  valeur  de  g dans /f— g = — 1, 
gc  l’on  aura  i/f  = i , /jf=  1 , Scf=  1 ; on  fubftituera  cette 
valeur  de  ff  dans  g = 3 — /f,  & l’on  trouvera  g = a. 
4".  On  fubftituera  les  valeurs  de  /&  de  g dans  /-*-  V g, 
& l’on  aura/ -t-  V — g = 1 -t-  V — 1.  C cft  la  racine  quar- 
te de  i y'  — 8 que  l’on  cherchoit. 

Exemple  III. 

"P  our.  trouver  la  racine  quarrée  du  quadrinome  10  -4-/14 
h-  /40  -4-  /60  : i°,  on  fuppofera  que  Vf-*-  /g-t-  Vh  eft  l'ex- 
prellion  indéterminée  de  cette  racine  ;/,  g,  font  indéter- 
minées i°.  On  élevera  Vf-*-  Vg  Vh  au  quarré,  & l’on 
aura  f+-g+h  + xVfg  -4-  1 Vfb  -t-  i/gA  = (par  la  fuppofition) 
. — IO  V14  -4-  /40  V /60  ; en  comparant  les  termes  cor- 

rcfpondans,on  aura  les  équations  fuivantes  : 1 \ xVfg  = /i4î 
l,  iV/h  =b  /40  5 iVgh  == /60  j 4,  /-t-  g -t-  b ==}  IQ, 
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3®.  Pour  dégager  les  indéterminées  qu’on  regarde  comme 
des  inconnues,  on  ôtera  les  incommenfurables , & l’on  aura 
itc,  4/|=  H i i',  4>  = 4°  s 3',  4#  =60.  On  trouvera 
par  la  i'cf  — £ , & par  la  z',/=  par  confequent  — 

&c6h  = iog,&Cg  — îf.  Par  la  3',  on  trouvera  g = -7-5  par 
confequent  y-  — y-  ; d’où  l’on  déduira  M = zj , & A = J. 
On  mettra  cette  valeur  de  h dans  g = & l’on  trouvera 

g = 3.  On  fubftituera  cette  valeur  de  g dans /=  |,  fie  l’on 
aura/  = z.  Les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  étant 
trouvées , on  les  fubftituera  dans  la  4e  équation  / g -s-  h 
= 10  ; & comme  l’on  trouve  1 -+-  3 -+*  y = 10  , c’en:  une 
marque  qu’on  a découvert  les  véritables  valeurs  des  indé- 
terminées. 4“.  On  fubftituera  ces  valeurs  dans  v/-t-  Vg  Vj&, 
& l’on  aura  + pour  la  racine  que  l’on  cher- 

choit  de  10  Vz4  /40  /60. 

Avert  issemeht, 

T o u t r article  96  contient  des  exemples  où  l’on  trouve 
par  cette  méthode  la  racine  cubique  d’un  binôme  qui  n’a 
que  le  ligne  radical  y 5 ainfi  il  eu  inutile  d’en  mettre  ici 
d’autres  exemples. 

Pour  trouver  la  racine  4e  d’une  grandeur  complexe  in- 
commenfurable,  il  faudra  d’abord  chercher  par  la  méthode 
la  racine  z'  de  la  propofée  , Sc  enfeite  la  racine  1 de  la 
racine  qu’on  vient  de  découvrir,  & elle  fera  la  racine  4e  de 
la  propofée. 

De  même  pour  trouver  la  racine  6e  d’une  grandeur  com- 
plexe incommenfurable,  il  faudra  d’abord  chercher  la  ra- 
cine z'  de  la  propofee,  & enfuite  la  racine  3e  de  cette  racine» 
& elle  fera  la  racine  6'  de  la  propofee. 

Pour  en  trouver  la  racine  9%  on  cherchera  d’abord  la 
racine  3 c;  & enfuite  la  racine  3"  de  cette  racine,  & elle  fera 
la  racine  9e  de  la  propofée  ; & ainfi  des  autres  racines  donc 
l’expolânt  peut  fc  divifer  par  des  nombres  entiers. 

Exemple  IV. 

Pour  trouver  la  racine  3e  de  j ■4-^314  ■+•  ÿ/486 , i*,  on 
fuppofera  que  l’expreflion  indéterminée  de  cette  racine  eft 
yZ/n-  ÿ/g  j z°.  on  prendra  la  troifiéme  puiftànce  de  cette 

K k iij 
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cxpreflîon , & l’on  aura/-*-*  tffj g 3 ]/f$g  pour  l’est- 

preffion  indéterminée  de  la  propolée  ; on  fuppofera  leurs, 
termes  correfpondans  égaux,  6c  l'on  aura  les  trois  équations 
Vivantes  : 1",  /-+-£  = 5>  3^/2=^314  5 3",  3v//gg 

— ^486.  30.  Pour  dégager  les  indéterminées,  on  ôtera  les 
incommenfurables  delà  fécondé  Sc  troifiéme  équation,  5c 
l'on  aura  pour  la  féconde  ijffg  — 314  » d’où  l’on  déduira 
ffc  -=u,&c  g = jfi  on  aura  pour  la  troifiéme  ty/gg  — ^ 6, 
d'où  l’on  déduira  /gg  = 18 , 5c/=-| f . On  prendra  la  va- 
leur de  gg  dans  l’équation  g = 77 , 8c  l’on  aura  gg  — '-fi  -, 
& on  la  fubftituera  dans  /=-&-,&  l’on  trouvera/=4|£  t 
qui  fe  réduit  à /=  Ç > qui  donnera/»  =>  8,  & /=  ».  On 
fubftituera  la  valeur  de  ff  —4-  dans*  = jf>  Sc  l’on  aura 
g = 3.  Les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  étant  dé- 
couvertes, on  les  fubftituera  dans  la  première  équation/-*- g 
= j ; & comme  l’on  trouve  j = j , c’eft  une  marque  qu’on 
a découvert  les  véritables  valeurs  de  / 5c  de  g ; 4".  On  les 
fabftituera  dans  l’expreflion  indéterminée  de  la  racine 
qu’on  cherche  , 5c  l’on  aura  ÿ/-«-  ÿg  = y/x  Vî  5 c’eft  la 
racine  que  l’on  cherchoit. 

Exemple  V. 

Pour  trouver  la  racine  / de  76  -*-  v'jSoS , 1°,  on  fuppo- 
fera  que  /-*-  Vg  eft  l’expreflion  indéterminée  de  cette  raci- 
ne; i".  on  l’élevera  à la  5e  puiflànce, & l’on  aura/'  -*-  iofg 
^fgg  -t-  j/4  loffg  -*-  gg  x Vg,  pour  1 expreflion  indéter- 
minée de  la  propofée.  Ôn  fuppofera  leurs  ternies  correfi 
pondans  égaux, & l'on  aura  ces  deux  équations:  itc,/î  h-  10/g 
76;  ie,  if* -y- ioffg-i- gg  x Vg  = Vj8o8  ; 3“  Pour 
dégager  les  indéterminées, on  éîevera  chacune  de  ces  équa- 
tions au  quarré,  ôc  l’on  aura  pour  la  première  /'°  ■+-  10 /s* 
H-  no/?g  -*-  loo/g»  H-  ij/g4  = 5776  ; fie  pour  la  fécondé, 
15/g  ■+•  1 oo/’gg  •+■  no/’g»  ■+■  »o/|4  -h  *®  — J808.  On  ôtera 
la  première  dé  ces  équations  de  la  fécondé , 5c  l’on  aura  le 

refte  — /°-*-  j f\  — «©/'g?  ■+•  10/4g'  — îtfg4  •+’l!  ^3/- 
Le  premier  membre  de  cette  équation  eft  la  5*  puiilance  de 

— ff g , & le  fécond  eft  la  5e  puiflance  de  1 ; ainfi  tirant 

la  racine  j' de  chaque  membre,  on  aura  — ff  "*-*  = *> 
i’où l’on  déduira  g=/r-t-a>  &gg  —f*  +• 
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fubftituera  ces  valeurs  de  g & de  gg  dans  /*  ■+■  io/1g  -+-  j/gg 
t=  76,  & l’on  trouvera  l’équation  16/’  40/1  -t- 10/ — 76 

= o , qui  le  réduit  en  divifânt  par  4,  à 4 f l°p  _k- 

——  ij  = o , qu’on  transformera , en  fuppofânt  /=  ^ , en 
h ’ -+-  40/»’  -+-  310 h — 4864  = o , qui  a pour  divifeur  exaéfc 
h — 4 — o j ainlî  h — 4,  &/=  £ = 1.  On  fubftituera  la 
valeur  de  / dans  g = ff  ■+•  a , & l’on  trouvera  g = 3. 
40.  On  fubftituera  les  valeurs  de/&  de  g qu’on  vient  de 
découvrir,  dans  fa-  y/g,  & l’on  aura  /-+-  Vg  = 1 ■+•  V3  j 
c’eft  la  racine  y'  que  l’on  cherchoit. 

Cette  méthode  n’a  pas  befoin  de  démonftration,  n’étant 
qu’une  application  de  la  méthode  qui  employé  les  indéter- 
minées dans  les  équations. 

Avertissement. 

Le  xtraction  des  racines  des  grandeurs  complexes 
incommenfurables,  n’eft  pas  de  grand  ufage  dans  les  Ma- 
thématiques } ainlî  il  fuffit  d’en  avoir  ici  donné  la  méthode 
generale  ; cependant  comme  l’on  trouve  dans  l’application 
de  cette  méthode  plufieurs  difficultés , on  a cru  devoir 
marquer  les  principales,  & indiquer  les  moyens  de  les  fur- 
monter  dans  les  remarques  fuivantes  , pour  ceux  qui  au- 
raient de  la  curiofité  pour  cette  matière. 

R E M A R Ç^U  E S. 

T L 

II 7*  a première  difficulté  qu’on  trouve,  eft  fur  le  nombre  des 
termes  incommenfurables  qu’on  doit  donner  à l’expreffion 
indéterminée , qu’on  fuppofe  reprefenter  la  racine  qu’on 
cherche  : fi  l’on  veut  le  mettre  en  état  de  la  furmonter,  il 
faut  prendre  par  ordre  des  grandeurs  complexes  qui  ayent 
deux,  trois,  quatre  termes,  &c.  avec  le  ligne  y/,  comme 
a-y-Vb,  Va-y-Vb,  a -4-  Vb  •+-  y/c,  Vot-a-  Vb  -y-  y/c,  a-y-Vb 
-y-Vc-y-  VJ,  Va  -+-  Vb  ■+•  Vc  -+-  VJ , & ainfi  de  fuite ; les  éle- 
ver par  ordre  à la  puiilance  2',  3',  4e,  &c.  & remarquer  le 
nombre  des  termes  qu’auront  ces  differentes  pui fiances,  & 
en  faire  une  table.  Il  faut  faire  la  même  chofê  pour  les  gran- 
deurs complexes  incommenfurables , dont  les  lignes  radi- 
caux feront  y,  y , &c. 


1Ô4  A K AL' Y SE-  DEMCTNTRE*  E. 

On  connoîtra  par  cc  moyen  , quand  on  voudra  chef-J 
cher  la  racine  ic,  3' , &c.  d'une  grandeur  complexe  incom. 
menfurable,  le  nombre  des  termes  qu’on  doit  lüppofer  dans 
l’exprelfion  indéterminée  de  la  racine  5 car  ayant  remarque 
•par  exemple,  qu’un  binôme  a pour  quarré  un  binôme,  qu’un 
trinôme  a pour  quarré  un  quatrinome , qu’un  quatrinome 
a pour  quarré  une  grandeur  complexe  de  lêpt  termes , Sic. 
(on  fuppofe  qu’il  n’y  a de  ligne  radical  que  ÿ j)  quand  on 
voudra  chercher  la  racine  quarrée  d'une  grandeur  incom- 
menfurable,  par  exemple  de  fept  termes,  il  faudra  fùppofer 
que  l’cxprcllion  de  la  racine  a quatre  termes;  Sc  ainli  des 
autres.  11  faut  cependant  remarquer  qu’une  grandeur  corn- 

Jilexe  incommenfurable,  dont  les  grandeurs  qui  (ont  fous 
es  lignes  radicaux  dans  tous  les  termes  , n’ont  aucun  divi- 
feur  commun,  étant  élevée  à une  puilTance  quelconque, 
cette  puilTance  aura  plus  de  termes  que  n’en  aura  une  fem- 
blable  puilTance  d’une  autre  grandeur  complexe  incommen- 
furable d’un  même  nombre  de  termes  que  la  première, 
mais  dont  les  grandeurs  qui  font  fous  les  lignes  radicaux, 
ont  des  divifeurs  communs.  Par  exemple  le  quarré  de  Vf 
-+-  V%  -+-  Vh  ■+•  Vi  a fept  termes  , mais  le  quarré  de  Vf  ■+■  Vg 
Vfh  -h  Vgb , n’a  que  quatre  termes  ; & le  quarré  de  — f 
■+■  Vf  ■+■  Vg  •+"  Vfg  , n’a  que  trois  termes.  Ces  remarques 
aideront  à déterminer  le  nombre  des  termes  que  l’on  doit 
fùppofer  dans  Texprelîion  indéterminée  de  la  racine  qu’on 
cherche;  Si  les  remarques  qu’on  pourra  faire  fur  les  lignes 
radicaux  des  grandeurs  complexes  incommenfurables  qu’on 
aura  élevées  aux  puillànces  »c,3e,  4%  Sec.  ferviront  à faire 
connoître  les  lignes  radicaux  qu'on  doit  fùppofer  dans  l’ex- 
prelfion  indéterminée  de  la  racine  qu’on  cherche. 

II. 

La  fécondé  difficulté  qu’on  trouve  en  cherchant  les  raci- 
nes des  incommenfurables  complexes  fuivant  la  méthode , 
eft  fur  la  comparaifon  des  termes  de  la  propofée  avec  les 
termes  correfpondans  de  fon  exprellion  indéterminée  ; car 
dans  la  plupart  des  cas,furtout  lorlqu'ils  font  fort  compofés* 
on  a de  la  peine  à bien  diftinguer  les  ternies  correfpondans. 
Voici  ce  qu’on  doit  faire  pour  ôter  cette  difficulté  : Il  faut 
prendre  par  ordre  des  incommenfurables  complexes  en 
nombres , 1°,  avec  le  ligne  radical  y } aü,  avec  le  ligne  ÿ j 

& 
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& ainfi  de  fuite , & mettre  de  l’ordre  dans  les  termes , met- 
tant, par  exemple,  le  plus  petit  au  premier  terme,  celui  qui 
furpalle  immédiatement  le  plus  petit , au  fécond  terme  j fie 
ainfi  de  fuite.  Il  faut  prendre  à même  temps  une  incom- 
menfurabie  complexe  en  lettres  avec  les  memes  lignes  ra- 
dicaux, & qui  ait  le  même  nombre  de  termes  ; par  exemple 
fi  l’on  prend  Va  V}  ■+-  Vf  -+•  V7,  on  prendra  à même 
temps  Vf-*-  Vg  -*-  Vb  -*•  Vi.  Il  faut  élever  l'une  & l’autre  fuc- 
ceffivement  aux  puifTances  x”,  4*,  fit c.  fie  fuppofant  que 

les  lettres  du  quadrinome  littéral  répondent,  lelon  i'ordre 
où  elles  font,  aux  nombres  du  quadrinome  numérique,  fit 

au’elles  les  reprefëntent , on  remarquera  avec  attention 
ans  chaque  puiflance , quelles  font  les  grandeurs  numeri- 
gués  correfpondantes  aux  grandeurs  littérales  j ce  qui  fera 
facile  à diftinguer  : on  remaquera  aufli  dans  les  puifiances 
de  la  grandeur  complexe  numérique,  l’ordre  fuivant  lequel 
il  faut  arranger  les  termes,  afin  qu'ils  foient  correfpondans 
à l’ordre  naturel  des  termes  de  la  fêmblable  puiflance  de  la 
grandeur  complexe  littérale.  Si  l'on  prend  la  peine  de  fe 
rendre  ces  operations  familières,  en  faifânt  plufieurs  exem- 
ples de  la  maniéré  qu’on  vient  de  l’indiquer , on  diflinguera 
aifement  en  pratiquant  la  méthode,  quels  font  les  termes 
correfpondans  de  l'expreflion  indéterminée , fit  de  la  gran- 
deur propofée. 

III. 

Il  arrive  fôuvent  qu’on  trouve  beaucoup  plus  d’équations 
particulières, qu’on  n’a  fuppofé  de  grandeurs  indéterminées 
dans  l’expreflion  indéterminée  de  la  racine  qu’on  cherche  ; 
dans  ces  cas  le  plus  court  efl,  quand  on  a trouvé  les  valeurs 
des  indéterminées  par  autant  d’équations  qu’on  a fuppofé 
d’indéterminées,  de  fubftiruer  ces  valeurs  dans  l’expreflion 
de  la  racine,  8 1 de  l’élever  enfûite  k la  puiflance  de  la  pro- 
pofëe,  c’eft  à dire  au  quarré,  fi  on  cherche  une  racine  quar- 
rce  5 à la  troifïéme  puiflance,  fi  on  cherche  une  racine  cu- 
bique , ficc.  car  fi  on  trouve  que  cecte  puiflance  de  la  racine 
qu’on  cherche,  foit  la  même  grandeur  que  la  propofee, 
on  a trouvé  la  racine  qu’on  chercbok  5 fi  cela  n’arrive  pas  * 
il  faut  chercher  d’autres  valeurs  des  indéterminées , fie 
continuer  jufqu’à  ce  que  cela  arrive» 

L 1 
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Quand  l’indéterminée  qui  lêrt  d'inconnue  à l’équatioa 
donc  il  eft  parle  dans  le  troifiéme  article  de  la  méthode , 
qui  ne  contient  que  cette  feule  indéterminée,  quand,  dis-je, 
cette  indéterminée  n’a  pas  de  valeur  commenfurable  dans 
cette  équation,  il  faut  ceflèrla  recherche  delà  racine  qu’on 
cherchoit  5 & il  fuffit  de  mettre  au-devant  de  la  propofée 
le  ligne  radical  avec  l’expoiânt  de  la  racine  qu’on  cher- 
choic  j par  exemple,  fi  l’on  cherchoit  la  racine  cubique  dç 
Va  Vb,  il  fuftiroit  d’écrire  y/  Va- 1-  Vb. 

Exemple  VI. 

Où  ton  fait  l'application  des  remarques  precedentes. 

Soit  propofé  de  trouver  la  racine  quarrée  de  la  gran- 
deur complexe  incommenfurable  ij  -4-  V8  -+-  Vi8  -4-  V4Q 
-*-  1/140  -4-  V$6  -4-  Vio , qui  a fepe  termes. 

i°.  11  me  faut  chercher  une  grandeur  complexe  incom- 
menfurable , qui  reprefente  d’une  maniéré  indéterminée  la 
racine  que  je  cherche , & dont  le  quarré  contienne  fêpt 
termes:  Pour  trouver  combien  cette  racine  elle -même 
doit  contenir  de  termes,  j’éleve  au  quarré  le  trinôme/-*- Vg 
-*-Vb,  & trouvant  que  le  quarré  ne  contient  que  quatre 
termes , je  prens  le  quadrinome  /-*-  Vg  a-  Vb  vi,  je 
l’éleve  au  quarré,  & trouvant  que  fon  quarr  é.jf-*-  g b -4-  i 

1 f/g  -*-  ifVb  -+•  ifVi  ■+•  zVgb  iVgi  -+-  1 Vhiy  contient 
lëpt  termes,  cela  me  fait  juger  que  je  dois  fuppofer  pour 
l’expreflîon  indéterminée  qui  reprefente  la  racine  que  je 
cherche,  un  quadrinome  indéterminé,  comme  /-+-  Vg  -4-  VA 
-*-  Vi  i l’élever  au  quarré , & j’aurai  ff-+~g  -*-  b -+•  * i/Vg 
*+•  zfVb  -4-  2 fVi  ■+■  zVgh  -*- 1 Vgi  zVhi,  qui  reprefente  d’une 

maniéré  indéterminée  la  grandeur  complexe  propofée  15 
•4-  VS  -H,  &c. 

20.  Pour  diftinguer  les  termes  correfpondans  de  ces  deux 
grandeurs  complexes , l’une  littérale  S c l’autre  numérique, 
que  je  fuppofe  égales , je  prens  un  quadrinome  numérique 
Vi  ou  bien  1 -+-  Vi  -4-  Vj  ■+•  Vj , que  je  range  de  maniéré 
que  la  plus  petite  grandeur  foie  la  première,  & enfuite  celle 
qui  eft  immédiatement  plus  grande  ; & ainfi  de  fuite  : je  la 
wppofë  reprefentée  pat  le  quadrinome  littéral  /-t-  Vg  Vb 
*4-  Vif  de  maniéré  que  / reprefente  1 , Vg  reprefente  Vi,  êc 
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ainfi  de  fixité  : j’éleve  l’une  & l’autre  au  quarté,  & ordon- 
nant les  termes  dans  le  quarré  numérique  dans  le  même 
ordre  que  dans  le  quarré  littéral , je  trouve  n -+-  V8  •+■  Vit. 
h-  Vzo  -t-  V24  ■+•  V40  Véo,  qui  cft  reprcfenté  par  ff -*■  g 
+ 2/Vg  -+-  tfVb  -+-  xJVi  -4-  zVgA  -4-  zVg<  iVbi i 

& en  remarquant  avec  attention  les  termes  correfpondans,- 
je  vois  que  la  fomme  de  tous  les  quarrés  des  termes  ff  g 
-t-  b -+-i,  reprefênte  la  fomme  des  quarrés  des  termes  qui 
doit  être  11  > que  z/Vg  reprefênte  V8  ; i/Vb  reprefênte  V12; 
te  ainfi  de  fuite.  Cela  me  fait  voir  qu’il  faut  ordonner  les 
termes  de  la  grandeur  propofée  de  maniéré  qu’ils  aillent 
de  fuite  en  augmentant , & elle  fora  xy  -4-  V8  h-  Vio  •+■  V28 
«4-  V40  -4-  Vy6  -4-  V140  ? & alors  les  termes  correfpondans, 
feront  de  fuite , & j’aurai  les  équations  fûivantes  f/-*-g-t-h 
•►1  = 15,  z/Vg  = V8,  ifVh  = Vio  , i/V/  = vz8,  iVgh 
3=  V40 , iVg<  = Vy6  , tVbi  — Vi40. 

3°.  Les  termes  correfpondans  étant  ainfi  diftingués,  il  ne 
faut  plus  que  dégager  les  indéterminées  regardées  comme 
inconnues,  ce  qui  eft  facile  en  ôcant  d’abord  les  incommen- 
furables , & opérant  enfûitç  à l’ordinaire  5 & l’on  trouvera 
par  l’équation  4 ffg  ==  8 , que  ff=\i  par  l’équation  4 ffh 
= 20 , que  ff=s\h  par  confêquent  , & g = y h» 

.on  trouvera  par  l’équation  4 ffi  = 28,  que  par 

confequent  ~ = £ , & g .=*»  £« > on  trouvera  par  l’équation 
4 gh  = 40,  que  g = ig-  i comparant  cette  valeur  de  g avec 
g=fb,  on  aura  ~p  = ±h>  d’où  l’on  déduira  hh  = zy, 
& h = y ; on  fubftituera  cette  valeur  de  b dans  g = >bt 
& l’on  trouvera  g = 2 j on  fubftituera  cette  valeur  de  g 
dans  ff  = & l’on  aura  = 1,  &/  —n  enfin  on  fobfti- 

tuera  la  valeur  de  g dans  g = y /' , & l’on  trouvera  * = 7. 
On  fubftituera  ces  valeurs  de  f,  g,  h , i , dans  /-*-  Vg  -4-  Vo 
•4-  Vi,  & l’on  aura  1 -4-  Vz  -4-  Vy  -t-  V7  pour  la  racine  de  la 
propofée  iy  -4-  V8  h-,  &c.  car  en  élevant  1 -4-  Vz  ■+•  Vy  -4-  V7 
au  quarré,  on  trouve  la  propofée  iy  -4-  V8  -4*,  Scc. 

- Exemple  VII. 

JP  o u R.  trouver  la  racine  cubique  de  la  grandeur  complexç 
Incommenfurable  10  -4-  ^314  -4-  ^486  -4-  ^540  -4-  ^6489 
-4-  ÿiziy  -4-  ^1350  -t-  ^iozy , qui  a huit  termes  : 1".  il  mf 

: L1V 


Ui  Analyse  demontre’e. 

faut  chercher  une  grandeur  complexe  incommenfurabl* 
qui  reprefence  d’une  maniéré  indéterminée  la  racine  de  la 
propofée}  pour  la  trouver,  j'éleve  un  trinôme  ÿ/V  y/g  -+-  //h 
à la  troifiéme  puiflance } & voyant  que  (a  troifiéme  puiflance 
/+Î+4  + ÿjfh  -+-  iy/fg g 3^  6 ï/fgb  + 

-h  îÿfhb  ■+•  lÿghh,  contient  huit  termes , je  fuppofe  que  ÿf 
+ reprefente  d’une  maniéré  indéterminée  la  ra- 

cine que  je  cherche,  Sc  que  la  troifiéme  puiflance  f+g  + b 
.+.  Islffg  » &c-  reprefente  la  propofée. 

i°.  Pour  découvrir  quels  font  les  termes  correfpondans 
de  la  propofée  Sc  de  la  grandeur  qui  la  reprefente,  8c  que  je 
lui  fuppofe  égale,  j’éleve  plufieùr»  trinômes  numériques, 
comme  i + * -+■  y^3  ■+■  1/î , ÿ*  ■+■  y/î  ■+■  &c-  A 

la  troifiéme  puiflance  5 fie  faifant  mes  remarques  fur  les  troi- 
sièmes puiffances  de  tous  ces  trinômes,  que  je  regarde  com- 
me reprefènrées  par  /-+-  g •+•  h -4-  iy/ffg  Sec.  je  vois  que 
leur  plus  grand  terme  eft  reprefénté  par  6//fghySt  que  ^ggb 
reprefente  dans  quelques- unes  le  plus  grand  terme  aprésle 
précèdent,  St  que  dans  quelques  autres  il  eft  reprefenté  par 
lÿghh , Sc  en  d’autres  par  ÿjfbb. 

30.  Je  compare  6ÿ/gb  avec  le  plus  grand  terme  de  la  pro- 
pofëe,  Se  j’ai  la  première  équation  6y/fgh  = y/6480}  je  com- 
pare ÿxoxy  avec  $ghb,  fie  j’ai  la  fécondé  équation  } y/gbb 
— y/xo2j  j je  compare  ^/ijyo  avec  ÿjfbh , & j’ai  la  troifiéme 
équation  3 ÿfbh  — j/ 1350}  je  dégage  les  inconnues  à l'ordi- 
naire , Sc  je  trouve  /=i,g  = 3>^==î- 
4°.  Je  fubftitue  ces  valeurs  de/,  g,  h,  dans  la  racine  que 
j’ai  fuppofée , fie  je  trouve  ÿf-*-  )jg  y/ b — ÿz  -+-  ÿ}  y/j. 
J’cleve  cette  racine  à la  troifiéme  puiflance,  8c  je  trouve  que 
fa  troifiéme  puifTante  eft  la  propofée  10  -y-  ^3x4  Sec.  d’où 
je  conclus  que  y^3  5 la  racin®  de  la  propofée. 

Avertissement. 

S 1 la  troifiéme  puiflance  de  la  racine  que  j’ai  trouvée  n’avoir 

fias  etc  la  grandeur  propofée,  j'aurois  changé  la  fécondé  Sc 
a troifi  • me  équation  en  comparant  3 y/gbb  Se  3 y/fbb  fùcceffi- 
▼ement  avec  les  plus  grands  termes  , jufqu’à  ce  que  j’eufle 
trouvé  les  valeurs  des  indéterminées  de  la  racine  fuppofée, 
dont  la  troifiéme  puiflance  eût  été  la  grandeur  propofée  $ 
'ce  qu’il  faut  entendre  dans  l’exemple  fixiéme , Si  dans  tous 
les  autres  qui  peuvent  fc  prefènter. 
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ANALYSE  COMPOSÉE, 


ou 


ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fe  réduifènc  à des  équations 
compofécs. 


LIVRE  VL 

De  F approximation  des  racines  des  équations 
numériques. 

■AVERTISSEMENT. 

O»  a expliqué  dans  le  quatrième  Livre  la  maniéré  de’ 
trouver  les  racines  des  équations,  lorfqu’ellesfont  commen- 
furaWes  ; dans  ce  cas , il  eft  inutile  de  les  chercher  par  ap- 
proximation : On  a anffi  donné  au  même  endroit  la  méthode 
de  réduire  une  équation  compofée  aux  équations  plus  fim- 
ples  dont  elle  eft  compofée  , quand  les  produits  des  équa- 
tions linéaires , qui  contiennent  les  racines  prifës  deux  à 
deux,  ou  trois  à trois,  &c.  font  des  grandeurs  commenfu- 
rables:  Enfin  on  a donné  dans  le  cinquième  Livre  le  moyen 
de  trouver  en  plufieurs  cas  les  exprefïions  incommenfura- 
bles,  mais  exactes,  des  racines  incommenfurables  des  équa- 
tions du  fécond  degré,  du  troifiéme  , du  quatrième , &c. 

On  va  donner  dans  ce  fixiénte  Livre  la  méthode  de  trou», 
ver  les  valeurs  approchées  des  racines  incommenfurables 
de  toutes  les  équations  compofées  numériques,  & le  moyen* 
d’approcher  c es  valeurs  aufîi  prés  qu’on  voudra  des  racines 
exactes , qu’on  ne  peut  pas  avoir  dans  la  derniere  jufteflè. 

On  expliquera  dans  le  feptiéme  Livre  les  méthodes  d’ap- 
proximation des  racines  des  équations  littérales  ou  alge~ 
briques, 

SC  m> 


Analyse  demont  re'e. 


trjo 

SECTION  I. 

Où  l’on  explique  les  principes  d’où  dépend  la  méthode  de 
trouver  pour  chaque  racine  d’une  équation  numérique 
composée,  deux  grandeurs , dont  l’une  foit  moindre , & 
l'autre  plus  grande  que  cette  racine. 

Définition  I. 

LE  S grandeurs  entre  lefquelles  fe  trouvent  les  racines 
d’une  équation , feront  nommées  les  limites  de  ces 
racines.  Si  l’on  fuppo(é,par  exemple,  toutes  les  racines  d’une 
équation  réelles  8c  inégales , 8c  que  l’on  nomme  par  ordre 
la  première  celle  qui  eft  la  plus  petite  -,  la  féconde , celle 
qui  eft  immédiatement  plus  grande  que  la  première,  8c  ainfi 
% de  fuite  j d’autres  grandeurs  dont  la  première  eft  moindre 

que  la  plus  petite  racine,  la  fécondé  la  furpafle,  mais  elle 
eft  moindre  que  la  féconde  racine  * 8c  ainfi  de  fuite  : ces 
autres  grandeurs  font  les  limites  des  racines. 

De' finition  II. 

Q.««  d les  racines  d’une  équation  font  les  limites  des 
racines  d une  équation  propofee , on  la  nommera  X équation 
des  limites. 

Corollaire. 

T .o  r.  s qjj  e les  racines  d’une  équation  font  les  limites  des 
racines  d’une  autre  équation , il  eft  évident  que  les  racines 
de  cette  féconde  font  auffi  les  limites  des  racines  de  la  pre- 
mière équation.  * 

THEOREME  I. 

Première  Partie. 

II 3.  S I ton  fubfiitue  une  grandeur  connue  quelconque  pofitive , à la 
place  de  t inconnue  dans  une  équation  compofee , la  femme  connue 
de  toutes  les  grandeurs  de  l équation,  après  la  fubflitution , ejl 
precifement  le  refie  tout  connu  qu’on  trouverait  en  divifant  l équa- 
tion par  t inconnue  linéaire  moins  cette  grandeur  connue. 

. PA  r exemple,  fi  on  fubftitue  la  grandeur  connue  pofitive 

•+-  a dans  — nxx  px  «t-  q = o,  la  fomme  toute  connuç 
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naa  a-  fa  q qui  vient  de*la  fubftitution , eft  preci- 
fément le  refte  qu’on  trouve  en  divifant  — nxx  px 
•*-  q = o , par  x — a — o $ car  en  faifant  la  divifion  , 
comme  on  le  voit  ici,  + "* 

on  trouvera  que  le 
refte  de  la  divifion 
eft  a'  — naa  •+■  pa  a-  q. 

Il  n’v  a qu’à  faire  plufieurs  operations  fomblables , & fe 
les  rendre  familières,  pour  en  voir  la  raifon,  qui  paroît  par 
l’operation  même. 


•f  * *xx  — * nAX 
-+■  t »*x 


xx  — nx  -i - f 

Or  *x  — n* 


Seconde  Partie  du  premier  Theorcme. 

Si  ton  fubftilue  une  grandeur  négative  — -Z  à la  place  de  tin- 
connue  dans  une  équation,  la  fomme  toute  comue  qui  naîtra  de  la 
fubftitution , fera  precifement  le  refte  tout  connu  qu’on  trouvera  en 
dtvifant  la  mime  équation  par  x -4-  a = o. 

I l n’y  a qu’à  faire  l’operation  pour  en  découvrir  la  raifon. 

Corollaire. 

II  fuit  de  ce  Theorême  que  c’eft  la  même  chofe  de  fobfti- 
tuer  une  grandeur  ■+-  ou  — a au  lieu  de  l’inconnue  dans  une 
équation,  ou  de  divifor  cette  équation  par  l’inconnue  moins 
ou  plus  la  grandeur  a,&c  que  l'un  revient  à l’autre,  puifqu’on 
trouve  la  même  chofe  5 ce  qui  le  doit  entendre  dans  la  fuite. 

A 

THEOREME  II. 


Première  Partie. 

119*  LA  fomme  toute  connue  qui  vient  de  la  fubftitution  et  une  gran- 
deur connue  pofttive  quelconque  a,  à la  place  de  l’inconnue 
dune  équaùon , par  exemple  x’  — nxx  px  q = o,  eft 
precifément  le  dernier  terme  de  la  transformée  qu’on  trouverait  en 
fuppofant  x = z •+•  a , & mettant  z -t-  a au  lieu  de  x dans 
t équation. 

Car  cette  transformée  feroit  x1  = ^ •+■  3^  a-  3 aa^  a ’ 

— nxx  =0  — nz^  — waz^ — naa 
a-  px  = p^_  a-pa 

Orq  — a-q, 

dans  laquelle  on  voit  que  le  dernier  terme  dé  — naaarpa 
a-  q,  eft  precifément  la  fomme  qui  vient  de  la  fubftitution 
de  -i-  a au  lieu  de  x,  dans  la  propofee.  M m ij 


iji  Analyse  démontré' e. 

Il  n’y  a qu’à  fe  rendre  cette  operation  familière  par  plo-' 
fleurs  exemples,  pour  en  voir  la  raifon , qui  parole  par  l’o- 
peration même. 

Seconde  Partie  du  fécond  Theorême. 

La  fomme  toute  connue  qui  viendrait  de  la  fubftitution  de  la 
grandeur  négative  — a , au  lieu  de  x dans  une  équation , ferait 
precifément  le  dernier  terme  de  la  transformée , qu’on  trouverait  en 
fuppofant  x — z — a,  & en  fubftituant  dans  la propofie  z — a 
au  lieu  de  x. 

X t n’y  a qu’à  faire  l’operation  pour  en  voir  la  raifon. 

THEOREME  III. 

12.0.  LeS  racines  de  la  transformée  d’une  équation  quelconque , qui 
vient  de  la  fubjlitution  de  Z -+■  a = X,  à la  place  de  t inconnue  x, 
font  les  racines  memes  de  la  propofée  > mais  les  racines  pofitives 

* jg.  de  la  propofee  font  diminuées  de  Li  grandeur  a * dans  la  transfor- 

mée , & les  racines  négatives  delà  propofée  font  augmentées  de 

P j8.  la  même  grandeur  a * dans  la  transformée . 

Ainsi  foppofp  que  toutes  les  racines  de  la  propofée  foient 
pofitives,  les  racines  de  la  transformée  fonc  toutes  les  dif- 
férences de  la  grandeur  a d’avec  chacune  des  racines  de  la 
propofée. 

* 5 S.  ’ Cç  Thçorcme  a été  démontré  dans  le  troifiéme  Livre.* 

Corollaire  I, 

III*  Le  dernier  terme  de  la  transformée,  dont  on  vient  de 
parlpr,  étant  le  produit  de  toutes  les  racines  de  la  transfor- 
mée j Sç  ces  racines  étant  les  différences  de  la  grandeur  a 
d’avec  chacune  des  racines  de  la  propofée , qu’on  fuppofé 
toutes  pofitives , il  eft  évident  que  le  dernier  terme  de  cette 
transformée  eft  le  produit  de  toutes  les  différences  de  la 
grandeur  a d’avec  les  racines  de  la  propofée. 

Corollaire  II. 

12.1*  Mai  s en  fubftituant  -+-  a dans  la  propofée  à la  place  de  x, 
la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme  de 
la  transformée  dont  on  vient  de  parler  j c’eft  pourquoi  en 
fubftituant  une  grandeur  quelconque  -4-  a dans  une  équa- 
tion propofée , dont  toutes  les  racines  font  pofitivçs , à lq 
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S lace  de  x,  la  fomme  toute  connue  qui  vient  de  cette  fub- 
itution,  cft  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font 
entre  la  grandeur  fubffituée  a & les  racines  de  la  propofée. 

Ce  Corollaire,  c’eft  à dire  que  la  fomme  toute  connue 
qui  vient  de  la  fubftitution  d’une  grandeur  connue  a,  au 
lieu  de  l’inconnue  de  l’équation , eu  precilcment  le  produit 
de  toutes  les  différences  qui  font  entre  a (c  les  racines  de 
la  propofëe,  qu’on  foppofe  toutes  pofitives,  fe  peut  démon- 
trer de  cette  autre  maniéré. 

Suppofé  que  les  racines  d’une  équation  foient  b,  c,  d,  ainlî 
les  équations  linéaires  donc  elle  eu  compofce , font  x — b 
= o , x — r = o,  x — d—  o.  Si  on  met  une  grandeur 
connue  a au  lieu  de  x , elles  feront  changées  en  a — b — ot 
a — c — o,  a ' — d — o.  Le  produit  de  ces  trois  quanti- 
tés a — a — c , a — d,  eft  évidemment  le  même  qu’on 
trouveroit  fi  l’on  fubftituoit  -+•«*  au  lieu  de  x dans  l’équation 
compofée  x'  — bxx , &c.  qui  eft  le  produit  des  trois  équa- 
— exx 
— dxx 

cions  fimples  x — b = o , x — r = o , x — d = o.  Mais 
il  eft  évident  que  le  produit  des  trois  quantités  a—by4  — ey 
a — d,  eft  le  produit  des  trois  différences  qui  font  entre  la 
grandeur  a & les  trois  racines  by  c , d de  la  propofée  : donc 
fi  l’on  fubftitue  une  grandeur  a au  lieu  de  l’inconnue  d’une 
équation  dont  toutes  les  racines  font  pofitives,  la  fomme 
route  connue  qui  en  vient , eft  le  produit  des  différences 
qui  font  entre  4 & les  racines  de  l’equation. 

R £ m a a q^u  e s. 

I- 

S ï 1»  grandeur  a qu’on  fubftitue  à \z  place  de  l'inconnne 
dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  pofitives,  eft 
zéro , ou  une  grandeur  moindre  que  la  plus  petite  des  raci- 
nes , il  eft  évident  que  toutes  les  différences  o — b,  o — c, 
o — d , ou  a — b,  a — c,  a — d,  font  toutes  négatives , 
& ont  les  mêmes  fignes  — • qu’ont  toutes  les  racines  dans 
les  équations  linéaires  x — £ = o,#  — r = o,  x— - d = o: 
par  confequent  le  produit  de  toutes  les  différences , c’eft  à 
dire  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubftitution 
de  4 au  fieu  de  x dans  l’équation,  aura  le  même  figne  que 

Mm  iij 
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le  dernier  terme  de  l'équation  qui  eft  le  produit  des  racine» 
— b,  — c,  —d. 

II. 

Si  la  grandeur  a ferpaflé  la  première  racine  qui  eft  la 
plus  petite,  & qu’elle  loit  furpaflee  par  la  feconde  racine, 
il  eft  évident  que  la  première  différence  a — b eft  pofitive, 
& que  toutes  les  autres  a — c,  a — d,  font  négatives  .•  par 
conlèquent  le  produit  de  toutes  les  différences  a — b,  a — c, 
a — d j qui  eft  la  ibmme  qui  vient  de  la  fubftitution  de  a 
au  lieu  de  x dans  l’équation,  aura  un  ligne  différent  de  celui 
du  dernier  terme  de  l’équation. 

1 1 I. 

Si  la  grandeur  a furpaffé  les  deux  premières  racines , Sc 
qu’elle  foit  moindre  que  la  troifiéme,  il  eft  évident  que  les 
deux  premières  différences  a — b , a — c,  feront  pofitives , 
& que  la  troifiéme  a — d fera  négative,  & les  autres  fuivan* 
tes , fi  l’équation  eft  du  quatrième  ou  cinquième  degré,  &c. 

f»ar  confequent  le  produit  de  toutes  les  différences,  qui  eft 
a femme  qui  vient  de  la  febftitution  de  a au  lieu  de  x dans 
J’équation  , aura  un  ligne  différent  du  precedent  $ c’eft  i 
dire,  le  même  ligne  que  le  dernier  terme  de  l’équation. 

Corollaire  III.  fondamental. 

12, 3.  En  continuant  le  même  raifennement , on  verra  qu’en 
prenant  feccelfivement  a pour  les  grandeurs  entre  lefquelles 
ies  racines  d’une  équation  quelconque,  dont  toutes  les  raci- 
nes font  pofitives,  font  des  grandeurs  moyennes  ; & febfti- 
tuant  feccelfivement  ces  grandeurs  a au  lieu  de  l’inconnue 
dans  l’équation  propofee  , en  commençant  par  celle  qui 
eft  moindre  que  la  plus  petite  racine,  les  femmes  toutes 
connues  qui  viendront  des  febftirutions  feccellives , auront 
alternativement  le  ligne  du  dernier  terme  de  l’équation  Sc 
fen  ligne  oppofe , c’eft  à dire  -+■  & — dans  les  équations 
des  degrés  pairs,  comme  du  fécond,  du  quatrième,  du  fixié- 
me,  &c.  & — & -f-  dans  les  équations  des  degrés  impairs. 
Si  l’on  febftitue  à la  place  de  l'inconnue  d’une  équation, 
dont  toutes  les  racines^font  pofitives,  une  grandeur  pofitive 
•+-  qui  furpaffé  la  plus  grande  des  racines  de  l’équation, 
la  femme  toute  connue  qui  viendra  de  la  febftitution,  aura 
toujours  le  figue  -f-  5 car  cette  femme  eft  le  produit  de  tou. 
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tes  les  différences  qui  font  entre  la  grandeur  fubftituée  6c 
touces  les  racines  de  l'équation  ; & comme  cette  grandeur 
eft  fuppofée  plus  grande  que  toutes  les  racines , toutes  ces 
différences  auront  chacune  le  ligne  ■+•  * leur  produit  aura 
donc  le  ligne  «k 

Corollaire  IV. 

U4*  Il  luit  de  là  & du  focond  Theorême,  que  fi  l’on  transforme 
une  équation  propofée , en  ftppofant  Ion  inconnue  x — 
*-<*,&  fubftituant  au  lieu  de  x dans  la  propofée, 
quand  le  ligne  du  dernier  terme  de  la  transformée  fera  le 
même  que  celui  du  dernier  terme  de  la  propofée , la  gran- 
deur a,  dont  les  racines  pofitives  font  diminuées,  fora  moin- 
dre que  la  plus  petite  racine  de  la  propofée,  ou  qu’elle  fur- 
paflèra  un  nombre  pair  des  racines  pofitives  de  la  propofée, 
comme  deux  ou  quatre , &c.  Mais  fi  le  dernier  terme  de  la 
transformée  a un  ligne  different  de  celui  du  dernier  terme 
de  la  propofée , la  grandeur  a furpalïè  necellairement  la 
moindre  racine  pofitive  de  la  propofée  j mais  elle  en  peut 
auffi  furpaffer  un  nombre  impair,  comme  trois,  cinq,  8cc. 

Corollaire  V.  * 

Il  J.  Si  l’on  fublticue  fuccdîîvement  une  grandeur  négative 

— a dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  néga- 
tives & differentes,  à la  place  de  l’inconnue,  & qu’on  com- 
mence par  fubftituer  une  grandeur  — a moindre  que  la 
plus  petite  des  racines  négatives , & enfoite  une  grandeur 

— a plus  grande  que  la  première  racine  négative  , mais 
moindre  que  la  foconde,  & ainfi  de  fuite,  les  fommes  toutes 
connues  qui  viendront  des  fubftitutions  fuccelfives,  auront 
alternativement  les  lignes  -4-  & — . 

La  démonftration  eft  fi  facile  après  celle  qu’on  a donnée 
pour  le  cas  où  les  racines  font  toutes  pofitives  , qu’il  eft 
inutile  de  la  mettre. 

à 

THEOREME  IV. 

ilô.  QjJ  A NT)  toutes  les  racines  fuite  équation  font  négatives  & 
réelles , fi  ton  fubfiitue  une  grandeur  fofitive  quelconque  ■+■  a au 
lieu  de  t inconnue,  la  fommc  toute  connut  qui  viendra  de  la  fubfti- 
tution , aura  toujours  le  figne  ■+■  i Et  quand  les  racines  font  toutes 
fofitive  s,  filon  fubfiitue  une  grandeur  négative  quelconque  — a 
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au  lieu  de  F inconnue , la  fortune  toute  cornue  qui  en  viendra,  an  ri 
toujours  le  même  figne  quavoit  le  dernier  terme  de  liquation. 

Ce  Theorême  eft  évident  après  tout  ce  qui  précédé. 

A 

THEOREME  V. 

lt7‘  QjJANB  toutes  les  racines  d'une  équation  font  égales,  quelles 
font  en  nombre  pair , & quelles  font  toutes  pofitives  ou  toutes 
négatives  > ou  bien  un  nombre  pair  de  pofitives , & un  nombre 
pair  de  négatives , fi  l'on  fubJUtue  une  grandeur  a fait  pofitive , 
foit  négative , moindre  ou  plus  grande  que  chaque  racine  égale r 
la  fimme  qui  viendra  de  la  fubjlitution  fera  toujours  pofitive. 

Démonstration.. 

S o r e n t les  équations  linéaires  dont  l’équation  eft  conr- 
pofee  x — b = oy  x — b — o,  x — ^ — o,  * — b = o,. 
ou  bien  x — è = o,  x — £ = o,  jc  •+■  b ■=»  o,  x -r-  b = Oj 
fi  l’on  fubftitue  dans  chacune  de  ces  équations  linéaires  une 
grandeur  -4-  a moindre  ou  plus  grande  que  la  racine  b , l’on 
aura  a — b,  a — b,  a — b,  a — bi  ou  bien  a — b,  a — b, 
a-*- b,  a-*- b. 

i°.  Il  eft  évident  que  fi  <*efl  moindre' que  b,  les  quatre 
grandeurs  a — b,  a — b,  a — b,  a — b , font  négatives j 
ainfi  leur  produit  tout  connu  fera,  pofitif.  Sia  furpaïïe  b, 
les  quatre  grandeurs  a — b,  a — b , a — b,  a — £,  fone 
toutes  pofitives  j ainfi  leur  produit  fera  pofitif. 

i°.  Si  a eft  moindre  que  b,  les  deux  grandeurs  a — b, 
a — b , font  négatives  ; ainfi  leur  produit  qui  eft  pofitif , 
étant  multiplié  par  les  deux  autres  qui  font  pofitives  a-r-  b, 
a a-  b,  donnera  un  produit  pofirif.  Si  a furpafle  b,  les  quatre 
grandeurs/* — b , a — b,a-*-b , a -4-  b , font  pofitives , 
ainfi  leur  produit  eft  pofitif 

Mais  il  eft  évident  que  le  produit  des  quatre  grandeurs 
a — b,  a — b,  a — b,  a — b,  & celui  des  quatre  a — b,  a — b, 
a-r-b , a or  b , font  precifément  lès  fommes  toutes  connues» 
qui  viendroient  en  iùbftituant  la  grandeur  a au  lieu  de  x 
dans  l’équation  compofée  des  équations  linéaires  * — è 
= 0,  x — b = o,  x — b=o,  x — b = o,  ou  des  équa- 
tions linéaires  x — b = o,  x — b = o,  x -*■  b — o,.x-t~lr 
= o j donc,  &c. 

La  démonftration.  fe  fera  de  la  même  maniéré  , fi  l’otr 

iùbftitue 
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fubftitue  la  grandeur  négative  — a moindre  ou  plas  grande 
que  la  racine  égale  b. 

Corollaire. 

I l eft  évident  que  ce  Théorème  eft  également  véritable 
par  raport  â une  équation  compofée  d'un  nombre  pair  de 
racines  égales  qui  ont  un  même  ligne  ■+■  ou  — , & d’un 
autre  nombre  pair  d’autres  racines  égales  differentes  des 
premières,  qui  ont  aulli  toutesle  même  ligne  ou  le  même 
ligne  — . 

Remarques  four  le  Théorème  fuivanr. 

U$.  i°.  I l faut  remarquer  fur  les  racines  imaginaires,  donc  on 

Earlera  dans  ce  Theorême  , qu’elles  font  toujours  en  nom- 
re  pair  dans  une  équation  compofée.*  * 19. 

i°.  Qu’elles  peuvent  être  de  deux  fortes,  ou  purement  ,+ec»r. 
imaginaires  comme  dans  ces  équations  linéaires  x V — ah 
= 0,  x — V—ab  — o J ou  contenir  une  partie  réelle,  & 
l’autre  imaginaire , comme  dans  celles-ci  x — b V — bc 
«=  o,  x — b — >/  — bc  =±-  o. 

30.  Qu’étant  toujours  deux  à deux  dans  une  équation 
compofée,  Il  l’une  eft  purement  imaginaire,  l’autre  l’eft  aufli: 
fi  l’une  contient  une  partie  réelle  & l’autre  imaginaire , il 
faut  que  i’autre  contienne  la  même  partie  réelle  fous  le 
même  ligne,  & la  partie  imaginaire  fous  un  ligne  oppofé} 
la  raifon  en  eft  qu’autremencla  racine  imaginaire paroîtroit 
avec  fcn  figne  dans  l’équation  compofëe , où  l’on  fuppofe 
qu’il  n’y  en  parole  aucune. 

4".  Dans  les  équations  où  la  racine  eft  purement  imagi- 
naire , comme  dans  x -+-V  — ab  — o,  x — V — ab  = a, 
on  pourra  dire  que  la  racine  imaginaire  de  la  première  eft 
négative,  & celle  de  la  féconde  polltive  : mais  dans  les  équa- 
tions x — b -y-y/  — bc  — o,  x — b — V — bc—o,  on  dira 
que  les  deux  racines  font  pofitives  -,  & dans  les  deux  équa- 
tions x -y-  b -y-V  — bc—o , x -y-  b — V — bc*=o,  qu’elles 
font  négatives , ces  dénominations  étant  arbitraires. 

j°.  Une  équation  donc  les  deux  racines  font  imaginaires, 

& qui  a tous  lés  termes , comme  xx  — zbx  + li  = o,  oa 

*♦*  bc 

xx  -+-  zbx  -4-  bb  = o,  contient  une  équation  de  deux  racine» 

*rbt  Nn 
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égales,  toutes  deux  pofitives,  ou  toutes  deux  négatives;  te 
de  plus,  elle  a dans  Ion  dernier  terme  tout  connu  une  gran- 
deur pofitive , outre  le  quarré  de  la  racine  égale  j ainfi  ibn 
dernier  terme  bb  ■+•  bc,  qui  eft  toujours  pofitif , furpaflè 
le  dernier  terme  de  l’cquation  des  deux  racines  égales  xx 
i;  ibx  bb  d’une  grandeur  pofitive  •+-  bc. 

A 

THEOREME  VI. 

119.  Sj  Ion  fubftitue  une  grandeur  a fait  pofitive,  foit  négative,  qui 
foit  moindre  que  la  partie  réelle  des  racines  imaginaires , quand 
elles  en  ont  une , ou  qui  foit  plus  grande , ou  qui  lui  foit  égale , 
dans  une  équation  qui  a fes  deux  racines  imaginaires , à la  place 
de  £ inconnue  x , la  forme  toute  connue  qui  en  viendra,  aura  tou- 
jours le  figne  -jr. 

Démonstration. 

i°.  Le  Théorème  eft  évident  par  lui-même,  quand  les  deux 
racines  de  l'équation  font  purement  imaginaires , comme 
dans  xx-*-  bc  = o $ quand  les  deux  racines  imaginaires 
ont  une  partie  réelle , qui  èft  toujours  la  même , St  avec  le 
même  figne , en  ôtant  du  dernier  terme  la  grandeur  pofi- 
tive qui  s’y  trouve , fie  laiflânt  le  quarré  pofitif  de  la  partie 
réel  le,  l’équation  aura  deux  racines  égales  & réelles,  toutes 
deux  avec  le  même  figne  < donc  par  ce  qui  a été  démontré 

iiour  les  équations  des  racines  égales  en  nombre  pair  fie  avec 
e même  ligne,  en  fubftituant  -h  ou  — a dans  cette  équa- 
tion, la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra  aura  le  figne  •*•  $ 
fie  fi  l’on  {ÿbftitue  la  partie  réelle,  qui  eft  la  racine  de  l’équa- 
tion qui  a fes  deux  racines  égales , la  lomme  toute  connue 
qui  en  viendra  fera  zéro  : donc  en  y ajoutant  la  grandeur 
pofitive  du  dernier  terme , qui  eft  caulè  que  l’équation  a 
deux  racines  imaginaires , cette  fomme  aura  toujours  le 
figne  •*-.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Corollaire  I. 

S 1 une  équation  eft  compofée  de  quatre , de  fix , de  huit 
racines  imaginaires  , en  y fubfticuant  à la  place  de  l’incon- 
nue une  grandeur  quelconque  a pofitive  ou  négative  , 1» 
fomme  qui  en  viendra  aura  toujours  le  figne 
Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  du  fixiéine  Théorème, 
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Corollaire  II. 

X l n’y  a aucune  grandeur  réelle  qui  étant  fubftituce  à la 
place  de  l’inconnue  d’une  équation  dont  toutes  les  racines 
ibnt  imaginaires , donne  zéro  pour  la  fommc  toute  connue. 

A 

THEOREME  VII. 

IJO.  Si  une  équation  compofée  a plufieur s racines  pofitives  fi-  inéga- 
les , fi-  qu'elle  en  ait  encore  de  négatives  , qu'elle  en  ait  même 
encore  d'égales  en  nombre  pair , fir  qui  foient  toutes  pofitives  ou 
toutes  négatives , ou  qui  foient  pofitives  en  nombre  pair , fi-  néga- 
tives en  nombre  pair  ; qu  enfin  elle  en  ait  encore  ( fil  on  veut  ) 
dé  imaginaires , qui  font  toujours  en  noml/fe  pair  J qu'on  fubftitue 
fucceijïvemtnt  dans  l équation  compofée , à la  place  de  l inconnue , 
une  grandeur  pofitive  a , i°.  moindre  que  la  plus  petite  des  pofiti- 
ves inégales  J 2°.  plus  grande  que  cette  première , (fi-  moindre  que 
la  fécondé  racine  pofitive , fi-  ainft  de  fuite , par  raport  aux  feules 
pofitives  inégales , les  fommc  s toutes  connues  qui  viendront  des 
fubftitutions  fucceffives  auront  alternativement  les  lignes  fi-  — , 
fi  les  racines  pofitives  inégales  font  en  nombre  pair,  fi-  alterna- 
tivement — fi--*-,  fi  les  racines  pofitives  font  en  nombre  impair. 

Démonstration. 

Q u’o  n conçoive  feparément  l’équation  compofente  des 
racines  pofitives  inégales,  qu’on  nommera  A,  pour  rendre 
la  démonftration  plus  claire  -,  fie  feparément  l’cquation  com- 
pofente  des  racines  négatives , qu’on  nommera  B > 2>c  fepa- 
rément celle  des  racines  égales , qu’on  nommera  C J 8c 
enfin  celle  des  racines  imaginaires,  qu’on  nommera  D.  Il 
eft  évident  par  le  troifiéme  Corollaire  fondamental  du  }' 
Theorême, *que  les  fubftitutions  fiicceffives  des  grandeurs  a,  * ,jjt 
telles  qu’on  les  a fuppofées,  dans  l’équation  A à la  place  de 
l’inconnue  x , donneront  fucceffivement  des  Tommes  qui 
auront  alternativement  •+■  fie  — , ou  — 6c  -4-  : Il  eft  aufli 
évident  par  les  4',*  j',*  8c  6e*  Théorèmes,  que  les  mêmes 
grandeurs  fucceffives  a étant  fubftituées  fucceffivement  dans  * 127. 
les  équations  JS,  C,  D,  les  fommes  qui  en  naîtront  auront  * n?. 
toujours  le  ligne  -4-.  Ainfi  le  produit  qui  naîtra  de  la  multi- 
plication d’une  fomme  connue  qui  vient  de  la  fubftitution 
de  a dans  l’cquation  A , par  le  produit  des  trois  fommes 
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connues  qui  viendront  de  la  fubftitution  de  la  même  gran- 
deur a dans  les  trois  équations  B,C,  D,  aura  toujours  le 
même  ligne  que  celui  de  la  Tomme  connue  qui  vient  de  la 
fubftitution  de  a dans  l’équation  A ; car  les  autres  Tommes 
de  B,  C,  D,  ayant  toujours  -a-,  leur  produit  par  la  lômme 
connue  de  A aura  le  ligne  de  cette  lomme. 

Mais  il  eft  évident  que  le  produit  qui  vient  de  la  multi- 
plication des  Tommes  connues  que  donnent  les  équations 
B,C,  D,  par  la  lômme  connue  que  donne  l’équation  A , 
eft  la  Tomme  toute  connue  qu’on  trouve  en  fubftituant  la 
même  grandeur  a au  lieu  de  x dans  l’équation  compofée 
des  quatre  équations  A , B , C,  D.  Par  conlëquent  les  lôm- 
mes  toutes  connues  qui  naîtront  des  fubftitutions  Tucceflives 
des  grandeurs  a,  telles  qu’on  les  a fuppofces,dans  l’équation 
compolee  des  quatre  A , B , C,  D , au  lieu  de  l’inconnue  x , 
auront  alternativement  St  — , ou  — 8c  Ce  qu'il  fallut 

démontrer.  -,  T 

Corollaire  I. 

S i en  fubftituant  deux  grandeurs  politives  connues  -+•  <*  & 
l’une  après  l’autre  dans  une  équation  quelconque,  à 
la  place  de  l’inconnue  x,  les  deux  Tommes  connues  qui  en 
nailïènt  ont  les  lignes  oppofés  8t  — , ou  — & , il  eft 

certain  qu’il  y a au  moins  une  racine  poiîcive  de  cette  équa- 
tion entre  les  deux  grandeurs  a St  b',  c’eft  â dire,  plus  grande 
ue  la  moindre  des  deux,  & plus  petite  que  la  plus  grande 
es  deux  grandeurs  a St  t. 

Il  faudroit  conclure  la  même  chofe  fi  on  divilôit  la  même 
équation  par  x — a = o,  8c  enfuite  par  x — b — o,  St  que 
les  deux  aivifions  donnalTenc  deux  relies  qui  euflent  des 
lignes  oppoles.* 


3 


Corollaire  II. 

5 i l’on  fùbftituoic  — a , — b , l’une  après  l’autre , à la 
place  de  x , ou  fi  l’on  divifoit  l’équation  par  x -+-  a = o, 

6 par  x ■+•  b = o,  & fi  les  deux  lômmes  qui  naîtroienç 
des  fubftitutions , ou  les  deux  relies  des  divifions , avoient 

* IlS-  des  lignes  oppofés , il  eft  certain* qu’il  y auroit  au  moins 
C-u6.  une  racine  négative  entre  les  deux  grandeurs  a St  b,  plus 
grande  que  la  moindre  des  deux,  St  plus  petite  que  la  plus 
grande  des  deux  grandeurs  a St  b, 
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Corollaire  III. 

S i l’on  transforme  une  équation  en  deux  autres , i8.  en 
luppoiànt  l’inconnue  de  l’équation  x = ^ -+-<*,  8c  fubfti- 
tuanc  j^-+-  a au  lieu  de  x dans  l’équation  ; i°.  en  fuppofanc 
l’inconnue  x —y  -+-  b , & fubftituant  y ■+•  b au  lieu  de  x 
dans  l’équation , 8c  que  les  deux  derniers  termes  des  trans- 
formées ayenc  deux  lignes  oppofés,il  eft  certain  qu’il  y a au 
moins  une  des  racines  pofitives  de  l’équation  propofée  entre 
a Sc  b,  plus  grande  que  la  moindre  des  deux , 8c  plus  petite 
que  la  plus  grande  des  deux  grandeurs  a Sc  b. 

Mais  fi  l’on  fuppolê,  i°,  x = ^ 8c  enfuite  x =y 
• — b , 8c  fi  apres  avoir  fait  les  fubftitutions  de  ^ — a au  lieu 
de  x,  Sc  dey  — a au  lieu  de  x dans  l’équation,  il  vient  deux 
transformées  dont  les  lignes  foient  dinerens,  il  eft  certain 
qu’il  y a au  moins  une  racine  négative  de  l'équation  entre 
les  grandeurs  a Sc  b. 

Ces  trois  Corollaires  lont  dçs  fuites  évidentes  des  Théo- 
rèmes précédents,* 

Corollaire  IV. 

Q,u  a n d on  peut  trouver  deux  limites  pour  chacune  des 
racines  d’une  équation , c’eft  à dire  deux  grandeurs  pour 
chaque  racine,  dont  l’une  eft  moindre  8c  l’autre  plus  grande 
que  cette  racine , il  eft  certain  que  toutes  les  racines  de 
l’équation  font  réelles  Sc  inégales  5 car  il  n’y  a pas  de  limi- 
tes pour  les  imaginaires,  puifqu’on  a démontré+que  quelque 
grandeur  qu’on  fubftitue  dans  une  équation  dont  les  racines 
font  imaginaires  , la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  a 
toujours  ; Sc  il  eft  évident  qu’il  n’y  a pas  d’autres  limites 
entre  les  racines  égales  que  zéro, 

Corollaire  V. 

Si  l’on  peut  trouver  deux  limites  pour  chaque  racine  d’une 
équation,  ou  fi  l’on  trouve  les  limites  des  unes,  8c  zéro  pour 
les  limites  des  autres  ; ou  fi  l’on  trouve  zéro  pour  les  limites 
de  chacune,  toutes  les  racines  de  l’équation  font  réelles  j 
car  on  ne  fçauroit  trouver  pour  les  imaginaires  dçs  limites 
dont  l’une  foie  moindre  8c  l’autre  plus  grande  que  chaque 
racine  imaginaire  -,  on  ne  fçauroic  auffi  trouver  zéro  pou? 
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les  limites  des  racines  imaginaires  : Ainfi  quand  on  trouve 
les  limites  de  toutes  les  racines,  ou  du  moins  zéro  pour  leurs 
limites,  elles  font  toutes  réelles. 

Première  fuppofition. 

Les  équations  linéaires  de  toute  équation  compofee , dont 
toutes  les  racines  font  réelles  inégales  & poficives,  foienc 
reprefentées  par  x — a = o , x — £ — o , x — c = o , 
x — d — o , Sec.  que  ces  racines  aillent  en  augmentant 
dans  l’ordre  qu’on  les  voit  ; c’eft  à dire , que  a foit  la  plus 
petite , & b plus  grande  que  ay  c plus  grande  que  b ; & ainfi 
de  fuite:  que  la  différence  de  a Se  de  b foit /,  celle  de  a & 
de  c foit  g,  celle  de  a & de  d foit  h , Sc  ainfi  de  fuite  -,  l’on  a 
a -*-f  — b , a -<r  g — c , a h ~ d.  Que  les  différences  de 
la  fécondé  racine  b d’avec  les  autres,  loient  exprimées  par 
les  mêmes  lettres  de  fuite  / g,  b,&cc.  ainfi  la  différence  de  b 
& de  « foit/,  celle  de  b & de  c foit  g , celle  de  b & de  d 
foit  A,  &c.  ( On  fe  fe rt  des  mêmes  lettres  pour  marquer  les 
différences  , quoiqu’incgales,  afin  de  rendre  la  chofe  plus 
fimple 5)  ainfi  a — b — / c = b- 1- g , d = b ■+■ h.  Que  les 
différences  de  la  troifiéme  racine  d’avec  les  autres  foienc 
auffi  marquées  par  les  mêmes  lettres/,  g,  h.  Sec.  ainfi  a = c 
— /,  b=ic  — g,  d — c+-h.  Enfin  que  les  différences  de 
quelle  racine  on  voudra  de  l’équation  d’avec  les  autres , 
foient  marquées  de  fuite  par  les  lettres  /,  g,  h,  Sec. 
i°.  Il  eft  évident  que  les  équations  linéaires  donc  l’équation 
eft  compofée , peuvent  être  reprefentées  par  des  équations 
linéaires,  qui  auront  toutes,  celle  des  racines  de  la  propofée 
qu’on  voudra , jointe  avec  les  différences  qui  font  entre 
cette  racine  Se  les  autres. 

Premières,  Secondes,  Troifièmet.  Quatrièmes.  Cinquièmes. 

x — 4 — o — x — 4 =0  = * — O = * — c -è-/=o  = x — d ■+■  / = a 

x — i = o — * — » — /—  o =x  — b = a =*  — r + | = o =1— o 
x — c = 0 =x  — » — r = 0 =* — i — g — o =*  — c.  =o—x  — dJr-h  — a 
x — 4 — o -*  — <!— o — x — b — h— a — x — c — b — o — x — 4 =o* 

i°.  Il  eft  évident  que  le  produit  des  premières  équations, 
celui  des  fécondés,  celui  des  troifiémes , celui  des  quatriè- 
mes , celui  des  cinquièmes , font  tous  égaux  , & que  les 
équations  compofées  qui  viennent  de  ces  produits , font 
precifément  la  même  équation  fous  différentes  expreffions, 
comme  on  le  voit  ici.  Il  faut  les  former  foi-même  pour  fe 
rendre  cette  formation  familière. 
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Première  équation. 

V — ax>  •+■  *A*x  — aAex  -4-  *bci  ss  ti 

— Ax>  «+-  aex*  — xidx 

— ex1  -4*  xdxx  — acdx 
«—  dx'  -4-  Aex*  — hcd% 

•+-  Aiixx 
•4-  cdxx 

Seconde  équation. 


— 4**»  -4-  «aax*  — 4*»*  -4-  a*  a X*  — 4*x'  -4-6****  — 4*'x  -4-  a<  X ï 


— /*'  -4*5 /*** — if«t  -4-  /*'  a 

-4-*> 

— -f-  \*SUC 

4»  X ' 

•—  g*'  *4*  «*x* — Jf***  -4-  g»‘  — 

-4-** 

— $*xx  -+-  ysx 

— «'  X — | 

«—  Ax1  -4-  jAaxx  — 5 Aaax  ■+•  Aa»  a 

— )4XA  -H  J44X 

— a*  X — 4 

-♦-A"  — » fi**  •drfg*»  = 

4>xx  — 1«* 

-4-aa  x*4 -fl 

►4-  fhxx  — ifhtx  •+•  fhxx  ~ 

»♦*  x*  — ta* 

4*mx*4 • /A 

■J-f  Ax*  — tj  Aa*  -4-  jAax  =3 

X*  1*JC 

-4-  aa  X -4-fA 

— /fA*  H-fghx  a 

-4-* 

— » X —/fi 

Troifiéme  équation. 


fr*  — «J*'  -4-  «AA*x  — 4i>*  -4-  4» 

at4  •—  4^x*  Hh  éblxx  — 4M*  i 

*♦*/**  —rfixx  -4*  j/AAx  — /ï»  es 

-4-  **  — 5A**  -4-  |AA* — *' X-*-/ 

— f**  -4-  jfAxx  — jjAAx  -4-  gf  es 

-4-  x1  — 5***  -4-  jAAx  — A*  X — * 

— AV  -4-  jAixx  — | AAAx  -+•  AV  a 

-t-  V — jA**  -4-  jAAx  — A*  x — A 

— /f**  -4-  t/|A*  — /fAA  a 

«4-  **  — iAx  -4.  AA  x — fg 

—fhxx  •+“  i fhbx  — fhbb  =5 

■+•  xx  — xbx  -+-  ££  x — fh 

rt*  f A**  — if  AA*  -4-  £ AAA  a 

•4*  XX  — tix  -4- AA  x -4- fi 

«4-  /fA*  — fghb  a 

•+•  a —A  X-4-/f* 

Quatrième  équation. 

K*  — 4<x’  -4-  feex*  — 4*1*  -4-  e»  a ■ 

**  — 4e**  -4-  iccxx  — 4t'x  4*nxi 

<+•/*’  — j/fxx  -4-  j/tex — /V  a 

-4-  x*  — je**  -4-  jee*  — t'  x -4*  / 

•4-f*>  — Jffxx  -4-  jjccx — jfc1  a 

•4*  *J  — je**  -4-  jee*  — e‘  x -4-  f 

. — Ax*  -4-  jAex*  — jArc*  -4-  Ae*  a 

■4-  **  — yxx  -4-  y ex  — c*  x — h 

>4 -fgx*  — xfgcx  -y-fgee  a 

*4-  **  — te*  -4*  ce  x -4 -fg 

- — fhxx  -4-  i/Aex  — /Are  a 

*+•  **  — te*  -4-  » x — /A 

a—  f Axx  -4*  JfAex  — ghct  a 

*****  —te*  -4-eex — fA 

—/fi*  ■4*/fi£  = 

«4**  — t x—  /fA 

Cinquième  équation. 

X1  — 4 dx1  «4-  iddxx  — 4jé'x  -4-  V a 

x*  — 4<rfx'  -4-  «ffx*  — 4V*  -4-  V x I 

•4-/V  — î/dx*  -4-j/Vdx— /V  a 

-4-  V — jdxx  -4-  \ddx  — di  x -4-  / 

*4-fV  — ifdxx  -+•  tjriUx  — fV  a 

-4-*'  — \dxx  -4-  (JZx  — f*  X -4-f 

-4-  hx!  — jhdtx  -4-  jAdix — AV  a 

.4-  *'  — jéxx  -4-  jdf*  — V x -4*  A 

•4*/f**  — r/fdx  -4-/fVé  a 

•4*  *x  — 1 dx  id  fg 

*4* /Axx  — t/AWx  -t-  fhdd  a 

•+•**  — a dx  -4 -dd  x-t-fh 

»+■  f Axx  — ighdx  -4-  *A<W  a 

ft-x*  — îdx  -t-dd  x -h-gh 

•f/ii*  — /ÿAd  a 

ft*  * — * X ’tflh 
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THEOREME  VIII. 

• TovtE  équation  compofèe,  dont  les  racines  font  réelles  inéyts 
les  & pofltives , peut  être  conçue  comme  contenant  toutes  les  équa- 
tions faites  de  feules  racines  égales  à celle  de  fes  racines  qu'on 
voudra , qui  fuivent. 

i°.  Une  équation  du  degré  de  la  propofee , par  exemple  du  q° 
degré , dont  toutes  les  racines  font  égales  a celle  qu’on  voudra  des 
racines  de  la  propofee  , laquelle  équation  de  racines  égales  efl 
multipliée  par  l'unité. 

2.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d’un  degré 
que  la  précédente , multipliée  par  chacune  des  différences  qui  cjl 
entre  cette  racine  égale  & les  autres. 

f . Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d’un  degré 
que  la  precedente , multipliée  par  chacun  des  produits  des  mêmes 
différences  multipliées  en t déliés  deux  à deux. 

q.  Une  équation  des  mimes  racines  égales  moindre  d'un  degré 
que  la  precedente,  multipliée  par  chacun  des  produits  des  mêmes 
différences  multipliées  entr  elles  trois  à trois. 

Et  ainfi  de  fuite , jufqu'd  ce  qu’on  [oit  arrivé  à une  équation 
linéaire  qui  a la  même  racine  égale,  & laquelle  équation  linéaire 
efl  multipliée  parle  produit  des  mêmes  differentes  multipliées  toutes 
les  unes  par  les  autres. 

Ce  Theorême  eft  évident  par  la  fuppofition  précédente- 


Remarque  fur  cette  formation  des  équations. 

Supposant  que  l’on  marque  chacune  des  racines  a,h,c,df 
de  la  propofée , par  k , on  aura  l’équacion  fuivante , 

x*  — 4 kx'  -+-  Gkkxx  — 4&'.v  •+*  k*  x x 

•+-  x*  — $kxx  ■+■  }kkx  — kl  x+y 

«♦-  x’  — 3 kxx  -+-  3 kkx  — kl  x + g 

t-  — }kxx  -+-  3 kkx  — kl  x ;t  h 

H-  XX  ikx  -H  kk  x ±fg 

xx  — tkx  -r-  kk  * fh 


-4-  **  — ikx  -*-kk  x ±_gh 

*+■  x — k x ii/gh 
a 4-  qd,  a ■+-  }d,  a 4-  id,  a-*-ïd,  a o. 


Le  premier  terme  de  l’équation  linéaire  ■izfghx  +-fgh  * . 


qui 
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qui  eft  la  dernière,  a le  ligne  — , fi  les  racines  fonc  en  nom- 
bre pair,  & qu'on  conçoive  que  k reprelënte  la  plus  pence 
racine  a de  la  propolee  -,  & il  a le  ligne  , lî  les  racines  font 
en  nombre  impair. 

Le  même  premier  terme  fghx  a un  ligne  oppolc  au  pre- 
cedent, fi  l’on  conçoit  que  k reprelënte  la  féconde  racine  b. 
Il  a un  ligne  oppolë  au  precedent,  fi  k reprefente  la  troi- 
fiéme  racine  c.  Il  a un  ligne  oppofé  au  precedent , fi  k re- 
prelënte la  quatrième  racine  d>  & ainfi  le  terme  fghx  a 
alternativement  les  lignes  -+-  & — , ou  — & -t-,  félon  qu’on 
conçoit  l’équation  propolee  formée  luccelfivement  par  la 
première  racine  de  la  propofee , enfuite  par  la  féconde , 
en  fuite  par  la  troifiéme  , &c. 

La  railbn  en  eft  évidente , fi  l’on  fait  attention  qu’il  eft 
le  produit  de  toutes  les  difiérences  de  la  racine  qu’on  em- 
ployé dans  la  formation,  d’avec  tous  les  autres,  multiplié 
par  x. 

Seconde  fuppoftion. 

S i on  multiplie  la  i*,  la  3',  la  4e,  la  j' équation  qui  precedent, 
repreléntées  par  l’équation  de  la  remarque  precedente  , fi 
on  multiplie,  dis-je,  léparément  chacune  de  ces  équations 
par  les  termes  d’une  progreffion  arithmétique  quelconque, 
en  multipliant  le  premier  terme  de  l’cquation  par  le  pre- 
mier terme  de  la  progreffion,  le  fécond  par  le  lecond,  2c 
ainfi  de  fuite -,  il  eft  évident  que  les  termes  de  chacune  des 
équations  compofées  de  racines  égales,  qui  font  contenues 
dans  chacune  de  ces  quatre  équations,  feront  multiplies  de 
fuite  par  les  termes  d’une  progreffion  arithmétique, 

THEOREME  IX. 

1)2.  Si  on  multiplie  feparément  de  fuite  les  termes  de  la  z , de  la  f , de 
la  de  la  f équation  precedente  par  les  termes  d'une  progreffion 

arithmétique  , les  équations  particulières  ccmpofees  de  racines 
égales  contenues  dqis  chacune  de  ces  équations , auront  encore 
après  la  multiplication  une  de  leurs  racines  égales , excepté  la  feule 
équation  linéaire. 

C’est  à dire,  après  avoir  multiplié,  par  exemple,  la  féconde 
équation  par  les  termes  de  la  progreffion  arithmétique , le 
produit  de  l’équation  de  quatre  racines  égales , celui  de 
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l’équation  de  rrois  racines  égales , celui  de  l'équation  de 
deux  racines  égales , cous  ces  produits  auront  encore  tous 
la  racine  égale  commune  j il  n'y  aura  d’excepté  que  le  feu! 
produit  de  l’cquation  linéaire , qui  n’aura  plus  une  racine 
commune  avec  les  autres. 

Ce  Theorême  a été  démontré  dans  la  derniere  Section 

* 74-  du  quatrième  Livre.* 

Corollaire  I. 

*33*  Si  après  avoir  multiplié  celle  qu’on  voudra  de  la  »*,  3e,  4*, 
3'  équation  precedente,  par  une  progreflïon  arithmétique, 
on  fubftitue  à la  place  de  l’inconnue  dans  le  produit,  la  ra- 
cine égale,  Ravoir  a dans  le  produit  de  la  ic,  b dans  celui 
de  la  3e,  c dans  celui  de  la  4e,  d dans  celui  de  la  5e,  toutes 
les  quantités  du  produit  fe  détruiront  par  des  lignes  oppo- 
fés,  excepté  les  feules  quantités  du  produit  de  l’équation 
linéaire. 

Car  en  fubftituant  en  des  équations  une  racine  de  ces 
équations,  à la  place  de  l’inconnue  , tous  les  produits  fe 

* jt.  décruilent  par  des  lignes  oppofés.* 

Corollaire  II. 

134.  5 1 on  multiplie  lèparément  la  ic,  la  3',  la  4 , la  j' équation 
précédente,  par  les  termes  d’une  progrelîion  arithmétique 
qui  va  en  diminuant,  & qu’on  lubftitue  dans  le  produit  la 
racine  égale  de  cette  équation,  fçavoir  a dans  le  premier 
produit , b dans  le  fécond  , c dans  le  rroiliéme , d dans  le 
quatrième,  à la  place  de  l'inconnue*  il  eft  évident  que  parmi 
les  deux  quantités  du  produit  de  l’équation  linéaire,  qui 
reftent  feules,  la  première  eft  la  plus  grande. 

Car  elles  font  toutes  deux  la  même  quantité  fous  difFe- 
rens  fignes,  fçavoir  fijxt  dans  le  produit  de  la  féconde, 
fghb  dans  le  produit  de  la  troiliéme,  fghc  dans  celui  de  la 
quatrième,  fghd  dans  celui  de  la  cinquième  : mais  la  pre- 
mière de  ces  deux  quantités  égales  eft  multipliée,  par  la 
fuppolîtion,  par  un  plus  grand  terme  de  la  progreflïon  arith- 
métique, & la  fécondé  par  un  moindre  * par  conléquent  la 
première  eft  la  plus  grande. 
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C O. K O L L À I R E III. 

1 3/-  Doù  il  fuit  que  le  figne  de  la  première  des  deux  quan- 
tités de  l’équation  linéaire  eft  celui  de  la  fomme  toute  con- 
nue qui  demeure  après  la  fubftitution. 

Corollaire  IV. 

*36.  S 1 on  multiplie  feparément  la  féconde  équation  prece- 
dente, la  3e,  la  4'  &.  la  jc,  par  la  progreffîon  arithmétique 
4,  3,  2,  1,  o,  de  maniéré  que  le  dernier  terme  foit  multiplié 
par  zéro  ; ou,  ce  qui  eft  la  même  chofé,  fi  on  multiplie 
ïèparément  chaque  terme  de  ces  équations  par  Texpofanc 
de  l’inconnue  de  ce  terme,  &c  le  dernier  terme  par  zéro  ; 
& fi  après  avoir  divifé  chaque  produit  par  l’inconnue  x,  on 
fubftitue  dans  le  produit  de  la  féconde  la  première  racine  a 
au  lieu  de  l’inconnue  , la  fomme  toute  connue  qui  reftera, 
fera  — fgh  ; c’eft  à dire,  le  produit  de  toutes  les  différences 
qui  font  entre  la  première  racine  a & toutes  les  autres  ra- 
cines. Si  on  fubftitue  b dans  le  produit  de  la  troificme , la 
fomme  toute  connue  féra  •+•  fgh > c’eft  à dire,  le  produit  de 
toutes  les  différences  qui  font  entre  la  féconde  racine  b & 
toutes  les  autres  racines.  Si  on  fubftitue  c dans  le  produit 
de  la  quatrième , la  fomme  féra  — feh } c’eft  à dire,  le  pro- 
duit de  toutes  les  différences  qui  font  entre  la  troificme 
racine  c & toutes  les  autres  racines.  Enfin  fi  on  fubftitue  d 
dans  le  produit  de  la  cinquième , la  fomme  fera  fkh  ; 
c’eft  à dire,  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font 
entre  la  quatrième  racine  d & toutes  les  autres  racines. 

Pour  taire  la  démonftration  de  ce  Corollaire  , il  n’y  a 
qu’à  en  faire  l’operation. 


Seconde  équation. 


**' — 4»*’  -4-  (aaxx 

— 4*'*  -+-  a*  — x*  — 4«* 

1 +■<««  — 4a1*  -4-  «*  X t 

-f*' 

-4-  rfdxx 

— -f-  x* 

— \tixx 

-+-  i**x  — a1  X — ^ 

*+■  \l*xx 

Jg»4 X -4*  X»1  = ■+*  ** 

— \xxx 

-+-  i’*x  — «t  X — g 

•—  bx 1 

-4-  \htxx 

— -4-  ha1  — *f*  ** 

)MXX 

-+-  — a*  x'  — h 

’+ft** 

— lfg*x  -4-/i«  = 

•4-  XX 

— zmx  *4-  ,ia  X -4 -f% 

-4-  fhxx 

— - tfhxx  fl)A»  =sr 

xx 

14X  +MV4-/1 

•4-ghxx 

— zghxx  -V*  gbaa  =- 

— fgbx  fgh*  = 

•4-  xx 

■*-a«x  4.«>'4-ié 

-4-  * . — « X —fyk 

4 * 

ï 

1 0.  4 } 

Z 

1 0. 

O O ij 
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Produit  des  termes  de  l'équation  precedente  par  les  termes  de  la  progreflio* 
arithmétique. 


4**  — 114*' 

-4-  ixxxxx  — 4»'*  •+•  p = 

4»*  — ixxx'  -4-  itxtxx  — 44**  -4-0x1 

— lfx> 

-4-  6fax x — ifaax  *4-  o = 

•4*  }*‘ 

6*  XX 

-4-  J444 O X — f 

— «*' 

-4-  Sgxxx  — u*sx  ■+•  o = 

-4-  J*' 

— Csxx 

-4-  )444  O X X 

— i bx' 

-4-  ihaxx  — )hxxx  -+-  o = 

-4-  6xxx 

-4-  j«l  — O X — b 

-4-  *flxx  — tfgxx  -4-  o = 

•f 

— xxx  -4-  0 X -4 -fl 

-4-  tfhxx  — xfhxx  -ir  o — 

-ir  xxx 

— xxx  -4-  0 X <4 -fl> 

-4-  xgbxx  — tghxx  -4-  o = 

-4-  xxx 

— xxx  -4-0  X 

—fgbx  ■+•  O =s 

■4-  X — 0 X — flb 

Divifint  tous  les  termes  par  ■+■  x,  & fubftituant  -+-  a au 
lieu  de  x , l’on  trouve 


44*  lxx‘  -4-  144* 

— *x! 

= 4*  — n*J 

-4-  tXA> 

— 4*1 

x 1 

— j/44  -4-  if XX 

— 5/44 

= -4-  \s* 

6AM 

-4-  144 

X-/ 

«44  -4-  tg‘X 

— «44 

=*= 

— 6 JA 

-4-  1*4 

X— x 

— 4S44  -4-  ibxX 

— \hx  x 

= 

— 6 JA 

-4-J44 

x — h 

■4*  xfgx 

— *ft* 

3= 

•+■  X* 

— U» 

X-H/x 

-4-  xfbx 

— xfbx 

= 

•4-  v* 

X+/1 

-4-  l[bx 

— xgbx 

S3 

+ XA 

-—A4 

X-4-ik 

-fth 

= 

x. 

X — /x* 

}i- 


Il  eft  évident  que  tous  les  termes  Ce  détruifênt  par  des 
lignes  oppofés , 6c  qu’il  ne  relie  que  le  produit  des  trois  dif- 
férences — fch. 

11  cil  aufli  évident  qu’en  failànt  une  operation  femblablc 
pour  ia  troifiéme  équation,  on  trouvera  le  feul  relie 

Pour  la  quatrième  on  trouvera  — fgb. 

Pour  la  cinquième  on  trouvera 

Enfin  il  eft  évident  que  ce  Corollaire  convient  aux  équa- 
tions de  tous  les  degrés,  & l'on  n’en  a pris  une  du  quatrième 
que  pour  faire  concevoir  plus  clairement  ce  Corollaire  par 
un  exemple. 

Mais  il  eft  évident  que  s’il  y a des  racines  égales  dans  la 
propofée,  la  différence  qui  eft  entre  les  racines  égales  étant 
zéro,  & le  produit  de  zéro  par  les  autres  différences  étant 
aufli  zéro,  il  eft,  dis-je,  évident  qu’en  fubftituant  chacune 
des  racines  égales  dans  le  produit,  la  fournie  toute  connue 
fera  zéro  ; ainfi  la  racine  égale  étant  fubftituée  dans  le  pro- 
duit, eft  clic  - même  une  racine  de  l’équation  que  forme  le 
produit  ; puifqu’écant  fubftituée  dans  le  produit  à la  place 
de  l'inconnue , elle  le  rend  égal  à zéro.* 
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Corollaire  V.  fondamental. 

*37*  S1  on  multiplie  tous  les  termes  d’une  équation  quelconque, 
de  quelque  degré  qu’elle  puifîe  être,  dont  toutes  les  racines 
font  réelles,  pofitives  Si  inégales  , chacun  par  le  nombre 
qui  eft  l'expolant  du  degré  qu’a  l’inconnue  dans  ce  terme, 
Si  le  dernier  terme  par  zéro  ; Si  fi  après  avoir  divifé  tous 
les  termes  par  l’inconnue  x , l’on  fubftitue  dans  le  produit 
A la  place  de  l’inconnue,  i°.  la  première,  c’eft  à dire,  la  plus 
petite  racine  de  l’équation  propofée , la  fomme  toute  con- 
nue qui  en  viendra  étant  precifément  le  produit  de  toutes 
les  différences  qui  font  encre  la  plus  petite  racine  Si  chacune 
des  autres  racines,  il  s’enfuit  que  fi  l’équation  eft  d’un  degré 
impair,  par  exemple  du  cinquième  degré,  il  y aura  un  nom- 
bre pair  de  différences,  par  exemple  quatre  différences;  Si 
comme  elles  ont  chacune  le  figne  — , leur  produit  aura  le 
figne  Si  l’équation  eft  d’un  degré  pair , comme  du  qua- 
trième , il  y aura  un  nombre  impair  de  différences  , ainfi 
leur  produit  aura  — . 

i°.  Si  on  fubftitue  la  féconde  racine , la  fomme  toute  con- 
nue étant  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  fécondé  racine  & les  autres , la  différence  qui  eft  entre 
la  fécondé  racine  & la  première  ayant  le  figne  Si  cha- 
cune des  autres  le  figne  — , leur  produit  aura  le  figne  op- 
pofé  à celui  du  produit  précèdent. 

30.  Si  on  fubftitue  la  troificme  racine  dans  le  même  pro- 
duit, les  différences  de  cette  3e  racine  d’avec  la  première 
& la  fécondé  ayant  chacune  le  figne  -t-  , & chacune  des 
autres  différences  ayant  le  figne  — , leur  produit  aura  un 
figne  oppofé  au  précèdent. 

D’où  Von  voit  que  la  fubftitution  des  racines  de  l’équation 
fuccelfivement  les  unes  apres  les  autres  dans  le  produit  de 
l’équation  multipliée  par  la  progrelfion  arichmctique,  don- 
nera pour  les  fouîmes  toutes  connues  qui  en  viendront,  les 
fignes  alternatifs  -t -Si  — dans  les  équations  des  degrés  im- 
pairs, Si  — Si  - 1-  dans  celles  des  degrés  pairs. 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  de  celui  qui  précédé. 

Corollaire  VI. 

138.  Mai  s lorfque  des  grandeurs  étant  fiibftiruées  fcparément 
de  luite  à la  place  de  1 inconnue  dans  une  équation,  les  lôm- 

* . O o iij 
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mes  toutes  connues  qui  viennent  de  ces  fubftitutions , ont 
alternativement  les  lignes  h-  & — , ou  — & ces  gran- 
deurs font  les  limites  des  racines  de  cette  équation  par  le 
troifiéme  Corollaire  du  troifiéme  Théorème  : Donc  les 
racines  d’une  équation,  dont  toutes  les  racines  font  réelles, 
pofitives  & inégales , font  les  limites  de  l’équation  nouvelle 
qui  vient  de  la  multiplication  de  chaque  terme  de  la  pre- 
mière par  le  nombre  qui  efl  l’expofant  de  i’inconBue  de  ce 
terme  , êc  de  fon  dernier  terme  par  zéro. 


Corollaire  VII.  qui  est  fondamental. 

13  9.  Mai  s les  racines  d’une  première  équation  ne  fçauroienc 
être  les  limites  des  racines  d’une  foconde  , que  les  racines 
de  la  féconde  ne  foient  aufli  les  limites  des  racines  de  la 
première;  par  conféquent  G on  multiplie  les  termes  d’une 
équation  quelconque,  dont  toutes  les  racines  font  réelles, 
pofitives  & inégales , chacun  par  le  nombre  qui  eft  l’expo- 
fant de  l’inconnue  de  ce  terme  , & le  dernier  terme  par 
zéro,  les  racines  de  l’équation  qui  vient  de  cette  multipli- 
cation, font  les  limites  des  racines  de  l’équation  proposée; 
par  exemple  fuppofant  que  x*  — nx ’ ■+■  fxx  — qx  -t-r  = 


o. 


4.V4  — 3».tc!  xpxx  — qx  -+-  1 


reprefénte  une  équation 
donc  toutes  les  racines 
font  réelles , pofitives 

& inégales,  fi  on  mul-  lou  4*’  — }«**  ■+■  */■*  — f 
tiplie  chaque  terrfie  par  l’expofant  du  degré  de  l’inconnue 
de  ce  terme , & le  dernier  terme  par  zéro , l’on  aura  qx* 

— 3 nx] -+■  îpxx  — qx  = o;  ou  bien  divifant  par  x,  4*’ 

— yixx  xpx  — q — o ; les  racines  de  cette  dernière 
équation  font  les  limires  des  racines  de  la  propofee. 

Ce  Corollaire  efl  évident  par  ce  qui  précédé. 


Corollaire  VIII. 

140.  Quand  les  racines  de  la  propofee  font  toures  réelles v 
pofitives  & inégales , les  racines  de  l’équation  des  limites 
qui  vient  de  la  multiplication  de  la  propofee  par  les  termes 
de  la  progreifion  arithmétique , font  aufli  toutes  réelles, 
pofitives  & inégales  ; puifque  toutes  les  fobftirurions  des 
racines  de  la  propofee  à la  place  de  l’inconnue  , donneur 
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des  femmes  fuccelfives  qui  ont  alternativement  les  fignes  ■+. 

8c  — , ou  — & 

Corollaire  IX. 

141*  Par  conléquent  s’il  y a des  racines  égales  dans  l'cquation 
des  limites , il  y a necefiairement  des  racines  égales  dans  la 
propofée  : Ec  comme  l’on  a démontré  dans  la  dernière 
Seéhon  du  4e  Livre,*  que  quand  on  multiplie  les  termes  * 74* 
d’une  équation  propofée  quia  des  racines  égales,  par  les 
termes  d’une  progreffion  arithmétique  , l’équation  qui  en 
vient  a autant  de  racines  égales*moins  une  que  la  propofée  $ 
il  eft  certain  que  quand  l'cquation  des  limites  a des  racines 
égales,  l’équation  propofée  aies  mêmes  racines  égales, 8c 
une  de  plus. 

Corollaire  X. 

141.  S'il  T a des  racines  imaginaires  dans  l’équation  des  limi- 
tes, il  eft  certain  qu’il  y a le  même  nombre  de  racines  ima- 
ginaires ( qui  font  toujours  deux  à deux)  dans  la  propofée. 

Car  fi  la  propofée  avoit  toutes  les  racines  réelles  , il  eft 
évident  que  l’equition  des  limites  les  auroit  aufli  toutes 
réelles , puifque  fi  les  racines  de  la  propofée  étoient  toutes 
réelles,  pofitives  8c  inégales,  les  racines  de  l’équation  des 
limites  leroient  aullî  toutes  réelles,  pofitives  8c  inégales  par 
le  huitième  Corollaire  ; fi  la  propolée  avoit  toutes  fes  ra- 
cines égales  , toutes  le?  racines  de  l’équation  des  limites 
leroient  auflî  égales  8c  réelles,  par  le  neuvième  Corollaire  ; 
fi  les  racines  de  la  propolée  étoient  en  partie  égales , 8c  en 
partie  inégales , on  prouveroit  toujours  par  les  Corollaires 
précédents , qu’étant  fubllituées  par  ordre  dans  l’équation 
des  limites, elles  donneroient  de  fuite  des  fommes  toutes, 
connues  qui  auroient  8c  — , ou  — 8c  -t- , ou  zéro,  comme 
on  le  verra  clairement  dans  les  remarques  fuivantes  ; ce  qui 
ne  peut  convenir  qu’à  une  équation  dont  toutes  les  racines 
font  réelles  5 par  confequent  s’il  y a des  racines  imaginaires 
dans  l’équation  des  limites,  il  faut  qu’il  y ait  le  même  nom- 
bre de  racines  imaginaires  dans  la  propolée.  Ce  qu'il  fallait 
démontrer. 
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R E M A R q^U  E s. 

I. 

I43>  Qu  and  on  multiplie  une  équation  quelconque 

comme  . . x'  — itx*  pxi  — qxx  -t-  rx  — s = o. 


par  . . . 
l’on  trouve 


°> 


jx'  — 4 nx*  î/'x’  — rx  — o = o, 

qui  fë  réduit  à j*4  — 4»x’  ■+■  3p*x  — iqx  ■+•  r = o j 
l’on  peut  toujours  fuppofèr  que  le  produit  qui  vient  de  la 
multiplication,  eft  une  équation. 

Car  l’inconnue  x du  produit  pouvant  être  confiderée 
comme  une  indéterminée  différente  de  x , qui  eft  l’inconnue 
de  la  propofée , & étant  poffible  que  l’indéterminée  x ait 
des  valeurs  propres  à faire  en  forte  que  le  produit  foit  égal 
à zéro,  en  fuppofânt  que  x reprefente  dans  le  produit  ces 
valeurs  - là , il  eft  évident  que  le  produit  peut  être  fuppofë 
égal  à zéro. 

II. 


D’où  l’on  voit  que  les  valeurs  de  x dans  le  produit,  c’eft 
à dire , que  les  racines  du  produit  foppofé  égal  à zéro , ne 
font  pas  les  racines  de  l’équation  propofée , mais  elles  e» 
font  differentes,  à moins  qu’il  n’y  eut  des  racines  égales  dans 
la  propofée,  qui  demeureroient  encore  toutes  dans  le  pro- 
duit, excepté  une  feule. 

III.  * 

Il  eft  évident  que  les  termes  de  la  propofée  ayant  alter- 
nativement •+•  6c  — , les  termes  du  produit,  qui  eft  l’équa- 
tion des  limites,  ont  auffi  alternativement  -+-  & — 5 par 
confequent  toutes  les  racines  de  l’équation  des  limites  font 
auffi  pofitives. 

I V. 


L’équation  des  limites  fê  peut  toujours  divifer  par  l’in- 
connue, pareeque  le  dernier  terme  de  la  propofée  eft  mul- 
tiplié par  zéro. 

Ainü  l’équation  des  limites  a zéro  pour  une  de  fès  raci- 
nes j mais  elle  a pour  fès  racines  réelles  une  racine  de  moins 
que  la  propofée,  étant  moindre  d’un  degré,  fie  fon  dernier 
terme  tout  connu  a toujours  un  ligne  different  de  celui  du 
dernier  terme  de  la  propofée.  • 

Quand 
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V. 

Quand  toutes  les  racines  d'une  équation , par  exemple 
du  cinquième  degré,  font  réelles,  pofitives  8c  inégales,  fi 
l’on  fubftitue  fa  première  racine , c’eft  à dire  la  plus  petite, 
dans  fon  équation  des  limites,  à la  place  de  l’inconnue,  la 
fbmme  toute  connue  qui  en  viendra  écant  le  produit  des 
différences  qui  font  entre  la  première  racine  de  la  propofée 
8e  les  autres , chacune  de  ces  différences  ayant  le  ligne  — , 

& étant  quatre  dans  notre  exemple , leur  produit  aura  le 
figne  -4-,  qui  eft  celui  du  dernier  terme  de  l’équation  des 
limites. 

Si  on  fubftitue  la  féconde  racine  de  la  propofée  dans 
l’équation  des  limites , comme  il  n’y  aura  plus  que  trois 
différences  qui  ayent  chacune  le  figne  — , le  produit  des 
différences  qui  font  entre  la  féconde  racine  de  la  propofée 
& les  autres , aura  le  figne  — , c’eft  à dire  le  figne  oppofé 
au  précèdent  ; ainfi  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de 
la  fubftitution  aura  le  figne  — . 

On  verra  par  un  femblable  raifonnement  que  la  fubftitu- 
tion de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée  dans  l’équation 
des  limites , donnera  le  figne  ■+•  j la  fubftitution  de  la  qua- 
trième donnera  le  figne  — . 

Et  enfin  la  fubftitution  de  la  cinquième  donnera  le  figne 

Cela  faic  voir  que  la  première  racine  de  la  propofée  eft 
plus  petite  que  la  première  racine  de  lcquation  des  limites. 

Que  la  féconde  racine  de  la  propofée  furpaflè  la  première 
racine  de  l’équation  des  limites , mais  elle  eft  moindre  que 
la  féconde. 

Que  la  rroifiéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  la  féconde 
& la  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites. 

Que  la  quatrième  racine  de  la  propofée  eft  entre  la  troi-  * 
fiéme  8c  la  quatrième  de  l’équation  des  limites , qui  eft  fà 
plus  grande  8c  derniere  racine. 

Enfin  que  la  cinquième  racine  de  la  propofée  furpaflè  la 
quatrième  de  l’équation  des  limites. 

VI. 

D’où  l’on  voit  que  la  première  racine  réelle  de  l’équa- 
tion des  limites  ; eft  plus  grande  que  la  première  racine  de 
la  propofée , 6c  moindre  que  la  fécondé  racine  de  la  pro- 
pofée. 
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Que  la  féconde  racine  de  l’équation  des  limites  cfl  entre 
la  fécondé  6c  la  troifiéme  racine  de  la  propofèe. 

Que  la  troifiéme  racine  de  l'équation  des  limites  eft  entre 
la  troifiéme  6c  la  quatrième  racine  de  la  propofee. 

Enfin  que  la  quatrième  8c  derniere  racine  de  l’équation 
des  limites , eft  entre  la  quatrième  6c  la  cinquième  ou  der- 
nière racine  de  la  propofèe. 

VII. 

Par  conféqucnt  les  racines  de  l’équation  des  limites  étant 
prifés  de  fuite  , font  des  grandeurs  moyennes  entre  les  ra- 
cines de  la  propofèe , 8c  font  par  confequent  les  limites  des 
racines  de  la  propofèe  qui  font  entre  la  première  6c  la  der- 
niere. 

VIII. 

Mais  zéro  étant  toujours  moindre  que  la  plus  petite  des 
racines  de  la  propofèe  , 6c  le  plus  grand  coéficient  négatif 
de  la  propofèe,  rendu  pofitif  6c  augmenté  d’une  grandeur 
arbitraire  comme  de  l’unité , étant  toujours  une  quantité 
* 47.  plus  grande  que  la  plus  grande  des  racines  pofitives  ,*  il  eft: 
évident  qu’en  ajoutant  zéro  , 6c  ce  plus  grand  coéficient 
ainfi  augmenté,  aux  racines  de  l’équation  des  limites,  l’on 
aura  deux  limites  pour  chacune  des  racines  de  la  propofee. 

I X. 

Pour  les  racines  égales. 

Quand  il  y a des  racines  égales  dans  la  propofèe , il  peut 
arriver  trois  cas  5 car  ou  bien , i°,  les  racines  égales  peuvent 
être  moindres  que  chacune  des  racines  inégales  ; i°.  ou  être 
plus  grandes  s j°.  ou  bien  elles  peuvent  être  plus  grandes 
que  quelques  racines  inégales , 6c  moindres  que  les  autres  * 
par  exemple  fi  l’on  füppofe  deux  racines  égales  dans  une 
équation  du  fixiéme  degré,  elles  peuvent  être,  i°,  moindres 
que  les  quatre  inégales  ; i°.  ou  plus  grandes  j 30.  ou  bien  il 
peut  y avoir  quelques  racines  inégales  moindres  que  les  éga- 
les, 6c  les  autres  inégales  feront  plus  grandes. 

PlïMIES.  CAS. 

at ion  des  limites  ayant  une  des  deux  racines 
égales  de  la  propofèe  du  fixiéme  degré , la  fübftitution  de 
chacune  des  racines  égales  dans  l’équation  des  limites  à la 
place  de  l’inconnue , donnera  zéro. 
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La  fubftitution  de  la  première,  c’eft  à dire  de  la  plus  pence 
des  quacre  racines  inégalés  de  la  propofée  dans  l'équation 
des  limites,  donnera  pour  la  fomme  toute  connue  le  pro- 
duit des  différences  qui  font  entre  cette  première  racine  &c 
toutes  les  autres  ; & comme  il  y a trois  racines  plus  grandes, 
il  y aura  trois  différences  qui  auront  chacune  le  ligne  — j 
ainfi  le  produic  aura  le  figne  — •. 

La  fubftitution  de  la  lecondc  racine  inégale  de  la  propo- 
fée  dans  l’équation  des  limites , donnera  pour  la  fomme 
toute  connue  le  produit  des  différences  qui  font  entre  la 
fécondé  racine  inégale  de  la  propofée  & toutes  les  autres  { 
& comme  il  y en  a deux  plus  grandes  que  la  féconde,  il  n’y 
aura  que  deux  différences  qui  ayenc  chacune  le  ligne  — , 
ainfi  le  produit  aura  le  figne  -k 
Par  un  femblable  raifonnement  on  verra  que  la  fubftitu- 
tion de  la  troifiéme  racine  inégale  de  la  propofée  dans 
l’équation  des  limites,  donnera  une  fomme  qui  aura  le 
figne  — -,  & que  la  fubftitution  de  la  quatrième  ou  derniere 
racine  inégale  de  la  propofée , donnera  une  fomme  qui 
aura  le  figne 

D où  il  fuit,  i",  que  la  quatrième  racine  inégale  de  la 

f>ropofée  furpaflè  la  plus  grande  racine  de  l’équation  des 
imites;  que  la  troifiéme  racine  inégale  de  la  propofée  eft 
moindre  que  la  plus  grande  ou  cinquième  racine  de  l’équa- 
tion des  limites,  mais  elle  en  furpaflè  la  quatrième  * que  la 
fécondé  racine  inégale  de  la  propofée  eft  moindre  que  la 
quatrième  racine  de  l’équation  des  limites , mais  elle  en 
furpaflè  la  troifiéme  * enfin  que  la  première  ou  plus  petite 
racine  inégale  de  la  propofée  eft  moindre  que  la  troifiéme 
racine  de  l’equarion  des  limites  , mais  qu’elle  furpaflè  la 
féconde , c’eft  à dire  , celle  qui  eft  immédiatement  plu* 
grande  que  la  racine  égale  commune  aux  deux  équations. 

1".  Par  conféquent  la  }',  4e,  & j'  racine  de  l'équation  des 
limites  ont  chacune  deux  limites,  elles  font  par  confequenc 
réelles  ; la  première  l’eft  aufli,  étant  la  racine  égale  de  la 
propofée  : La  féconde  racine  de  l’équation  des  limites  eft 
donc  aufli  une  grandeur  réelle , puifque  les  racines  imagi- 
naires font  toujours  deux  à deux. 

30.  Il  eft  donc  évident  que  la  féconde  racine  de  l’équation 
des  limites  eft  moindre  que  la  première  racine  inégale  de  la 
propofée.  Pp  ij 
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Que  la  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites  furpaflè 
la  première  racine  inégale  de  la  propolce , 6c  eft  moindre 
que  la  féconde. 

Que  la  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  furpaflè 
la  fécondé  racine  inégale  de  la  propofée  , & eft  moindre 
que  la  troifiéme. 

Enfin  que  la  cinquième  racine  de  l’équation  des  limites 
furpaflè  la  troifiéme  racine  inégale,  & eft  moindre  que  la 
quatrième  ou  plus  grande  racine  inégale  de  la  propoiëe. 

4°.  Par  coniequent  les  racines  de  l’équation  des  limites 
étant  lûbftituées  de  fuite  dans  la  propofée  , la  première 
donnera,  zéro , ëc  les  autres  donneront  des  femmes  qui  au- 
ront alternativement  les  lignes  -t-  & — , ou  — 6c  6c  l’on 
aura  deux  limites  de  chacune  des  racines  inégales  de  la 
propofée , en  prenant  pour  derniere  limite-  le  plus  grand 
coéficient  négatif  de  la  propofée.  augmenté  de  l’unité. 

Second  cas. 

S i les  deux  racines  égales  font  les  plus  grandes , 6c  qu'on 
fubftitue  la  première  ou  la  plus  petite  racine  de  la  propofée 
dans  l’équation  des  limites,  à la  place  de  l’inconnue , on 
trouvera  en  raifonnant  comme  dans  le  premier  cas,  qu’elle 
donnera  une  fomme  toute  connue  qui  aura  le  ligne  — , cette 
fomme  étant  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre 
la  première  racine  de  la  propofée  6c  les  cinq  autres,  6c  qui 
ont  chacune  le  ligne  — . 

La  fubftitution  de  la  lèconde  racine  inégale  de  la  propo- 
fée dans  l’équation  des  limites , donnera  une  femme  qui 
aura  le  ligne  -4-. 

La  fubftitution  de  la  troifiéme  donnera  une  femme  qui 
aura  le  ligne  — . 

La  fubftitution  de  la  quatrième , qui  eft  la  plus  grande 
racine  inégale,  donnera  une  fomme  qui  aura  le  ligne 

La  fubftitution  de  la  cinquième  6c  fixiéme , qui  fent  les 
racines  égales  , donnera  zéro. 

D’où  il  fuit,  i°,  que  la  première  ou  plus  petite  racine  de 
la  propofée  eft  moindre  que  la  plus  petite  racine  de  l’équa- 
tion des  limites. 

La  féconde  racine  de  la  propofée  eft  moyenne  entre  la 
première  6c  la  féconde  racine  de  l’équation  des  limites.  - 
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Et  ainfi  de  fuite  jufqu’à  la  quatrième  &c  plus  grande  racine 
inégale  de  la  propofée,  qui  eft  moyenne  entre  la  troifiéme 
& la  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  ; & les  deux 
racines  égales  de  la  propolée , qui  font  la  cinquième  & la 
fixiéme,font  chacune  égale  à la  cinquième  racine  de  l’équa- 
tion des  limites. 

z°.  Par  confequent  la  première,  la  fécondé  & la  troifiéme 
racine  de  l’équation  des  limites,  ont  chacune  deux  limites, 
ainfi  elles  fonc  réelles. 

La  cinquième  eft  aufli  une  grandeur  réelle,  puifque  c’eft 
la  racine  égale  de  la  propofée. 

La  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  eft  donc 
aufli  réelle  ; puifque  les  racines  imaginaires  ne  peuvent  être 
que  deux  à deux. 

3°.  La  première  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moyen- 
ne entre  la  première  racine  de  la  propofée  & la  fécondé 
racine. 

La  féconde  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  féconde  &c  la  troifiéme  racine  de  la  propofée. 

La  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

Enfin  la  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  fûr- 
paflé  la  quatrième  & plus  grande  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée. 

Ainfi  prenant  zéro  pour  la  moindre  des  limites  de  la 
propofée , &C  fubftituanr  de  fuite  dans  la  propofée  à la  place 
de  l’inconnue , zéro , la  première , la  fécondé , la  troifiéme, 
la  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites , les  fommes 
toutes  connues  qui  en  viendront  auront  alternativement  — 
ou  -+■  & — , & l’on  aura  deux  limices  pour  chacune 
des  racines  inégales  de  la  propofée. 

Troisie'  ME  CAS. 

Lo  R. s qju’i  t y a des  racines  inégales  dans  la  propofée, 
moindres  que  les  racines  égales,  par  exemple  deux,  6c  qu’il 
y a encore  d’autres  racines  inégales  plus  grandes  que  les 
racines  égales , par  exemple  deux,  il  eft  toujours  évident 
qu’en  fubftituant  la  première,  c’eft  à dire  la  plus  petite  des 
racines  inégales  de  la  propofée,  à la  place  de  l’inconnue 
dans  l’équation  des  limices,  la  fomme  toute  connue  qui 
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ea  viendra,  aura  le  figne  — ; puifqu’ellc  eft  le  produit  des 
cinq  différences  qui  font  encre  la  première  racine  &c  les  cinq 
autres  de  la  propofëe , lefquelles  différences  ont  chacune  le 
figne  — . 

" Si  on  fubftitue  la  fécondé  racine  inégale  de  la  propofée , 
la  fomme  qui  en  viendra  aura  le  figne  -t-,  étant  le  produit 
des  cinq  différences  qui  font  entre  la  fécondé  racine  & tou- 
tes  les  autres,  defquelles  différences  la  première  a le  figne  h-, 
& chaque  autre  le  figne  — . 

Si  on  fubftitue  la  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la 
propofée,  elles  donneront  zéro»  pareeque  ce  font  les  deux 
racines  égales. 

Si  on  fubftitue  la  cinquième  racine  de  la  propofée  , qui 
eft  la  troifiéme  des  inégales , la  fomme  aura  le  figne  — , 
parcequ’ellc  eft  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre 
la  cinquième  racine  de  la  propofée  & toutes  les  autres,  dont 
une  feule  a le  figne  — , & toutes  les  autres  le  figne 

Enfin  fi  on  fulifticue  la  fixiéme  racine  de  la  propofée,  qui 
eft  la  quatrième  des  inégales,  la  fomme  aura  le  figne 

D’où  il  fuit,  i°,  que  la  première  ou  la  plus  petite  des  raci- 
nes de  la  propofée  eft  moindre  que  la  première  racine  de 
l’cquation  des  limites. 

La  fécondé  racine  de  la  propofée  furpafie  la  première 
racine  de  l’équation  des  limites,  & elle  eft  moindre  que  la 
féconde. 

La  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la  propofée  font 
égales  à la  troifiéme  de  l’équation  des  limites  5 puifqu’ellcs 
donnent  zéro. 

La  cinquième  racine  de  la  propofée  forpafïé  la  quatrième 
racine  de  l’équation  des  limites , mais  elle  eft  moindre  que 
la  cinquième. 

Enfin  la  fixiéme  racine  de  la  propofée  furpaffe  la  cinquiè- 
me & plus  grande  racine  de  l’équation  des  limites. 

x°.  Par  conféquent  la  première  racine  de  l’équation  des 
limites  a deux  limites;  la  troifiéme  eft  la  racine  égale  com- 
mune aux  deux  équations. 

La  cinquième  racine  de  l’équation  des  limites  a deux  li- 
mites, qui  font  la  cinquième  & fixiéme  racine  de  la  propofée. 

Ces  trois  racines  de  i’équation  des  limites  font  donc 
réelles. 
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La  fécondé  & la  quatrième  le  font  auflî,  car  il  eft  impoli 
lîble  qu’elles  loient  imaginaires,  étant  impoflîblc  qu'il  y ait 
une  grandeur  réelle  entre  deux  racines  imaginaires , qui 
donne  zéro  ; & la  troifiéme  & quatrième  racine  de  la  pro- 
pofée  donnent  zéro,  & font  entre  la  fécondé  & la  quatrième 
racine  de  l’cquation  des  limites. 

Ainfi  toutes  les  racines  de  l’cquation  des  limites  font 
réelles. 

î°.  La  première  ou  plus  petite  racine  de  l’équation  des 
limites  eft  donc  moyenne  entre  la  première  & la  féconde 
racine  de  la  propofée. 

La  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites  furpaflè  la 
fécondé  racine  de  la  propofée. 

Ainfi  en  prenant  zéro  pour  la  moindre  limite  de  la  pre- 
mière racine  de  la  propofée,  l’on  a les  limites  de  la  première 
& de  la  lèconde  racine  inégale  de  la  propofée. 

La  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites  eft  la  troi- 
fiéme  &c  la  quatrième  de  la  propofée. 

La  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moindre 
que  la  cinquième  racine  de  la  propofée. 

La  cinquième  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  cinquième  & la  fixiéme  racine  de  la  propofée. 

Ain  fi  en  prenant  le  plus  grand  coéficient  négatif  de  la 
propofée  augmenté  de  l’unité  , l’on  aura  toutes  les  limite* 
des  racines  de  la  propofée. 

X. 

Pour  les  racines  imaginaires. 

X l eft  donc  évident  que  quand  toutes  les  racines  d’une 
équation  propofée  font  réelles  & pofitives,  toutes  les  raci- 
nes de  l’équation  des  limites  le  font  auflî  : Par  confèquenc 
s’il  y a des  racines  imaginaires  dans  l’équation  des  limites, 
qui  ne  peuvent  être  que  deux  à deux , il  y a autant  de  raci- 
nes imaginaires  dans  la  propofée. 

Mais  il  faut  remarquer  que  quand  toutes  les  racines  de 
l’équation  des  limites  font  réelles,  ce  n’eft  pas  une  marque 
aflurée  qu’il  n’y  ait  point  de  racines  imaginaires  dans  la  pro- 
pofée , comme  on  le  voit  dans  cet  exemple. 

Soit  l’équation  du  fécond  degré  xx  — lax  ■+■  xa  — Qf 
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donc  deux  racines  font  imaginaires  : qu’on  la  multiplie  par 
l’équation  linéaire  x — a — g = o 5 le  produit  eft  une 
équation  du  troifiéme  degré  x 1 — 3 axx  ■+•  3 aax  — a'  = o. 


— gxx  -4-  raye  — aag 

+ ff*  — aff 

321  o 

3*’  — 6axx  }aax  = o , 
— 2 gxx  ■+■  2 agx 


XX 


— H* 


a a 
7*2 
•;# 


= o. 


dont  deux  racines  font  ima- 
ginaires. Qu’on  multiplie 
chaque  terme  du  produit 

Far  l’expofànt  du  degré  de 
inconnue  de  ce  terme, & le 
dernier  terme  par  zéro  ; on 
aura  l’équation  des  limites, 
qui  étant  divifée  par  3.*, don- 
ne l’équation  du  1 degré, 
qui  eft  l’équation  des  limites, 
dans  laquelle,  fi  l’on  fuppofe 
que  le  dernier  terme  -4-  aa 
jag  -4 -\ff  eft  moindre 
que  le  quarré  de  la  moitié  du  coéficient  — za  — -fg  du  1 
terme , qui  eft  -4-  aa  -4-  ~ag  -+-  ^gg , ou  qu’il  lui  eft  égal  ; il 
eft  certain  que  les  deux  racinesde  cette  équation  du  fécond 
degré,  qui  eft  l’équation  des  limites,  feront  toutes  deux 
réelles  8c  poficives  : Mais  il  eft  évidenc  que  le  dernier  terme 
•+-  aa  -4-  ±ag  -+•  \ff,  fera  moindre  que  aa  -4-  fag  -4-  j gg  , 
fi  eft  moindre  que  v'igg  = {g. 

Ainfi , dans  ce  cas , l’équation  des  limites  aura  toutes  Tes 
racines  réelles,  8c  cependant  l’équation  propofée  aura  deux 
de  Tes  racines  imaginaires. 

En  voici  un  exemple  en  nombres.  Soie  xx  6x  ■+-  9 = o, 
dont  les  racines  font  imaginaires.  Qu’on  1 

la  multiplie  par  l’équation  linéaire  . . . x — 9 = 0, 
on  aura  I'cquation  du  3e  degré 
dont  deux  racines  font  imagi- 
naires. Qu’on  la  multiplie  par 
la  progreffion  arithmétique, on 

aura  le  produic 

qui  étant  divife  par  }x,  fé  ré- : — 

duit  à . xx  — 10 jc  -4-  21  ÿ = o, 

dont  les  deux  racines  font  réelles,  l’une  étant  x = j -4-V3A, 
8c  l’autre  étant  * j — ^3  f. 

Corollaire 


jc’  — IJJOC- 


6 4-v—  90  = 0, 
1 o. 


3jc’  — 30XX  -4-  64*  = o. 
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Corollaire  XI. 

«44-  Apre'  s les  remarques  precedentes,  il  eft  évident  qu’en 
prenant  zéro  pour  la  plus  petite  des  limites  des  racines  d’une 
équation  quelconque,  dont  tous  les  termes  ont  alternative- 
ment & — , & le  plus  grand  cocficicnt  négatif  de  cette 
équation  , augmente  d’une  unité  ou  d’un  plus  grand 
nombre,  pour  la  plus  grande  des  limites  , & les  racines  de 
l’équation  des  limites  pour  les  limites  moyennes;  l’on  aura 
toutes  les  limites  des  racines  de  la  propofée , deux  limites 
pour  chacune. 

Zéro  & la  première  racine  de  l’équation  des  limites,  feront 
les  limites  de  la  première  racine  de  la  propoiëe. 

La  première  & la  fécondé  racine  de  l’équation  de  limites, 
feront  les  limites  de  la  fécondé  racine  de  la  propofée. 

La  féconde  & la  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites, 
feront  les  limites  de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée. 

Et  ainfi  de  fuite  jufqu’à  la  derniere  racine  de  l’équation 

* des  limites  5 cette  derniere  racine  & le  plus  grand  coéficienc 
négatif  de  la  propofée , augmenté  de  l’unité  ou  d’un  autre 
nombre,  feront  les  limites  de  la  derniere  racine  de  la  pro- 
pose. 

Ainfi  zéro  étant  fubftitué  à la  place  de  l’inconnue  dans  la 
propofée , la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra  fera  le 
dernier  terme  de  la  propofée,  avec  Ion  figne  qui  eft  dans 
les  équations  des  degrés  pairs , & — dans  les  équations  des 
degrés  impairs. 

La  première  racine  de  l’équation  des  limites  étant  enfuite 
fubftituée  dans  la  propofée  à la  place  de  l’inconnue,  la  fom- 
me aura  un  figne  oppofe  au  precedent. 

La  féconde  racine  de  l’équation  des  limites  étant  enfûite 
fubftituée  dans  la  propofée , la  fomme  toute  connue  aura 
un  figne  oppofé  au  precedent}  & ainfi  de  fuite. 

Corollaire  XII. 

h;.  L orsqu’une  des  racines  de  l’cquation  des  limites,  étant 
fubftituée  dans  la  propofée,  donne  zéro,  il  y a deux  racines 
égales  dans  la  propofée. 

Si  plufieurs  racines  différentes  de  l’équation  des  limites, 
étant  fubftituées,  donnent  zéro , il  y a deux  fois  autant  de 
racines  égales , deux  à deux,  dans  la  propofée.* 
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*46-  Lo  R- 5 Q^’u  n e des  racines  de  l'équation  des  limites  étant 
iuollituee  dans  la  propolce  à la  place  de  l’inconnue,  la  fom- 
me  qui  en  vienc  n’a  pas  le  ligne  qu’elle  devroit  avoir , 6e 
n’eft  pas  zéro,  il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  pro- 
polce. 

Si  plulieurs  racines  de  l'équation  des  limites  étant  fubfti- 
tuées  dans  la  propofée  , les  fommes  qui  en  viennent  n’onc 
pas  le  ligne  qu’elles  devroient  avoir , li  les  racines  de  la 
propofée  étoient  toutes  réelles,  ou  ne  font  pas  zéro,  il  y 
aura  deux  fois  autant  de  racines  imaginaires  dans  la  propo- 
fée , que  l’on  trouvera  de  fois  des  lignes  contraires  à ceux 
qu’on  devroit  trouver. 

Ainli  li  l'on  trouve  deux  fois  que  les  racines  de  l’équation 
des  limites  étant  fubllituées  dans  la  propofée  , donnent  des 
lignes  contraires  à ceux  qu’elles  devroient  donner , il  y a 
quatre  racines  imaginaires  dans  la  propofée. 

Corollaire  XIV. 

*47'  L 'équation  des  limites  pouvant  elle-même  être  conli- 
derée  comme  une  équation  principale,  li  on  en  multiplie 
chaque  terme  par  l’expolànt  du  degré  de  l’inconnue  de  ce 
terme  , & le  dernier  terme  par  zéro , le  produit  lèra  Ion 
équation  des  limites , à qui  il  faudra  appliquer  tout  ce  qu’on 
a dit  de  l’équation  des  limites:  Et  li  on  continue  de  multi- 
plier chaque  terme  de  cette  nouvelle  équation  des  limites 
par  l’expofant  du  degré  de  l’inconnue  de  ce  terme , 6c  le 
dernier  terme  par  zéro , on  aura  l’équation  des  limites  de 
l’équation  précédente  ; en  continuant  cette  operation  jut 
qu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à une  équation  linéaire , l’on  aura 
toutes  les  limites  des  racines  de  toutes  ces  équations  des 
limites. 

Car  la  racine  de  l’équation  linéaire  avec  zéro  6c  le  plus 
grand  coéficient  négatif  de  l’équation  des  limites  du  fécond 
degré , augmenté  de  l’unité,  feront  les  limites  des  racines 
de  cette  équation  du  lècond  degré. 

Les  racines  de  celle-ci  avec  zéro  6c  le  plus  grand  coéfï- 
cient  négatif  de  l’équation  du  troifiéme  degré  , augmenté 
de  1'  ’unitc  , feront  les  limites  de  l’équation  des  limites  du 
troifiéme  degré  j 6c  ainli  de  fuite  julqu’à  l’équation  pro- 
pofée» 
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P? 

SECTION  II. 

Ou  l'on  explique  la  méthode  de  trouver  les  limites  des  racines 
d’une  équation  numérique  quelconque. 

PROBLEME  I. 

TrOV  V ER  les  limites  far  ordre  de  toutes  les  racines  d’une 
équation  numérique  quelconque. 

On  fuppofe  que  l’équation  eft  lins  fractions,  que  Ton  pre- 
mier terme  n’a  pas  d’autre  coéfkient  que  l’unité,  &:  que  tous 
lès  termes  ont  alternativement  les  lignes  -+-  &.  — . On  a vu 
dans  le  troiliéme  Livre  les  moyens  de  lui  donner  ces  pré- 
parations. 

i°.  Il  faut  multiplier  chaque  terme  de  l’équation  propofée 
par  le  nombre  qui  eft:  l’expofant  du  degré  de  l'inconnue  de 
ce  terme,  & multiplier  le  dernier  terme  par  zéro.  Il  faut 
divifer  le  produit  par  l’inconnue  linéaire  , & il  fera  l’équa- 
tion des  limites  de  la  propofée,  moindre  d’un  degré  que  la 

f»ropofée , & dont  toutes  les  racines  prifes  de  fuite  feront  les 
imites  des  racines  de  la  propofée.  Il  faut  multiplier  chaque 
terme  de  cette  première  équation  des  limites  par  l’expofanc 
du  degré  de  l’inconnue  de  ce  terme , & le  dernier  terme 
par  zéro  ; &le  produit  étant  divifé  par  deux  fois  l’inconnue 
(car  on  trouvera  que  tous  les  termes  fe  peuvent  divifèr  par 
îx  ) fera  la  féconde  équation  des  limites  , dont  les  racines 
feront  les  limites  de  la  précédente.  Il  faut  multiplier  chaque 
terme  de  cette  fécondé  équation  des  limites  par  l’expofànc 
du  degré  de  l’inconnue  , & le  dernier  terme  par  zéro  ; & 
pareequ’on  trouvera  que  chaque  terme  fê  peut  divifer  par 
3*,  il  faut  divifer  le  produit  par  jx  j & l’on  aura  la  troifiéme 
équation  des  limites,  dont  les  racines  feront  les  limites  de 
la  précédente.  On  continuera  d’operer  de  cette  maniéré 
jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à une  équation  linéaire  •,  ce  fera 
la  derniere  équation  des  limites. 

a0.'  Il  faudra  prendre  zéro  pour  la  moindre  limite  de  l’é- 
quation du  fécond  degré  -,  la  racine  de  l’équation  linéaire 
pour  la  fécondé  limite  ; & le  plus  grand  coéfkient  négatif 
augmenté  de  l’unité  ou  d’un  nombre  arbitraire,  pour  la  croix 
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fiéme  & plus  grande  limite  de  la  même  équation  du  fécond 
degré  ; & l’on  aura  ainfi  toutes  les  limites  des  racines  de 
l’equation  du  lëcond  degré. 

Il  faudra  prendre  pour  les  limites  des  racines  de  l’équation 
du  troifiéme  degré , zéro,  les  deux  racines  de  l’équation  du 
fécond  degré , & le  plus  grand  coéficient  négatif  de  l’équa- 
tion du  troifiéme  degré,  augmenté  de  l’unité  } & l’on  aura 
ainfi  toutes  les  limites  des  racines  de  l’équation  du  troifiéme 
degré , deux  limites  pour  chacune. 

Il  faudra  prendre  de  même  zéro,  les  racines  de  l’équation 
du  troifiéme  degré , & le  plus  grand  coéficient  négatif  de 
l’équation  du  quatrième  degré,  augmenté  de  l’unité  ou  d’un 
autre  nombre,  pour  les  limites  de  l’équation  des  limites  du 
quatrième  degré  -,  Sc  l’on  aura  ainfi  deux  limites  pour  cha- 
que racine  de  cette  équation. 

Il  faudra  faire  la  même  choie  pour  les  équations  fuivan. 
tes  jufqu’à  la  propofee,  donc  zéro,  les  racines  de  la  pre- 
mière équation  des  limites , & le  plus  grand  coéficienc  né- 
gatif de  la  propofée,  augmenté  de  l’unité  ou  d’un  autre 
nombre,  feront  les  limites , & il  y en  aura  deux  pour  cha- 
cune des  racines  de  la  propofée. 

On  enfeignera  dans  la  Se&ion  fuivance  la  maniéré  de 
trouver  chaque  racine  d’une  équacion , lorfqu’on  en  a les 
deux  limites. 

Pour  les  racines  égales. 

Qu  and  une  des  racines  d’une  des  équations  des  limites 
étant  lûbftituée'dans  l’équation  qui  la  précédé,  donne  zéro 
au  lieu  de  donner  une  fomme  qui  ait  le  ou  le  — , qu’elle 
doit  avoir,  il  y a dans  ce  cas  des  racines  égales  dans  la  pro- 
pofée. Voici  la  maniéré  d’en  déterminer  Te  nombre. 

Si  une  feule  des  racines  de  la  première  équation  des  limi- 
tes étant  fubftituée  dans  la  propofée , donne  zéro , il  y a 
deux  racines  égales  dans  la  propofée. 

Si  deux  racines  étoient  égales  dans  la  première  équation 
des  limites,  il  y auroit  trois  racines  égales  dans  la  propofée  j 
& ainfi  dç  fuite. 

Si  deux  racines  de  l’équation  des  limites  ,quoiqu’inégaIes 
entr’elles,  étoient  auffi  les  racines  de  la  propofée,  elle  auroit 
quatre  racines  égales,  deux  à deux. 
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Si  une  des  racines  de  la  féconde  équation  des  limites  étant 
fùblfftuée  dans  la  première  équation  des  limites, donne  zéro. 


il  y a trois  racines  égales  dans  la  propofée. 

S’il  y avoit  deux  racines  égales  dans  la  fécondé  équation 
des  limites,  il  y auroit  quatre  racines  égales  dans  la  propo- 
se ; & ainfi  de  fuite. 

Si  une  des  racines  de  la  troifiéme  équation  des  limites 
étant  fubftituée  dans  la  féconde , donne  zéro , il  y a quatre 
racines  égales  dans  la  propofée  > 6c  ainfi  des  autres  qui  fui- 
rent la  troifiéme  équation  des  limites , jufqu’i  l’équation 
linéaire , dont  la  racine  étant  fubftituée  dans  l’équation  des 
limites  du  fécond  degré  qui  la  précédé,  fl  elle  donne  zéro, 
toutes  les  racines  de  la  propofée  féront  égales. 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  des  racines  égales  eft  une 
fuite  évidente  de  ce  qu’on  en  a démontré  dans  la  derniere 


Se&ion  du  quatrième  Livre. 

Quand  on  trouve  par  la  méthode  de  ce  Problème , que 
la  propo/ee  contient  des  racines  égales,  le  plus  court  eft  de 
divifer  la  propofée  par  l’équation  compofce  de  toutes  les 
racines  égales , ôc  l’on  aura  un  quotient  qui  contiendra  les 
féules  racines  inégales  de  la  propofée , dont  on  trouvera  les 
limites  par  le  premier  article. 


Pour  les  racines  imaginaires. 

Quand  une  racine  d’une  des  équations  des  limites  étant 
fubftituée  à la  place  de  l’inconnue  dans  l’équation  qui  la 

firéccde  immédiatement,  8c  dont  fes  racines  font  les  limites, 
a fomme  qui  en  vient  n’a  pas  le  ligne  h-  ou  — , qu’elle 
devroit  avoir  fi  les  racines  étoient  toutes  réelles  6c  inégales, 
6c  que  cette  fomme  n’eft  pas  zéro  } dans  ce  cas  il  y a deux 
racines  imaginaires  dans  l’équation  qui  la  précédé,  6c  dans 
toutes  les  autres  équations  des  limites  qui  la  précèdent,  juf- 
qu’à  la  propofée , qui  a auffi  deux  racines  imaginaires. 

Si  deux  racines  d’une  des  équations  des  limites  ne  don- 
noient  dans  celle  qui  la  précédé  immédiatement,  ni  le  figne 
qu’elles  doivent  donner,  ni  zéro,  il  y auroit  quatre  racines 
imaginaires  dans  la  propofée  ; & ainfi  de  fuite. 

Les  autres  racines  réelles  de  l’équation  qui  précédé  n’au- 
roient  pas  moins  leurs  limites,  il  yen  auroic  deux  pour 
chacune , en  prenant  zéro  pour  la  moindre,  le  plus  grand 
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coéficient  négatif  augmenté  de  l'unité,  pour  la  plus  grande, 
& les  autres  racines  de  l’équation  des  limites, dont  on  jih-le, 
pour  tps  limites  moyennes. 

Toute  cette  méthode  eft  une  fuite  évidente  de  tout  ce 
qui  précédé. 

application  du  Problème  à des  exemples. 
Exemple  I. 

Pour  trouver  les  limites  des  racines  de  l’équation  du 
troifiéme  degré  . . — 114**  3744*  — 50140  = 0 

i°.On  multipliera  Ces 

termes  par  ...  5 1 1 o ; 

on  diviféra  le  produit  3*'  — xiSxx  •+•  3744*  = o , 

{iar  x,  & l’on  aura 

'équation  des  limites  }xx — îiSx  -t- 3744  =0. 

On  multipliera  Ces 

termes  par  . . . 1 1 o , 

& Ton  aura  le  pro- , 

duit 6xx  — 12.8*  = o, 

qui  étant  divifé  par 
€x , donnera  . . x — 38  =0, 

qui  eft  la  derniere  équation  des  limites,  ou  l’équation  li- 
néaire des  limites. 

x’.  Pour  avoir  à prefènt  les  limites,  l’on  ôtera  le  coéficienc 
du  premier  terme  de  l’cquation  des  limites  du  fécond  degré 
$xx  — n8x  •+-  3744  = o , ce  qui  Ce  fera  ici  en  divifanc 
chaque  terme  par  3,  & l’on  aura  xx  — '-jGx  •+•  1148  = o, 
pour  l’équation  des  limites  du  fécond  degré. 

Zéro  & la  racine  ■+■  38  de  l’équation  linéaire,  féront  les  li- 
mites de  la  irt  racine  de  l’équation  xx  — 76*  ■+■ 1148  = o. 

•+■  38  & ■+•  77,  qui  eft  le  plus  grand  coéficient  négatif  de 
cette  équation,  augmenté  de  l’unité,  feront  les  limites  de 
là  féconde  racine. 

A in  ft  en  fubftituanc  zéro  au  lieu  de  x dans  l’équation  xx 
' — 7 6x.  1148  = o , l’on  aura  1148. 

En  fubftituant  la  fécondé  limite  58,  on  aura  — 196. 

En  fubftituant  la  troifiéme  limite  77 , on  aura  -4-  1317. 

Et  l’on  trouvera  par  les  méthodes  de  la  Section  fûivante» 
que  les  deux  racines  de  xx  — 7 6x  -f  114®  = o,  font  14, 
& J*. 


Digitized  by  Google 


L I V R E V I.  307 

Ainfi  zéro  Sc  14  font  les  limites  de  la  première  racine  de 
la  propofée  x’  — 114.XX  ■+■  3744*  — 30140  =0,  c'eft  à 
dire , la  première  racine  de  la  propofée  eft  entre  zéro  & z4} 
& en  fubftituant  zéro  au  lieu  de  l’inconnue  x dans  la  pro- 
pofée  , la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra,  aura  le 
ligne  — } en  fubftituant  14 , la  fomme  aura 

14  £c  ji  font  les  limites  de  la  fécondé  racine  de  la  pro- 
pofee,  & en  fubftituant  52.,  la  fomme  aura  — . 

Enfin  ji  & le  plus  grand  coéficient  négatif  de  la  propo- 
fée, augmenté  de  l’unité,  qui  eft  30141, font  les  limites  de  la 
troifiéme  racine  de  la  propofée  * & en  fubftituant  30141,  la 
fomme  qui  en  viendra  aura 

L’on  a donc  les  limites  de  toutes  les  racines  de  la  propo- 
fée, deux  limites  pour  chacune  ; ce  qu'il  fallait  trouver. 


z8S  = o ; 


Second  exemple  où  il  y a des  racines  égales. 

Pour  trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équation  du 
croifiéme  degré  . . x’  — 30XX  •+■  z88x  — 864  = o, 
i°,  on  multipliera  fês  ter- 
mes par  j 2 1 o, 

& l’on  aura  la  première  

équation  des  limites  . - 3*’  — 6 oxx  ■+■  i88x  = o , 
qui  écant  divifée  par  x, 

donnera 3**  — 60% 

multipliant  cette  équa- 
tion par 1 1 

l’on  aura  la  derniere 
équation  des  limites, 
qui  étant  divifée  par  6x , 
fe  réduit  à l’équation 

linéaire x — 10  = o. 

i°.  Pour  avoir  les  limites  de  l’équation  du  fécond  degré  3XX, 
— £ox  •+•  188  = o,  on  diviféra  fes  termes  par  3 , & l’on 
aura  xx — zox  •*.  96  = o pour  la  première  équation 
des  limites.  Les  limices  de  la  première  racine  de  xx  — îox 
-«-96  = 0,  font  zéro  & la  racine  10  de  la  derniere  équa- 
tion des  limites.  Les  limites  de  la  féconde  racine  de  xx 
— zox  -1-96=0,  font  10  & fon  plus  grand  coéficient 
négatif  augmenté  de  l’unité , qui  eft  zi.  On  trouvera  par 
les  méthodes  de  la  Se&ion  fuivante  , que  les  racines  de  la 


6xx  — 6ox  = o , 
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première  équation  des  limites  xx  — iox  4-96  = 0,  font  S 
Ëc  12. 

Ain  fi  o,  8,  ii,  865,  font  les  limites  des  racines  de  la 
propoiée  : mais  ^arcequ’on  trouve  que  11  étant  lùbftiruc 
dans  la  propoiée  a la  place  de  x,  la  lomme  qui  en  vient  elt 
zéro  , & qu’ainfi  11  en  eft  une  racine  -,  la  propoiée  a deux 
racines  égales  12,  12,  & il  ne  lui  relie  plus  qu’une  racine 
inégale,  dont  les  limites  font  o & 8. 

Mais  le  plus  court  efl:  de  divifer  la  propoiée  par  l’équa- 
tion compofoe  des  deux  racines  égales  11  & n,  qui  eft  xx 
— 24*  4- 144  = o,  & le  quotient  x — 6 = 0,  contiendra 
la  racine  inégale. 

Troifii-me  exemple  oà  il  y a des  racines  imaginaires. 

Pour,  trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équation 
du  quatrième  degré  x 4 — 7 6x’  4-  1872**  — 15120x4-  35136  =0, 
i°,  on  multipliera  les 

termes  par  ...  4 3 1 1 o, 

& l’on  aura  la  1"  

équation  des  limites  4X4  — 128*’  4-  3744XX  — ijuox  = o, 
qui  fe  réduic  en  di- 

vi  font  par  4*  à . . x’  — J7 xx4-9}6x  — 3780  =0. 

On  multipliera  cette 

équation  par  ...  3 2 1 o , 

& on  aura  la  fécondé  

équation  des  limites  3* ’ — 114x1c  4-93 6x  =0, 
qui  étant  divifée  par 

3*,  fe  réduit  à . . xx  — 38*  ■+■  31»  = o j 

on  multipliera  cette 
équation  par  . . a 1 

&on  aura  la  derniere  ” 

équation  des  limites  — 3^x  = °j 
qui  étant  divifée  par 
îx,  fe  réduit  à l’équa- 
tion linéaire  ...  * — l9  —O. 

2°.  Pour  avoir  les  limites  des  deux  racines  de  l’équation 
des  limites  du  1 degré  xx  — 38.x  4-  312  = o , on  prendra 
zéro  pour  première  limite 5 la  racine  19  de  l’équation  linéaire 
des  limites  x — 19  = o,  pour  fécondé  limite  5 & le  plus 
grand  coéficient  négatif  de  l’équation  xx  — 38*  -(-312  = 0, 

augmenté 
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augmente  de  l’unité,  qui  eft  39 , pour  la  troifiéme  limite. 
Ainfi  les  trois  limites  feront  o,  19, 59. 

On  trouvera  par  les  méthodes  de  la  Seftion  fuivante , en 
fe  iervant  de  ces  limites , que  les  deux  racines  de  la  féconde 
équation  des  limites  xx  — 3 •+•  311  = o,  iont  11  & 16. 
Ainfi  les  limites  de  la  première  équation  des  limites*' 

— 57**  ■+■  93 6x  — 3780  =0,  feront  o,  ri,  1 6,  3781,  par 
le  moyen  defquelles  on  trouvera  que  les  racines  de  la  pre- 
mière équation  des  limites  — )-)xx-+-  936*  — 3780  =0, 
font  6,  11,  jo. 

Par  coüfequent  les  limites  des  racines  de  la  propofée  x* 

— 7 6x'  1871**  — îjno*  33136  — o,  font  o,  6, 11,30, 

15111-  Ce  qu'il  falloit  trouver. 

En  fubmtuant  zéro  dans  la  propofée  au  lieu  de  * , la 
fomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme,  5c 
elle  a le  ligne  -4-. 

En  fubftituant  la  féconde  limite  6,  la  fomme  a le  ligne  — .. 
En  fubfticuant  la  troifiéme  limite  ai,  la  fomme  a le  figne  -t*. 
En  fubftituant  la  quatrième  limite  30,  la  fomme  qui  devroïc 
avoir  le  ligne  — , a encore  le  figne  h-.  C’eft  une  marque 
certaine  qu’il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  propoleé, 
& deux  racines  réelles,  donc  on  trouvera  par  les  méthodes 
de  la  Section  fuivante, que  la  première  eft^éc  que  la  féconde 
eft  incommenfurable , plus  grande  que  8, ôt  moindre  que  9. 

R E M A R.  Q^U  Z. 

Pour,  faire  concevoir  clairement  la  méthode  du  Problè- 
me, on  a choifl  des  exemples  donc  les  équations  des  limites 
eufiène  ces  deux  conditions  : i°.  qu’elles  fe  trouvaflène  fans 
fractions , le  coéfirienr  de  leur  premier  terme  étant  un  di- 
vifeur  exact  de  tous  les  autres  termes  : iu.  que  toutes  les 
racines  des  équations  des  limites  fuflënt  commenfurables. 
Quand  ces  deux  conditions  ne  fe  trouvent  pas,  qui  eft  le 
cas  le  plus  ordinaire,  on  verra  à la  fin  de  la  Seétion  fuivante 
le  moyen  de  trouver  , nonobftanc  cela , les  limites  qu’oa 
cherche.  . 
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♦ 

PROBLÈME  IL 

149.  ND  on  a Us  limites  des  racines  d’une  équation , trouver 

les  limites  des  racines  de  toute  équation  en  laquelle  on  transfor- 
mera la  première. 

P ar.  exemple  on  a l’équation  x’  — 114**  -t-  3744^  — 30140 
= o,  dont  on  connoîc  les  limites  o,  14,  52,  24141 } on  veut 
la  transformer  en  une  autre  , foit  en  luppofant  par  exem- 
ple X — 10  —y,  qui  fe  réduit  kx—y  10, 
ou  x -+-10=  y x—y  — 10, 

ou  10 — X — y x — 10 — y, 

ou  iox  = y x — JL 

°U  -tL  =.y  x = iq y, 

ou  enfin  de  quelqu’autre  maniéré  qu’on  voudra.  Subfti- 
tuant  enfuite  la  valeur  de  x prife  dans  quelqu’une  de  ces 
équations  où  x eft  linéaire,  au  lieu  de  x dans  la  propofee, 
l’équation  qui  en  naîtra  fera  la  transformée. 

Pour  avoir  les  limites  des  racines  de  la  transformée,  il 
faut  fubftituer  les  limites  fuccefiîvement  à la  place  de  x dans 
l’équation  où  x eft  linéaire,  & qui  a fervi  à faire  la  transfor- 
mation ^ & les  valeurs  de  y toutes  connues  qui  viendront  de 
ces  fubftitutions , feront  les  limites  des  racines  de  la  trans- 
formée j par  exemple  en  fubftituant  o à la  place  de  x dans 
l’équation  x — 10  =y,  on  aura  o — 10  —y,  ainfi  la  pre- 
mière limite  de  la  transformée  fera io. 

En  fubftituant  14 , on  aura  la  fécondé  limite  24  — xo 
= 14  = ,. 

En  fubftituant  ji,  on  aura  52  — 10  =.•  41  *=y,  ainfi  la 
troifiéme  limite  de  la  transformée  fera  42. 

Il  en  eft  de  même  des  autres  transformations. 


Démonstration. 

Il  eft  évident  par  la  transformation, *que  les  racines  de  la 
transformée  font  les  racines  mêmes  de  la  propofee  , dimi- 
nuées ou  augmentées  de  la  grandeur  connue  10,  ou  de  telle 
autre  qu’on  voudra , ou  multipliées  ou  divifées  par  cette 
même  grandeur, &c.  Par  confequent  fi  l’on  diminue, ou  fi 
Ion  augmente  ou  fi  l'on  multiplie,  ou  fi  l’on  divife  , &c. 
c aque  imite  de  la  propoféc  de  la  même  maniéré , il  eft: 
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vifîble  que  les  grandeurs  qui  en  viendront,  feront  les  limites 
des  racines  de  la  transformée,  c’eft  à dire,  ccs  racines  feront 


des  grandeurs  moyennes  entre  ces  limites. 

Mais  en  fubftituanc  chaque  limite  des  racines  de  la  pro- 
pofée à la  place  de  x , dans  l’équation  qui  a férvi  à la  tranfor- 
mation,  dans  laquelle  équation  x eft  linéaire,  il  eft  évident 
que  les  limites  de  la  propoiée  font  diminuées  ou  augmentées 
de  la  grandeur,  par  exemple  10,  dont  les  racines  de  la  pro- 
pofée  font  diminuées  ou  augmentées  dans  la  transformée  } 
ou  bien  qu’elles  fonc  multipliées  ou  divifees,  Sec.  par  la 
même  grandeur  10 , par  laquelle  les  racines  de  la  propofée 
font  multipliées  ou  divifees,  Sec.  dans  la  transformée.  Les 
grandeurs  qu’on  trouve  parce  Problème  font  donc  les  limi- 
tes de  la  transformée. 


Corollaire. 

S i l’on  transforme  une  équation  propofée  x'  — n^xx.  Sec. 
en  une  autre  dont  les  racines  foient  celles  de  la  propofée; 
diminuées  chacune  d’une  des  limites  des  racines  de  la  pro- 

{>ofée,  par  exemple  de  14,  qui  eft  la  plus  petite  des  deux 
imites  de  la  féconde  racine  de  la  propofée , en  fuppofânt 
x — *4  —y  ; il  eft  évident  que  la  plus  petite  des  deux  limi- 
tes de  la  fécondé  racine  de  la  Transformée  fera  zéro  ; la 
féconde  limite  fera  la  différence  qui  eft  entre  la  limite  14 
Sc  la  limite  fui  vante  51,  c’eft  à dire  fa  féconde  limite  fera 
8c  les  limites  des  racines  fuivantes  de  la  tranformee,  fl  elle 
en  a plusieurs,  féront  les  différences  qui  fé  trouvent  entre 
la  limite  24  Sc  chacune  des  limites  fuivantes  de  la  propofée. 

Remarques. 

I. 

Quand  on  trouve  par  le  Problème  précèdent  une  gran- 
deur négative  pour  la  première  limite  de  la  première  racine 
d’une  transformée  ; comme  on  a trouvé  la  grandeur  néga- 
tive — 10 , il  faut  prendre  zéro  pour  première  limite  de  la 
première  racine  de  la  transformée,  Sc  non  pas  la  grandeur 
négative  — 101  Cela  eft  plus  commode  dans  la  pratique. 

1 1 

Quand  toutes  les  racines  d’une  équation  font  pofitives, 
ou  toutes  négatives  Sc  réelles, comme  le  coéficienc  du  fécond 
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terme  en  eft  la  fomme  , fi  l’on  prend  le  tiers  de  ce  cocfi- 
cienr , fi  elle  eft  du  troifiéme  degré,  le  quart  fi  elle  eft  du 
quatrième  degré,  8c  ainlî  de  fuite;  cette  grandeur  fera  une 
limite  moyenne,  au  moins  entre  la  plus  petite  & la  plu* 
grande  des  racines. 

Ainfi  la  plus  petite  des  racines  eft  entre  zéro  & certe 
limite  moyenne;  & la  plus  grande  des  racines  eft  entre  cette 
limite  moyenne  8c  le  plus  grand  coéficient  négatif  de  la 
propolèe , augmenté  de  l’unité  ou  d'un  autre  nombre. 

On  pourra  trouver  la  plus  petite  & la  plus  grande  racine 
de  la  propofée  en  fe  forvanc  de  ces  limites  par  les  méthodes 
de  la  Section  fuivante. 

Avertissement. 

C e u x qui  commencent  & ceux  qui  ne  fçavent  pas  le  cal- 
cul des  différences,  doivent  paflèr  à la  Section  fuivante. 

A 

THEOREME  X. 

* JO.  LeS  racines  de  f équation  des  limites  formée  par  la  méthode 
du  premier  Problème , font  les  véritables  limites  des  racines  de  la 
propofe  dont  elle  eft  £ équation  des  limites , t'eft  a dire , elles  font 
les  véritables  limites  moyennes  entre  la  plus  petite  & la  plus 
grande  racine  de  la  propofée. 

P our  bien  entendre  ce  Theorême,  il  faut  remarquer,  i\ 
que  dans  une  équation  propofée  comme  xx  — 76*  1148 

—'.o,  dont  les  racines  font  1 4 8c  jz,  toutes  les  grandeurs 
qui  font  entre  14  Sc  51,  comme  zy,  zé,  27,  18,  Sec.  font  des 
grandeurs  moyennes,  ou  des  limites  entre  la  première  ra- 
cine 14  Sc  la  lèconde  racine  yz  ; 6c  que  la  fubftitution  de 
chacune  de  ces  grandeurs  à la  place  de  * dans  la  propofée, 
donnera  differentes  fommes  routes  connues,  dont  chacune 
aura  toujours  le  même  ligne  — . 

z’.  Que  Iej  fommes  toutes  connues  qui  naillènf  de  la  fiib- 
ftmition  de  -*■  15,  1 6, 17,  &c.  vont  Toujours  en  augmentant, 
c’eft  a dire,  celle  qui  vient  de  la  fubftitution  de  zy  eft  moin- 
dre que  celle  qui  vient  de  la  lbbftitution  de  z6,8c  celle-ci 
moindre  que  cefle  qui  vient  de  la  fiibftitution  de  Z7;  & 
elles  vont  ainfi  en  augmentant  jufqu’à  la  fubftitution  de  la 
limite  38  trouvée  par  le  premier  Problème,  qui  donne  une 
fomme  qui  eft  la  plus- grande  de  toutes. 
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Et  fubfticuanc  enfuite  39, 40, 41, 41  ôc  les  autres  nombres 
fui  vans,  les  fommes  toutes  connues  qui  naill'ent  des  fubfti- 
tutions  vont  en  diminuant,  celle  qui  vient  de  la  fubftitution 
de  39  étant  plus  grande  que  celle  qui  vient  de  la  fubfticu- 
tion  de  40,  fcc  celle-ci  plus  grande  que  celle  qui  vient  de  la  * 
fubftitution  de  41 , 8c  ainfi  de  fuite  jufqu’à  la  fubftitution  de 
la  racine  31  qui  donne  zéro. 

Or  j’appelle  la  véritable  limite  la  grandeur  38 , qui  eft 
celle  de  toutes  les  limites  qui  font  entre  la  racine  24  8c  la 
racine  51,  qui  étant  fubftituée  dans  la  propofée  , donne  la 
plus  grande  fomme  route  connue,  les  autres  limites  don- 
nant chacune  de  moindres  fommes  touces  connues  : Et  je 
dis  que  les  limites  qu’on  trouve  par  le  Problème,  c’eft  à dire 
les  racines  de  l’équation  des  limites,  font  les  véritables  limi- 
tes moyennes  des  racines  de  la  propofée  entre  la  première 
fcc  la  demiere  racine  de  la  propofée;  c’eft:  à dire,  qu’étant 
fubfticuées  dans  la  propofée,  les  fommes  toutes  connues  qui 
en  viennent,  font  plus  grandes  que  celles  qui  viennent  de  la 
fubftitution  des  autres  limites  , qui  ne  font  pas  celles  que 
j’appelle  les  véritables  , 8c  lefquelles  véritables  limites  fè 
trouvent  par  le  premier  Problème. 

Pour  le  démontrer,  1”,  il  faut  fuppofer  dans  le  fécond 
membre  d’une  équation  propofée,  comme  — n+xx 
-+-  3744*  — 30240  = o , dont  les  racines  font  n , 42,  60, 
au  lieu  de  zéro , une  grandeur  indéterminée^,  8c  l’on  aura 
— II4XX  •+•  3744X  — 30240  = y. 
i°.  Il  faut  concevoir  diftin&emenc  que  x reprefêntant  tous 
les  nombres  imaginables  qu’on  peut  fubftituer  à fa  place 
dans  le  premier  membre,  y reprefénte  touces  les  fommes 
connues  qui  naîtront  de  la  fubftitution  de  chacune  de  ces 
grandeurs  à la  place  de  x. 

Et  pour  concevoir  diftinclement  toutes  ces  grandeurs  que 
reprefente  y,  il  faut  commencer  par  la  fubftitution  de  zéro 
à la  place  de  x > 8c  allant  fucceffivcmenc  par  ordre  , il  faut 
concevoir  qu’on  fubftitue  à la  place  de  x , apres  la  fubftitu- 
tion  de  zéro,  un  nombre  fi  petit  qu’il  différé  de  zéro  moins 
qu’aucune  grandeur  donnée , quelque  petite  qu’elle  puilfe 
être,  8c  cette  grandeur  moindre  qu’aucune  grandeur  don- 
née , eft  ce  qu’on  appelle  une  grandeur  infiniment  petite , ou 
ou  une  différence. 
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Il  faut  enfuite  concevoir  qu'on  fubftitue  après  la  grandeur 
precedente  une  autre  grandeur  plus  grande,  mais  qui  ne 
iurpaflè  la  precedente  que  d’une  grandeur  infiniment  petite, 
ou  d’une  différence. 

Concevant  ainfi  de  fuite  qu’on  fubftitue  des  grandeurs 
par  ordre  qui  ne  fe  furpaiîent  que  d’une  grandeur  infiniment 
petite,  on  concevra  en  meme  temps  que  les  fommes  toutes 
connuesqui  naiffent  par  ordre  de  ces  iubftitutions,vont  tou* 
jours  en  diminuant,  & font  reprelcntces  par  4-,  Ce  que  le 
premier  y fur  pâlie  le  fécond  d’une  grandeur  infiniment 
petite , le  fécond  Iurpaflè  le  troificme  d’une  grandeur  infi- 
niment petite  , 6c  ainfi  de  fuite  jufqu’à  ce  que  concevant 
que  la  pr-cmiere  racine  de  la  propofée  x 1 — 114**  3744* 

— 30140  —y,  qui  cft  11,  étanc  fubftituée  à la  place  de  x, 
la  fomme  coucc  connue  qui  en  vient  cft  zéro } ainfi  y repre- 
fènte  alors  zéro,  6c  n’eft  aucune  grandeur  réelle,  6c  n’a 
point  par  confequent  alors  de  différence. 

Continuant  de  concevoir  qu’on  fubftitue  à la  place  de  x 
un  nombre  qui  furpaflè  la  première  racine  11  d’une  gran- 
deur infiniment  petite,  6c  enfuite  une  autre  qui  furpalfc  le 
precedent  d’une  différence,  Ce  ainfi  de  fuite,  on  concevra 
en  même  temps  que^,  qui  eft  toujours  égale  à chaque  fom- 
me toute  connue  qui  vient  de  chacune  àe  ces  fubftirutions, 
devient  encore  une  grandeur  réelle  qui  va  en  augmentant 
d’une  grandeur  infiniment  petite , jufqu’à  ce  que  concevant 
qu’on  fubftitue  la  première  limite  qui  eft  2 x,  y devient  la 
plus  grande  fomme  toute  connue  que  puiflènt  donner  les 
fobftitutions  fuccelfives  de  chacun  de  tous  les  membres.qui 
font  encre  la  première  racine  11  & la  léconde  racine  41. 

Et  concevant  qu’on  fobftitue  enfoire  une  grandeur  qui 
furpaflè  la  véritable  limite  14  d’une  différence , Ce  enfuite 
une  autre  qui  furpaflè  la  precedente  d’une  différence,  Ce  ainfi 
de  fuite,  y reprclentera  les  fommes  toutes  connues  qui  naif- 
lent  de  ces  fobftitutions , qui  vont  en  diminuant , Ce  donc 
chacune  furpaflè  celle  qui  la  foie  d’une  différence,  jufqu’à 
ce  que  concevant  que  l’on  fubftitue  à la  place  de  x la  féconde 
racine  41 , l’on  conçoive  en  même  temps  que  la  fomme 
toute  connue  qui  naît  de  cette  fubftitution  eft  zéro  , 6c 
qu’ainfi  y reprefente  alors  zéro , Ce  n’eft  aucune  quantité 
réelle. 
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On  continuera  le  même  raifonnemenc  fur  lesfubflitutions 
des  grandeurs  qui  font  entre  la  fécondé  racine  41 6c  la  troi- 
fiéme  racine  60, 6c  fur  les  fommes  reprefentées  pary  qui  en 
naîtront  5 6c  ainfi  de  fuite  dans  les  équations  des  degrés 
plus  élevés;  6c  enfuite 

3°.  On  remarquera  que  dans  les  fubflitutions  des  grandeurs 
qui  font  entre  deux  racines  de  la  propofée,  par  exemple 
des  grandeurs  qui  font  entre  la  première  racine  iz  6c  la 
féconde  41,  à la  place  de  x,  les  y , c’efl  à dire  les  grandeurs 
que  reprelénte^,  vont  toujours  en  augmentant  d’une  dif- 
férence jufqu’à  la  fubflitution  de  la  véritable  limite  14. 

Que  dans  la  fubflitution  de  14,  l’augmentation  ceflé,  c’eft 
à dire  qu’elle  efl  nulle  ou  égale  à zéro , 6c  qu’ainfi  la  diffé- 
rence de  7 efl  nulle  dans  cette  fubflitution. 

Et  qu'enfin  dans  la  fubflitution  des  grandeurs  fuivantes, 
jufqu’à  celle  de  la  racine  41,  au  lieu  d’augmentation  , c’cfi 
une  diminution , 6c  les^  vont  en  diminuant  jufqu’à  ce  qu’ils 
deviennent  zéro  dans  la  fubflitution  de  la  fécondé  racine  41. 

D’où  il  fuit , pour  la  démonflration  du  10e  Theorême , 
que  lorfque  l’augmentation  ou  la  différence  de  y efl  égale 
à zéro , alors  la  valeur  de  x efl  celle  qui  étant  fubflituée  à 
fa  place  dans  la  propofée , donne  une  fomme  qui  efl  la  plus 
grande  de  coûtes  celles  que  donne  la  fubflitution  des  autres 
grandeurs  moyennes  entre  deux  racines, 6c  que  cette  valeur 
de  x efl  la  véritable  limite  entre  ces  deux  racines. 

Pour  trouver  donc  les  véritables  limites  des  racines,  il 
ne  faut  que  prendre  la  grandeur  qui  exprime  la  différence 
de  y , la  fùppofér  égale  a zéro,  6c  les  racines  de  l’équation 
qui  naîtra  de  cette  fubflitution,  c’efl  à dire  les  valeurs  de  x 
dans  cette  équation,  féront  les  véritables  limites  des  racines 
de  la  propofée. 

Or  le  calcul  des  différences  apprend  que  pour  prendre 
la  différence  de  x’  — 114XX  -+•  3744*  — 30140  = 7, 
il  faut  multiplier  31  1 o , 

chaque  terme 

par  l’expofânt  3 xxdx  — nîxdx  •+■  3744^  = dy 

de  fon  inconnue , 8c  par  la  differencielle  dx  j qu’il  faut  mul- 
tiplier le  dernier  terme  par  zéro,  6c  écrire  au  fécond  mem- 
bre dy  au  lieu  de  y,  de  divifér  chaque  terme  par  x,  6c  l’on 
aura  la  différence  3 xxdx  — utixdx  -h  3744<fx  = dy. 
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Il  faut  enfuice  foppofer  dy  = o , & l’on  aura  3 xxdx 

— nîxdx  3744 dx  — o. 

Il  faut  diviler  chaque  terme  par  dx,  âi  l’on  aura  i’équa- 
tion  }xx  — 228.* 3744  = Oj  ou  divilanc  par  3,  xx  — 7 6x 
•+■  1148  = o,  dont  les  racines  étant  fubftiruees  dans  la  pro- 
pofée  à la  place  de  x,  les  fommes  toutes  connues  qui  en 
naîtront,  leront  plus  grandes  que  toutes  celles  que  pour- 
ront donner  les  fubftitutions  des  autres  grandeurs  moyen- 
nes entre  les  racines  de  la  propofée. 

Par  conlêquent  les  racines  de  l’équation  des  limites , qui 
eft  la  même  que  celle  qu’on  vient  de  trouver,  font  les  véri- 
tables limites  des  racines  de  la  propofce.  Ce  qu'tl  falloit 
démontrer. 

Corollaire  I. 

1 J *•  Si  l’un  conçoit  dans  x}  — 114  V*  -4-  3744  e 30140  —y, 

que  y reprelente  les  plus  grandes  fommes  toutes  connues 
que  donnent  les  fubftitutions  fuccdfives  des  véritables  limi- 
tes des  racines  de  la  propolêe , c’eft  à dire , par  ce  dixième 
Théorème,  les  fommes  que  donnent  les  fubftitutions  fuc- 
ceiüves  des  racines  de  l’équation  des  limites  xx  — yGx 
•+■  1148  = o j & qu’on  tranfpofe  y dans  le  premier  mem- 
bre; les  racines  de  l’équation  des  ünùces  xx  — 7 6x  ■+•  1148 
= o,  feront  des  racines  exactes  de  l’équation  x 1 — 114** 
■+•  3744*  — 30240  — y =;=  o ; car  les  racines  24  & ji  de 
l’équation  des  limites  étant  fubfticuées  l’une  après  l’autre 
dans  l’équation  **  — u+xx  3744X  — 30240  — y = 0, 
la  fomrne  qui  viendra  de  la  1"  fubftitution  fera  7776  ; 
6c  y reprefentant  cette  même  fomme  là,  l’on  aura  -+-  7776 
• — 7776  = o.ainfi  la  première  racine  14  de  l’équation  des 
limites  étant  fubftituce  à la  place  de  x dans  l’equation  x' 

— nqjex  3744.V  — 30240  — y=  b,  donne  zéro  ; 24  eft 

donc  une  racine  de  cette  équation.  La  fomme  qui  viendra 
de  la  fubftitution  de  32  fera  — 3200;  6c y reprefentant  cette 
même  fomme,  — y fera  égal  à •+•  3100  ; ainfi  l’on  aura 

— 3200  -4-  3200  ==  o.  La  féconde  racine  52  de  l’équation 
des  limites  étant  fobftituée  à la  place  de  x dans  xJ  — 114** 

37+4*  — 30240  ~—y  =5  o , donnant  zéro,  eft  donc  une 
racine  de  cette  équation. 

Co  R O L. 
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Corollaire  II. 

tS1,  D’où  il  fuit  que  chaque  équation  linéaire  comme  x — 14 
= o,  x — 5 1 — o,  dont  le  premier  terme  eft  x,  Sc  le  fécond 
l’une  des  racines  de  l’équation  des  limites,  eft  un  divifeur 
exaét  de  l’équation  x'  — 114**  -+  3744*  — 30140  — 7 
— o;  5c  de  l'équation  des  limites  xx  — 7 6x  -+-  1148  = o, 
en  fuppofant  que  / reprefente  par  raport  à x — 14  = o, 
la  fomme  toute  connue  -+■  7776,  que  donne  la  fubftirution 
de  14  à la  place  de  x dans  la  propofée,  & que/  repi^fente 
par  raport  à x — 51  = 0,  la  iomme  toute  connue  — 3100 
que  donne  la  fubftirution  de  ji  à la  place  de  x dans  la  pro- 
pose. 

Corollaire  III. 


Apre's  avoir  tranlpofé/  du  fécond  membre  dans  le  pre- 
mier membre  d’une  équation x!—  infxx  -t-3744x  — 30140 

—y 

= o , fi  on  la  divifé  par  ion  équation  des  limites  xx  — yGx 
-+■ 1148  = o , & après  être  arrivé  à un  refte  où  x ait  un 
degré  de  moins  que  dans  le  divifeur  xx  — 7<>x-*-  1148  = 0, 
on  divifece  divifeur  par  ce  premier  refte  ; & qu’on  continue 
la  méthode  de  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun, 
jufqu’â  ce  qu’on  foit  arrivé  à un  refte /y— 4576/  -+■ 14883100 
= 0,  dans  lequel  x ne  fé  trouve  plus,  5c qui  n’a  d’inconnue 
que/,  & qu’on  fuppofé  ce  refte// — 45767-+- 14883100 
égal  à zéro,  & le  dernier  divifeur  où  x eft  linéaire  auffi  égal 
à zéro , qui  eft  — 391X  -+-17184  — / =0,  ou  -+-  391X 

— 17184  -+-7  = 0.  U fuit  du  Corollaire  précèdent  que  le 
refte,  ou  l’équation/y  — 4 5767  •+•  14883100  = o,(qui  fera 
toujours  du  meme  degré  que  l’équation  des  limites, comme 
l’operation  le  démontré,)  aura  pour  fes  racines,  ou  pour 
les  valeurs  de  7,  les  fournies  toutes  conques  que  donnent  les 
fiibftiturions  fucceffives  des.racines  de  l’équation  des  limites 
à la  place  de  x dans  la ‘propofée,  qui  font  ici  -+-  7776  & 

— 3100  j & en  mettant  fucceffivement  ces  valeurs  de / dans 
le  dernier  divifeur  où  x eft  linéaire , c’eft  à dire  dans  391.x- 

— 17184  = 0,  l’on  aura  les  deux  équations  linéaires  x — 14 


= o,  x — 51  = o,  qui 


font  les  diviféurs  communs  aux 

Sf 
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équations  x'  — 114**  ■+•  3744*  — 3°M-°  = où  y repre- 

—y 

fente  fucceflivement  ■+•  7776  & — 3100,  & xx — qbx 
-t-  1148  = o , & qui  contiennent  les  racines  de  l’cquation 
des  limites  xx  — 76X  •+■  1148  = o. 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  du  precedent  & de 
la  méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de 
deux  équations:  caries  racines  de  yy  — 4576  V +- 14883100 
_ 0 } forlt  telles,  qu’étant  fubftituées  à la  place  de  y dans 
le  dernier  divifeur  où  x ell  linéaire,  qui  eft  391X  — 17184 

-+7, 

= 0,  & dans  x*  — 114XX-H  3744X—  30240  = 0,  l’cqua- 

— y _ , 

tion  linéaire  eft  changée  en  deux  autres,  qui  divifent  exaûe- 
ment  l’équation  des  limites,  & qui  par  confequent  en  con- 
tiennent les  racines  -,  & ces  mêmes  équations  linéaires  divi- 
fent aufli  exactement  x!  — xi4xx  3744*  — 30î4°  = °> 

—y 

où  l’on  fuppofe  à la  place  de  y,  fes  deux  valeurs  + 7776, 
320°.  Corollaire  IV. 


Pour  les  racines  égales. 

Soit  une  équation  qui  a des  racines  égales  x+  — iSx* 

I J4*  -jixx 6-f-*  iÆ  = o , dont  l’équation  des  limites  elt 

— Iixx l6x  — 16  = °i  qu’on  mette  và  la  place  de 
zéro  ( conformement  à la  fuppofiuon  du  2 Corollaire  qui 

précède,)  l’on  aura  x«— 16*'  •+•  — *4*  T 16  -y-  Les 

racines  de  l’équation  des  limites  étant  fubftituees  fucceiTÏ- 
vement  à la  place  de  x dans  cette  équation  les  fommes 
* '51-  toutes  connues  qui  en  viendront  feront  les.valeurs  de  y * > 
par  confequent  les  racines  égales  étant  communes  a la  pro- 
pofée  Sc  à l'equation  des  limites,  il  y aura  tout  autant  de 
valeurs  de  y égales  à zéro,  qu’il  y aura  de  ces  racines  com- 
munes. 

Corollaire  v. 

Qp,  contient  une  méthode  four  connoitre  quand  une  équation 
frtpofec  a des  racines  égalés. 

lf  f,  Doù  il  fuit  Se  du  troifiéme  Corollaire , que  fi  1 on  trânf- 
pofe  y dans  le  premier  membre  s qu’on  cherche  enluite  le 
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plus  grand  divilèur  commun  de  x 4 — i6x5  -]ixx  — 64* 

■+-  16  = o,  6c  de  l’équation  des  limites  x5  — n*x  -1-  36* 

— y 

— 16  = o,  & qu’on  continue  l’operation  julqu’à  ce  qu’on 
foit  arrivé  à un  relie  où  x ne  fe  trouve  plus,  & qui  n’ait 
pour  inconnue  que  y , en  lùppolânc  ce  relie  égal  à zéro  5 il  y 
aura  autant  de  y égaux  à zéro  dans  l’équation  de  ce  relie, 
qu’il  y a de  racines  communes  à la  propofée  x*  — i6xl 

~]ixx  — 64*  16  = o,  & à l’équation  des  limites  xs 

— nxx  -+-  3 6x  — 16=0,  ce  qui  marquera  qu’il  y a des 
racines  égales  dans  la  propofée  i c’cft  à dire,  y auroit  trois 
dimenlions  dans  l’équation  faite  du'relle , fi  les  quatre  raci- 
nes de  la  propofée  etoient  inégales,  mais  au  lieu  de  cela  ,/ 
n’aura  que  deux  dimenlions,  s’il  y a une  racine  commune  à 
la  propofée  & à l’équation  des  limites-,  y n’aura  qu’une 
dimenfion  dans  l’équation  du  relie,  s’il  y a deux  racines 
communes  ; & y le  trouvera  entièrement  égale  à zéro  dans 
l’équation  faire  du  relie , fi  toutes  les  racines  de  l’équation 
des  limites  lontaulfi  les  racines  de  la  propofée,  & que  les 
quatre  racines  de  la  propofée  foient  égales. 

Dans  cet  exemple  on  trouve  pour  relie/  — 144  = o,  ce 
qui  fait  connoître  qu’il  y a deux  racines  communes  à la  pro- 
pofee  & à fon  équation  des  limites , & que  la  propofée  con- 
tient par  conléquent  des  racines  égales. 

D’où  l’on  voit  que  pour  connoître  fi  une  équation  pro- 
pofée conneni  des  racines  égales,  il  n’y  a qu’à  ajouter  — y 
a fon  dernier  terme , & enfuite  chercher  le  plus  grand  divi- 
fcur  commun  de  cette  équation  & de  fon  équation  des 
limites  -y  & continuer  l’operation  jufqu’à  ce  qu'on  ait  un  relie 
qui  n’ait  que/  pour  inconnue  , & fuppofer  ce  relie  égal  à 
zéro.  Si  l’inconnue  / effc  au  même  degré  dans  cette  équa- 
tion, qu’eft  x dans  1 équation  des  limite?,  c’ellune  marque 
qu’il  n’y  a pas  de  racines  égales  dans  la  propolee  : Si  l’in- 
connue/ efl  à un  degré  moindre  dans  cette  équation  du 
relie  que  celui  de  x dans  l’équation  des  limites  , c’ell  une 
marque  qu’il  y a des  racines  égales  dans  la  propolee. 


Analyse  demontre'e. 


Jto 


SECTION  III. 

Ou  l’on  explique  differentes  méthodes  pour  trouver  les  racines 
d’une  équation  lorsqu’on  a deux  limites  pour  chacune. 

PROBLEME  III. 

lj6.  Qtjand  on  a deux  limites  d’une  racine  d'une  équation  numé- 
rique, Hune  moindre  & l'autre  plus  orande  que  cette  racine i ou, 
ce  qui  revient  au  meme , lorfque  la  fubftitution  de  l une  de  en  fuite 
de  l'autre  à la  place  de  f inconnue , donne  des  fommes  toutes  con- 
nues dont  les  fanes  font  différent  > trouver  cette  racine  quand  elle 
eft  commenfurable  J en  trouver  une  valeur  approchée  quand  elle 
eft  incomntcnfurable  J & continuer  l approximation  tant  qu’on 
voudra. 

PREMIERE  METHODE  PAR  SUBSTITUTION 
OU  PAR  DIVISION. 

O N appliquera  la  méthode  à un  exemple  en  l’énonçant 
pour  la  rendre  plus  claire. 

Il  faut  trouver  les  racines  de  xx  - — j6x  -+■ 1148  = o ; les 
limites  de  la  plus  petite  font  zéro  & 38  ; la  première  étant 
lûbftituée  donne  -t- , 8c  la  lèconde  donne  — ; les  limites  de 
la  plus  grande  font  38  & 77  5 la  première  étant  fubftituée 
donne  — , & la  lèconde  donne  -r.  • 

i°.  On  prendra  la  différence  des  deux  limites , 8c  l’on 
ajoutera  la  moitié  de  cette  différence,  prilè  en  nombres 
entiers,  à la  moindre  limite,  ce  qui  donnera  une  fournie» 
ainfi  la  différence  des  deux  limites  zéro  Sc  38  de  la  première 
racine  , eft  38,  dont  la  moitié  eft  19 , & la  fomme  de  la 
moindre  limite  zéro  8c  de  cette  moitié,  eft  19.  La  différence 
des  deux  limites  38  8c  77  eft  39,  dont  la  moitié  eft  19  ou 
10  ; on  prendra  laquelle  on  voudra, quand  la  différence  eft 
tin  nombre  impair  : on  ajoutera  cette  moitié  à la  moindre 
limite  38, 8c  la  lomme  fèra  57  ou  j8,il  n’importe  pas  laquelle 
on  prenne. 

a".  On  fubftituera  la  fomme  qu’on  vient  de  trouver  à la 
place  de  l’inconnue  x dans  la  propofée  ; ainfi  on  fubftituera 
■+•  19  pour  la  première  racine  , & 57  pour  la  fécondé  ■> 
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ou , ce  qui  revient  au  même , on  divifera  l’êquation  propo- 
sée par  l’équation  linéaire  x moins  cette  Tomme,  c’eft  à dire 
par  x — 19  =0,  pour  trouver  la  première  racine,  & par 
x — 57  = o,  pour  trouver  la  féconde.  On  remarquera  le 
Signe  de  la  Tomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  (ubftitu- 
tion  , ou  du  refte  qui  viendra  de  la  divifion,  fie  s’il  eft  con- 
forme au  ligne  que  doit  donner  la  première  limite , ou  à 
celui  que  doit  donner  la  féconde  limite  ; par  exemple  en 
fubftiruant  19,  on  trouve  le  ligne  ■+■  conforme  au  figne  que 
donne  la  moindre  limite  zéro  des  deux  limites  o fie  38  de  la 
première  racine  j en  fubftiruant  57 , on  trouve  le  figne  -+■ 
conforme  au  figne  que  donne  la  plus  grande  limite  77  des 
deux  limites  38  Se  77  de  la  fécondé  racine. 

30.  On  laifléra  à prefènt  comme  inutile  celle  des  deux 
limites  d’une  racine  dont  la  grandeur , fubftituée  à la  place 
de  x , a donné  le  ligne.  Se  on  prendra  cette  grandeur  à là 
place  pour  être  une  des  limites  de  la  racine  qu’on  cherche, 
avec  l'autre  limite  dont  la  grandeur  fubftituée  n’a  pas  donné 
le  ligne. 

Dans  notre  exemple  en  cherchant  la  première  racine  de 
la  propofée  dont  zéro  8c  38  font  les  limites,  la  grandeur  19 
ayant  donné  le  ligne  de  la  moindre  limite  zéro,  c’eft  à dire 
la  limite  zéro  fera  déformais  inutile  pour  trouver  la  première 
racine  ; on  prendra  à fa  place  la  grandeur  19  qui  a donné 
le  même  ligne  -+-  de  la  première  limite  zéro,  8c  la  féconde 
limite  fera  38. 

. On  trouve  de  même  en  cherchant  la  léconde  racine,  que 
la  grandeur  37  étant  fubftituée  à la  place  de  x,  donne  le 
ligne  de  la  plus  grande  des  deux  limites  38  8c  77  de  la 
fécondé  racine  ; ainfi  il  faut  laiflér  la  plus  grande  limite  77 
comme  inutile,  8c  prendre  à là  place  la  grandeur  57  pour  la 
plus  grande  limite , 8c  la  plus  petite  38  demeure  la  même. 

Il  faut  à prefent  chercher  la  première  racine  de  la  propo- 
fée entre  les  nouvelles  limites  19  8c  38,  8c  la  léconde  entre 
les  limites  38  8c  57,  en  failànt  une  operation  lémblable  à 
celle  du  premier  8c  du  fécond  article , c’eft  à dire  en  pre- 
nant, pour  trouver  la  valeur  de  la  t"  racine,  la  moitié  de  la 
différence  de  Tes  deux  limites  19  8c  38,  laquelle  moitié  eft  9, 
l’ajoutant  à la  moindre  limite  19,  ce  qui  donnera  la  fomme 
18, 8c  fubftiruant  cette  grandeur  z8  à la  place  de  x dans  la 


Digitized  by  Google 


jiz  Analyse  démontré' e. 
propofée  : 8c  comme  la  fournie  qui  en  vient  a le  ligne  — , 
qui  eft  celui  que  donne  la  fubftitution  de  la  plus  grande 
limite  , il  faut  laiffèr  la  limite  38  comme  inutile , fcc  mettre 
à la  place  18  pour  la  plus  grande  limite  de  la  première  ra- 
cine, dont  la  plus  petite  limite  fera  19 ■>  fcc  continuer  l’opera- 
tion en  ajoutant  la  moitié  en  nombres  entiers  de  la  diffé- 
rence 9 des  deux  dernieres  limites  19  8c  z8,  laquelle  moitié 
eft  y ou  4,  à la  plus  petite  limite  19,  ce  qui  donnera  la  fom- 
me *4 , 8c  fubftituant  cette  grandeur  24  à la  place  de  x dans 
la  propolee  : Et  comme  on  trouve  que  la  fomme  qui  en 
vient  eft  zéro , la  grandeur  24  eft  la  plus  petite  racine  de 
la  propofee. 

On  cherchera  la  lëconde  racine  comme  on  a fait  la  pre- 
mière, en  prenant  9 qui  eft  la  moitié  de  la  différence  19 
qui  fe  trouve  encre  les  deux  dernieres  limites  38  & 57  de  la 
fécondé  racine  de  la  propofee , fcc  ajoutant  cette  moitié  9 à 
la  moindre  limite , la  fomme  fera  47 , qui  étant  fiibftituée 
à la  place  de  x dans  la  propofée  , donne  le  figne  — con- 
forme à celui  qui  vient  de  la  fubftitution  de  la  moindre  li- 
mite 38.  On  laiflèra  la  limite  38  comme  inutile , fcc  on  pren- 
dra à fâ  place  47,  & la  plus  grande  limite  fera  encore  37 } 
ainfi  les  deux  limites  de  la  fécondé  racine  feront  47  fcc  57. 
On  prendra  y,  qui  eft  la  moitié  cxacle  de  leur  différence, 
qui  eft  10,  on  l’ajoutera  à la  moindre  limite  47, fcc  la  fomme 
fera  51  ; on  fubfticuera  32  à la  place  de  x dans  la  propofée, 
& l’on  trouvera  que  la  fomme  qui  en  vient  eft  zéro  ; ce  qui 
fera  voir  que  la  grandeur  32  eft  la  féconde  racine  de  i » 
propofée. 

R E M A R.  Q^U  E. 

I l eft  vifîble  qu’en  cherchant  une  racine , par  cette  mé- 
thode, entre  deux  limites,  entre  lefquelles  cette  racine  eft 
une  grandeur  moyenne , on  augmente  à chaque  operation 
"ta  plus  petite  limice , ou  l’on  diminue  la  plus  granae  5 c’eft 
pourquoi  on  arrive  enfin  à trouver  la  racine  même,  quand 
elle  eft  commenfurable.  Mais  quand  en  fuivant  la  méthode, 
on  arrive  à deux  limites,  l’une  moindre, & l’autre  plus  grande 
que  la  racine,  ou  qui  donnent  par  leur  fubftitution  des  lignes 
differens,  qui  ne  différent  entr’elles  que  de  l’unité,  il  eft 
certain  que  la  racine  eft  incommenfurable  j car  on  fuppofe 
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l’équation  fans  fractions,  8c  que  fôn  premier  terme  n’a  pas 
d’autre  coéficient  que  l’unité  ; ainfi  là  racine  étant  enrre 
deux  nombres  qui  ne  different  que  de  l’unité , elle  ne  peut 
pas  être  un  nombre  entier  * 8c  on  a démontré  * qu’une  frac-  *54. 
tion  ne  peut  pas  être  la  racine  d'une  telle  équation. 

Continuation  de  la  première  méthode. 

» 

4"  O n continuera  d’augmenter  par  la  méthode  la  moin- 
dre limite,  8c  de  diminuer  la  plus  grande  limite  de  la  racine 
qu’on  cherche  , jufqu’à  ce  qu’on  trouve  une  grandeur  qui 
étant  fubftituée  à la  place  de  l’inconnue,  donne  zéro  ; ou, 
quand  la  racine  eft  incommenfurable , jufqu’à  ce  qu’on  ait 
trouvé  deux  limites,  l’une  moindre  que  la  racine , & l’autre 
plus  grande , qui  ne  different  entr’elles  que  de  l’unité  ; 8c 
alorsla  moindre  limite  fera  la  valeur  approchée  de  la  racine, 
plus  petite  que  la  racine , & la  plus  grande  limite  fera  la 
valeur  approchée  plus  grande  que  la  racine  ; Sc  l’une  8c 
l’autre  valeur  approchée  ne  different  pas  de  la  racine  exade 
de  l’unité  entière. 

Pour  continuer  l’approximation , on  fë  fërvira  ordinaire- 
ment de  la  troifiéme  méthode  qui  fuit , comme  étant  la 

[dus  courte , mais  on  le  pourra  faire  auffi  par  cette  premieifc, 
e calcul  en  fera  un  peu  plus  long  * on  prendra  ÿ , qui  eft  la 
moitié  de  la  différence  des  deux  demicres  limites,  qui  ne 
different  entr’elles  que  de  l’unité,  & on  l'ajoutera  à la  moin. 
dre  des  deux  demicres  limites  * on  fubftituera  cette  gran- 
deur à la  place  de  l’inconnue,  8c  on  la  prendra  au  lieu  de  la 
limite  dont  elle  donnera  le  figne.  Enfuite  on  prendra  la 
moitié  de  la  différence  qui  eft  entre  cette  nouvelle  limite 
8c  l’autre  limite  qui  eft  demeurée,  on  ajourera  cette  moitié 
i la  moindre  de  ces  deux  limites , 8c  la  fomme  fera  la  gran- 
deur qu’il  faut  fubftiruer  à la  place  de  l’inconnue  dans  la 
propofée,  8c  on  prendra  cette  grandeur  au  lieu  de  la  limite 
dont  elle  donnera  le  figne. 

On  continuera  ainfi  de  trouver  des  valeurs  qui  appro- 
chent de  plus  en  plus  à l’infini  de  la  racine  exaéte,  qu’on  ne 
peut  pas  trouver  autrement , puifqu’clle  eft  incommenfu- 
rable. 
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Exemple  où  les  racines  font  incommenfurables. 

Pour,  trouver  les  racines  de  l’équation  xx  — io*  ■+■  65 
*=  o,  donc  la  première  a pour  limites  zéro  & 10,  la  fécondé 
io  & ii  : i°.  on  prendra  la  moitié  de  la  différence  des  limi- 
tes zéro  & io,  laquelle  moitié  eft  y,  on  l’ajoutera  à zéro, 
ôc  la  fomme  fera  y ; on  fubftitucra  j à la  place  de  * dans  la 
propofée , ôc  l’on  trouvera  la  fomme  toute  connue  — io  } 
ainfi  y donnant  le  ligne  — de  la  plus  grande  des  deux  limi- 
tes o & io  , on  prendra  y pour  la  plus  grande  limite  au  lieu 
de  io,  6c  zéro  demeurera  pour  la  moindre  limite. 

On  prendra  la  plus  grande  moitié  en  nombres  entiers  de 
la  différence  des  limites  o & 5 , cette  moitié  eft  3 , on  la 
fubftiruera  à la  place  de  xt  6c  elle  donnera  -+-  14  ; ainfi  3 
donnant  le  ligne  de  la  moindre  des  deux  limites  zéro  8c  y, 
on  prendra  3 pour  la  moindre  limite  au  lieu  de  zéro , 6c  la 
plus  grande  fera  y 5 on  ajoutera  1 , qui  eft  la  moitié  de  la 
différence  de  ces  deux  limites  3 6c  5,  à la  plus  petite  3 , 6c 
on  fubftiruera  la  fomme  4 au  lieu  de  .v,  6c  l’on  trouvera 
qu’elle  donne  la  fomme  -+-  1,  qui  a le  meme  ligne  -t-  que 
donne  la  moindre  limite. 

L'on  a donc  les  deux  limites  4 6c  y,  qui  ne  different  que 
dp  l’unité,  dont  l’une  donne  -4-  6c  l’autre  — -,  ainfi  la  pre- 
mière racine  de  la  propofée  eft  plus  grande  que  4,  ôc  moin- 
dre que  y,  Ôc  elle  eft  incommenfurable. 

Pour  eu  trouver  la  valeur  en  fractions  qui  en  approche 
tant  qu'on  voudra,  on  prendra  { qui  eft  la  moitié  de  la  dif- 
férence 1 des  deux  limites  4 6c  y,  on  l’ajoutera  à la  moindre 
limite  4 , 6c  la  fomme  fera  4{-  = J-  j on  fubfticuera  £ à la 
place  de  x dans  la  propolce,  6c  on  trouvera  la  lomme  toute 
connue  — 4L  qui  a le  ligne  — que  donne  la  plus  grande 
des  deux  limites  4 6:  y * ainfi  on  prendra  4 £ = £ au  lieu 
de  y,  6c  les  deux  limites  ou  valeurs  approchées  de  la  pre- 
mière racine  feront  4 ôc  4 £.  On  prendra  { qui  eft  la  moitié 
de  la  différence  £ de  ces  deux  limites  4,  4|j  on  ajoutera 
cette  moitié  ~ à la  plus  petite  4 , 6c  la  lomme  4 ~ = ££-  fera 
la  grandeur  qu’on  fubftiruera  à la  place  de  x dans  la  propo- 
fee,  6c  on  trouvera  la  fomme  — 1 ££,  qui  a le  ligne  que 
donne  la  plus  grande  des  deux  limites  4,  4 £ ; ainfi  on  pren- 
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dra  4-1  au  lieu  de  la  plus  grande  limite,  8c  4 demeurera 
pour  la  plus  petite. 

On  continuera  l’approximation  en  ajoutant  J-,  qui  eft  la 
moitié  de  la  différence  des  deux  dernieres  limites  4,  4 \ , à 
la  moindre  4;  8c  l’on  fubftituera  la  fomme  4^  =-ÿ-  à la 
place  de  a:  dans  la  propofée  ; & l'on  trouvera  la  fomme 
— 7V»  q»i  a encore  le  ligne  que  donne  la  plus  grande  li- 
mite 4 1 ; ainii  on  prendra  4 J pour  la  plus  grande  limite , 
au  lieu  de  4^ , 8c  4 demeurera  la  moindre  limite. 

Pour  continuer  l’approximation,  on  ajoutera  jj- , qui  eft 
la  moitié  de  la  différence  des  deux  limites  4, 4 J , à la  moin- 
dre limite  4,  & on  fubftituera  la  fomme  4-tî  = to, 
place  de  x dans  la  propofée,  8c  on  trouvera  la  fomme  toute 
connue  •+•  —fa,  qui  a le  même  ligne  que  donne  la  fubftitu- 
tion  de  la  moindre  limite  4 ; ainii  4-^-  fera  une  valeur 
approchée  de  la  première  racine  moindre  que  la  première 
racine , 8c  4 j fera  une  valeur  approchée  de  la  même  racine 
plus  grande  que  cette  racine , qui  eft  entre  4-^  & 4 

On  peut  continuer  l'approximation  à l’infini  : mais  l’àp- 

{iroximation  qu’on  vient  de  faire  fuffit  pour  faire  concevoir 
a méthode. 

On  appliquera  la  même  méthode  à la  recherche  de  la 
fécondé  racine  de  la  propofée,  dont  les  limites  lônt  10  8c  îrj 
8c  après  avoir  trouvé  qu  elle  eft  entre  ij  8c  16,  on  continuera 
l’approximation  en  fraétions , en  ajoutant  à la  moindre  li- 
mite 15,  la  moitié  de  la  différence  qui  eft  entre  ij  8c  1 6,  c’eft 
à dire  j ; 8c  on  fubftituera  la  fomme  1 j { à la  place  de  x dans 
la  propofée , 8c  le  refte  comme  dans  l’approximation  de  la 
première  racine. 

Cette  première  méthode  eft  évidente  après  tout  ce  qui 
précédé , puifqu’elle  en  eft  une  fuite  neceuàire , 8c  elle  n’a 
pas  befoin  de  démonftration. 

Seconde  méthode  far  le  moyen  de  la  transformation , qui  fert 
à diminuer  & 4 augmenter  les  racines. 

• Pour,  rendre  la  méthode  plus  facile  à entendre,  on  l’ap- 
pliquera à un  exemple  en  l'énonçant,  8c  l’on  fera  en  même 
temps  les  raifonnemens  qui  la  démontrent. 

Te 
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Soit  l’équation  xx  — -jCx  ■+*  1148  = o,  dont  il  faut  trou- 
ver la  plus  petite  racine  par  cette  méthode  > les  limites  de 
la  première  racine  font  la  plus  petite  19,  qui  étant  fubftituée 
à la  place  de  x,  donne  une  fomme  toute  connue  qui  a le 
ligne  -t- j la  plus  grande  38,  qui  étant  fubftituée  à la  place 
de  x , donne  une  fomme  qui  a le  ligne  — . 

Il  faut  commencer  par  la  moindre  limice  19,  & fûppofér 
•+•  19  ■+■  une  indéterminée/=  x,&  fubftituer  -t-  19  -4-/=x 
à la  place  de  x dans  la  propofée  , comme  on  le  voit  dans 
l’exemple  figuré  ; le  dernier  terme  de  la  transformée  qui  en 
viendra,  aura  toujours  le  même  ligne  que  donne  la  moin. 
dre  limite  ; dans  notre  exemple  il  a le  figne  . 

* Il  eft  évident  * que  par  cette  première  transformation , 
l’on  diminue  la  première  & plus  petite  racine  dont  on  fait 
la  recherche,  de  la  grandeur  19  ; ainfi  on  la  peut  déjà  con- 
cevoir comme  partagée  en  deux  parties , dont  l’une  eft  la 
moindre  limite  19 , & l’autre  eft  la  plus  petite  racine  de  la 
transformée , dont  il  faut  continuer  la  recherche.  II  eft  de 
même  évident  qu’ôtant  la  moindre  limite  19  de  la  plus 
grande  38,  la  différence  19  furpaflè  la  première  racine  de  la 
transformée , puifque  38  furpaiîe  la  première  racine  de  la 
propofée  5 ainn  il  faut  prendre  la  moitié  en  entiers  9 ou  10, 
il  n’importe  pas  laquelle,  delà  différence  19,  & fuppofer 
cette  moitié  9 •+•  une  nouvelle  indéterminée  g , égale  à la 
première  indéterminée  f,  &c  fubftituer  -»-9-t-g=/àla 

' place  de  / dans  la  première  transformée. 

La  féconde  transformée  qui  vient  de  cette  fubftitution, 

* Jo.  ayant  le  figne  — au  dernier  terme  , on  eft  affuré*  que  la 

première  racine  de  la  première  transformée  eft  devenue 
négative  dans  la  féconde , Ôc  qu’ainfi  on  l’a  trop  diminuée 
en  la  diminuant  de  9. 

On  fçait  donc  déjà  que  la  première  racine  de  la  propofée 
eft  plus  pente  que  19  -+•  9 = 18  , & que  la  grandeur  dont 
elle  eft  plus  petite  que  , eft  moindre  que  9.  Ceft  pour- 
quoi il  faut  diminuer  la  première  racine  de  la  fécondé  trans- 
formée qui  eft  négative,  d’une  grandeur  moindre  que  9 } 
c’eft  à dire , il  faut  prendre  la  moitié  de  9 en  entiers  qui 
eft  4,  la  rendre  négative,  fuppofer  — 4 -+-  une  nouvelle  in- 
déterminée h , égale  à l’indéterminée  g , & fubftituer  — 4 
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•f.  h = g à la  place  de  g dans  la  féconde  transformée  : Et 
comme  l’on  trouve  que  le  dernier  terme  de  la  troifiéme 
transformée  qui  vient  de  cette  fubfticution , eft  zéro  ; il  eft 
évident+que  la  grandeur  4 eft  juftcment  celle  dont  la  pre-  * 
miere  racine  de  la  fécondé  transformée  avoit  été  trop 
diminuée  , fie  qui  étoit  devenue  négative  par  cecte  diminu- 
tion ; fie  qu’ainfi  4 eft  la  grandeur  qu’il  faut  ôter  de  -+- 28 , 
pour  avoir  la  racine  qu’on  cherche , qui  eft  par  conléquent 
19  9 — 4 = 24.  Ce  qu'il  falloit  trouver. 


Exemple  figuré  pour  trouver  U plus  petite  racine  de  l' équation 
xx  — 76X  ~t-  1148  = o , dont  la  moindre  limite  eft  19 , qui 
étant  fubftituée  à la  place  de  X , donne  une  fomwe  qui  a le 
figne-*- , (fi  dent  la  plus  grande  limite  eft  38 , qui  donne  le 
figne  — . 

E qju  ation  propos  e'e, 
xx  — 76*  •+•  1148  = o. 

X l faut  commencer  par  la  moindre  limite  17 , fie  fiippo 


fèr 


•+•  19  -t-/=x 


Il  faut  ôter  la  moindre  limite 
19  de  la  plus  grande  38  , fie 
prendre  la  moitié  en  entiers, 
qui  eft  9,  de  la  différence  qui 
eft  19 , fie  fuppofér 


xx 
-76x 
-+•  1248 


P remit  re 
tram  for- 
me*. 


■>.-*  ’3ê 


= 361  ■+• 

— 1444—76/ 
= -+-1148 


•+>  165 38 f+ff 


+ 9+i  = f 


9 ayant  donné  an  dernier 
terme  de  la  transformée  le 
figne  — de  la  plus  grande  li- 
mite 38  , il  faut  prendre  la 
moitié  de  9 en  entiers,  qui  eft 
4,  Se  lui  donner  le  figne  — , 
& fiippofér  l 


81 

-342—385 

..6j 


96  — îog-t-gg 


s 


= -h  1 6 %h  -4-  hh 


Trtijîime 
tr tins for- 
mée. 


2,8 h •+■  hh 
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Etant  arrivé  à une  transfor- 
mée dont  le  dernier  terme 
eft  zéro , la  racine  eft  com- 
mcnfûrable,  & elle  eft  égale  à la  fomme  des  grandeurs  con- 
nues des  équations  linéaires  qui  ont  fervi  aux  transforma- 
tions -,  ainfi  x = -t-  19  9 — 4 = 14,  Ce  qu'il  faüoit  trouver. 

En  diminuant  la  première  racine  de  la  propofée  par  les 
transformations,  on  diminue  auflî  la  fécondé;  ainfi  en  ajou- 
tant la  première  racine  24  à la  racine  28  de  la  derniere 
transformée  qui  eft  linéaire  , la  fomme  32  eft  la  fécondé 
racine  de  la  propofée , dont  cependant  on  va  faire  la  re- 
cherche par  la  méthode , pour  la  faire  mieux  concevoir. 

On  trouvera  donc  de  même  que  la  féconde  racine  eft  jz, 
on  en  voit  les  operations  dans  l’exemple  figuré. 


Tour  trouver  la  plus  grande  racine  de  xx  — y6x  •+■  1148  = o, 
dont  la  plus  petite  limite  eft  38,  qui  étant  fulftituèe , donne  le 
figne  — , & la  plus  grande  eft  77 , qui  étant  fubftituée,  donne 
le  ftgnc  -t 


On  fuppofëra 38  -+-/=*' 

XX 1 

— 76* 
■+■ 1248 

— •+■  1444  ■+•  7 6f +ff 

= — 2888—  7 6/ 

= -t-  1248 

On  ôtera  la  moindre  limite 
38  de  la  plus  grande  77, & on 
prendra  la  moitié  en  entiers 
19  de  la  différence  39  , & on 
fuppofèra 

Première 

transfor. 

mie, 

. 

— 196 

■ff 

— 19  6 

= h-,6,  -H.38gH.gg 

= —196 

19  donnant  au  dernier 
terme  de  la  transformée  le 
figne  ■+■  de  la  plus  grande  li- 
mite 77,  on  prendra  en  en- 
tiers la  moitié  9 de  19,  & on 
fuppofèra. 

Seconde 

transfor- 

•+■  i^5  "f"  38g  ■+■  gg 

— 9 a*,  h =g 

Sg 

**■  38g 
-1-  1 65 

= 4-81  — 18  b-Y-  hb 
— — 342  -t-  3 SA 
= 4-  l6j 
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— 9 donnant  au  dernier 
terme  de  la  transformée  le 
figne  — de  la  moindre  limi- 
te , on  prendra  en  entiers  la 
moitié  4 de  9,  & on  fuppo- 
féra 

Troijle'mc 

transfor- 

mée. 

— 96  ■+■  10 h *+•  hh 

1 hh 

= -+- 16  Si  ii 

•+•  4 •+•  i — h 

1 -+- 10  h 
— 96 

— ■+•  80  •+•  loi 
= — 9 6 

Etant  arrivé  à une  transfor- 

4' trans- 

0  •+•  18/  ii 

mée  dont  le  dernier  terme 

formée. 

eft  zéro,  la  racine  qu’on  cherche  et! 

k commenfürable  , SC 

elle  eft  égale  à la  Tomme  des  grandeurs  connues  des  équa- 
tions linéaires  qui  ont  fcrvi  aux  transformations  > ainfi  ta 
plus  grande  racine  de  la  propofée  eft  x = -+-  38  •+■  19  — j 
t-4  = 51.  Ce  qu'il  falloit  trouver. 

continuation  de  la  méthode  quand  la  racine  qu'on  cherche 
eft  incommenfurable. 

Lorsqu’en  cherchant  une  racine  par  cette  méthode, 
on  arrive  à une  transformation  où  l’on  eft  obligé  pour  con- 
tinuer, de  prendre  la  moitié  de  l’unité,  ta  racine  qu’on 
cherche  eft  incommenfurable,  n’étant  pas  un  nombre  en- 
tier, puifqu’on  trouveroit  une  transformée  dont  le  dernier 
terme  fêroit  zéro  5 c’cft  à dire,  on  trouveroit  1a  racine  exac. 
temenr,  fi  elle  étoic  un  nombre  entier  ; elle  ne  peut  pas  être 
aufli  une  fraébon,*car  on  fuppofe  ta  propofée  fans  fractions,  * 
& que  fon  premier  terme  n’a  pas  d’autre  coéficient  que 
l’unité.  Dans  ce  cas  la  fômme  de  toutes  les  quantités  con- 
nues des  équations  linéaires  qui  ont  fervi  aux  transforma- 
tions, eft  la  valeur  approchée  en  nombres  entiers  de  1a  ra- 
cine qu’on  cherche. 

On  continuera  tant  qu’on  voudra  l’approximation  en 
prenant  f,  c’eft  à dire  la  moitié  de  l’unité  précédée  du 
figne  ou  — , félon  que  le  dernier  terme  de  la  derniere 
transformée  aura  le  figne  de  la  moindre  ou  dç  la  plus  grande 
limite , c’eft  à dire  •+-  dans  le  premier  cas , & — dans  le 
fécond } & on  fuppofera  -t-  ou  — | •+■  une  nouvelle  indé- 
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terminée,  égale  à l’indéterminée  de  la  derniere  transfor- 
mée, & le  relie  comme  dans  l’exemple  figuré  qui  fuit. 

Exemple  figure'. 

pour  trouver  la  fins  grande  racine  de  xx  — zox  ■+■  6$  — O, 
dont  la  moindre  limite  efi  x o , qui  étant  fubftitucc  à la  place 
de  x,  donne  le  ftgne  — i & la  plut  grande  efl  21 , qui  donne 
le  figue  -h 


a U 

O n fuppofera  1 0 -♦-/=  x 

XX 
ZOjf 

65 

Il  II  11 

+ 1 + 

0\  N H 

'-'.OO 

0 O 

1 i 

«SA 

On  ôtera  la  moindre  limite 
jo  de  la  plus  grande  zi,  on 
prendra  la  moitié  en  entiers 
6 du  relie  ii,&  on  fuppolëra 

Premier! 

tramfor- 

mét. 

— 35  * -*-ft 

+ 6-*-g=f 

ff 
— 35 

= ■+•  36  ■+•  ng  -*-gg 

Le  dernier  terme  de  cette 
transformée  ayant  le  ligne 
de  la  plus  grande  limite,  le 
nombre  6 elt  trop  grand , il 
faut  en  prendre  la  moitié  3, 
& fuppolêr 

Second.! 
tr  uni  for 
mit. 

■+- J 

1 

+ 

II 

» . 

SS 
*+-  “g 

-H  I 

= ■+■  9 — (>h  -f  hk 
— - — 36  nh 

— -1-  i 

Le  dernier  terme  de  cette 
transformée  ayant  le  ligne 
— de  la  moindre  limite , on 
ôtera  3 de  6 , & on  prendra 
la  moitié  du  relie  3 en  en- 
tiers , qui  ell  z,  & on  fiippo- 
fera 

Trlijiime 
irons  for- 
mat. 

— zé  •+-  6b  •+-  bb 

z i — b 

\ B 
!-*-  6h 
— 16 

= -*-  4 ~t-  4;  -t-  « 
= + iz+  (si 
= — z4 
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Le  dernier  terme  ayant  le  j 
/igné  — de  la  moindre  limi-l) 
te,  on  ôtera  i du  relie  pre- 
cedent 3,  il  reliera  i,  dont  il 
fout  prendre  la  moitié  j,  & 
lùppolèr 

Qjtatrii- 
■ne  trans- 
formée 

*—  io  -4-  loi  ii 
0 

k = i 

ii 

-+-  ioi 
IO 

= •*---+-  ik  kA 

= + J +•  toi 

Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  ligne  — , il  faut  ôter 
~ du  dernier  relie  i,  & pren- 
dre la  moitié  du  relie  | , la- 
quelle eft  8t  lùppolèr 

Cinquiè- 
me trans- 
fermée. 

— - 4 ^ uk  -b  ké 

« 

.4-  i -H  / = Æ 

' 

kk 

■+■  llk 
“4i 

= .ll.hu/ 
= _4i 

Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  ligne  — , il  faut  ôter 
i du  dernier  relie  il  relie- 
ra dont  il  faut  prendre  la 
moitié  8c  fuppofer 

Sixième 

transfor- 

mée. 

-t- 1 -h  « = / 

U 

— * 1^ 

1 16 

+ mm 

— — >T< 

Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  ligne  — de  la  moin- 
dre limite,  Mlfomme  de  tou- 

Septième 
transfor 
mé e. 

— ^ m-trtnm 

tes  les  grandeurs  connues  des  équations  linéaires  qui  ont 
lèrvi  aux  transformations , eft  une  valeur  approchée  moin- 
dre que  la  racine  qu’on  cherche  j ainli  ro  -+-  <>  — j.*-z 
■+■  in-  i y =a  ij  •«.  | , eft  une  valeur  approchée  moindre 
que  la  racine  qu’on  cherche  , qui  eft  moyenne  entre  ij  J- 
& 16.  On  peut  continuer  l’approximation  tant  qu’on  vou- 
dra > en  ôtant  j du  dernier  relie  ^ , & prenant  la  moitié  d» 
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rcfte  | , laquelle  moitié  eft  77-,  & fuppofant  ■+■  -fc-*-  n ==  m, 
&e.  Quand  zéro  eft  une  des  limites  delà  racine  qu’on  cher- 
che, il  faut  prendre  la  moitié  de  la  plus  grande  limite  , ôc 
fuppofèr  cette  moitié  pofitive  plus  une  indéterminée,  égale 
à l’inconnue  de  la  propofée,&  continuer  l’operation  comme 
dans  les  exemples  précédents. 

Par  exemple  fi  l’on  cherche  la  première  racine  de  xx 
— io.v  -t-  6j  = o,  dont  la  moindre  limite  eft  zéro,  qui  étant 
fubftituée  à la  place  de  l’inconnue,  donne  la  plus  grande 
limite  eft  10,  qui  étant  fubftituée  donne  —,  il  faut  prendre 
la  moitié  de  10  qui  eft  5,  & fuppofèr  -+-  j -t-f—x,  & faire 
l’operation  comme  dans  les  exemples  précedens. 

Cette  fèqonde  méthode  eft  démontrée  par  les  raifonne- 
mens  qu’on  a faits  en  l’énonçant. 


Troisième  méthode  par  le  moyen  de  la  transformation  s qui  fert 
à multiplier  les  racines  d'une  équation. 


Avertissement. 

IJ  S.  Cette  méthode  fert  à trouver  une  valeur  approchée 
d'une  racine  d’une  équation  qui  en  différé  moins  que  de 

OU  T3Ô-  » ou  ï53o  > ou  Ï5553  > & ainfl  à 
On  peut  l’appliquer  immédiatement  à la  recherche  d une 
racine  dont  on  a deux  limites , l’une  moindre  6c  l’autre  pius 
grande  que  cette  racine  : mais  pour  éviter  la  longueur  du 
calcul , il  eft  mieux  de  trouver  par  la  première  méthode, 
avant  de  fè  fèrvirde  cette  troifiéme,  deux  valeurs  en  entiers 
approchées  de  la  racine,  qui  ne  different  entr’elles  que  de 
l'unité,  & il  faut  enfuite  fe  fèrvir  de  cette  troifiéme  méthode 
pour  trouver  des  valeurs  en  fraélions  décimales  qui  appro- 
chent tant  qu’on  voudra  de  la  racine. 

ia.  11  faut  mettre  un  zéro  devant  le  coéficigpt  du  fécond 
terme,  c’eft  à dire,  multiplier  ce  coéficient  par  10, fi  Ion 
veut  une  valeur  approchée  qui  ne  diffère  de  la  racine  que 
de  ; il  faut  mettre  deux  zéros,  fi  l’on  veut  une  valeur  qui 
ne  diffère  que  de  -—3  ; U faut  mettre  trois  zéros , fi  1 on  veut 
une  valeur  qui  ne  diffère  que  de  7^35,  & ainfi  de  fuite. 

Il  faut  mettre  devant  le  coéficient  du  troifiéme  terme 
deux  fois  aurant  de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme -, 
devant  celui  du  quatrième  terme,  trois  fois  autant  de  zéros  j 

devant 
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devant  le  coéficient  du  cinquième  terme, quatre  foi?  autanc 
de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  termd',  6c  ainfi  de  fuite. 

Par  exemple  fi  l’on  a mis  deux  zéros  au  fécond  ternie,  il 
en  faut  meerre  deux  fois  deux , c’eft  à dire  quatre  zéros  au 
troificmc  -,  trois  fois  deux,  c’eft  à dire  fix  zéros  au  quatrième 
terme,  6c  ainfi  de  fuite. 

a°.  11  faut  mettre  devant  chacune  des  deux  limites  autanc 
de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme. 

3°.  Il  fauc  enfuite  parla  première  méthode,  trouver  deux 
valeurs  approçhécs  de  la  racine  qu’on  cherche,  qui  ne  dif- 
ferent entr’elles  que  de  l’unité. 

4°.  Enfin  il  faut  écrire  chaque  valeur  fur  une  ligne  pour 
les  numérateurs,  6c  écrire  au  deffous  de  chacune  pour  dé- 
nominateur, l’unité  avec  autant  de  zéros  qu’on  en  a mis  au 
fécond  terme.  Ces  deux  fractions  font  les  valeurs  appro- 
chées qu’on  cherchoir. 

Exemple. 


Pour  trouver  une  valeur  approchée  de  la  plus  petite 
racine  de  **  — iox  -+-  6 j = o,  qui  n’en  diffère  pas  de  j™, 
donc  on  a par  la  première  méthode  les  deux  limites  appro- 
chées en  entiers  4 6c  5 , qui  ne  différent  entr 'elles  que  de 
l’unité  ; i°.  on  mettra  trois  zéros  au  fécond  terme  , 6c  fix 
au  troifiéme,  6c  l’on  aura  la  transformée  xx  — 20000* 
-+•  65000000  = o , dont  les  racines  font  celles  de  la  pro- 
pofée,  multipliées  chacune  par  rooo.  20.  On  mettra  autanc 
de  zéros  devant  chacune  des  limites  5c  5 , qu’on  en  a mis 
au  fécond  terme,  6c  l’on  aura  4000, 6c  jooo  pour  les  limi- 
tes de  la  transformée.  30.  On  cherchera  par  la  première 
méthode  deux  valeurs  approchées  en  entiers , qui  ne  diffé- 
rent entr’elles  que  de  l’unité , de  la  première  racine  de  la 
transformée,  dont  la  moindre  limite  eft  4000, qui  donne  -t-, 
& la  plus  grande  5000,  qui  donne  — , 6c  l’on  trouvera  que 
ces  valeurs  font  4094  6c  4095.  40.  II  faut  écrire  ces  valeurs 
en  fraction,  6c  leur  donner-  1000  pour  dénominateur,  6c 
l’on  aura  6c  4§£é  Pour  les  valeurs  approchées  de  la 
première  racine  de  la  propofée  xx  — 20*  ■+■  65  = o,  donc 
/ la  première eft  moindre  que  cette  racine,  6c la  féconde 
■*§££  eft  plus  grande  -,  6c  l’une  6c  l’autre  n’en  différent  pas 
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Il  eft  fi  facile  d’appliquer  cette  méthode  à tous  les  exem- 
ples qu’on  voudra,  qu’il  eft  inutile  d’en  groffir  ce  traité. 

Dcmovfirjtion  de  cette  méthode. 

Les  racines  de  la  transformée  font  les  racines  de  la  pro- 
* polëe , multipliées  chacune  par  iooo*;  les  limites  de  la 
4e  t,M,.  première  racine  de  la  propofee,  qui  font  4 & j,  étant  mul- 
for/rut.  tjp|jgCS  par  IOOO>  font  ]es  limites  de  la  première  racine  de 
* 149.  la  transformée  * j par  conlèquent  les  valeurs  4094  & 4095 
qu’on  trouve  en  employant  la  première  méthode,  font  les 
valeurs  approchées  de  la  première  racine  de  la  transformée} 
* il  eft  donc  évident  qu’en  divifimt  ces  valeurs  par  1000,  les 
f radio  ns  qui  en  naîtront  feront  les  valeurs  approchées  de  la 
première  racine  de  la  propofee. 

Il  eft  clair  que  cette  démonftration  eft  generale,  & qu’on 
ne  l’a  appliquée  à un  exemple  que  pour  la  rendre  plus  facile 
& plus  courte. 

Quatrième  méthode  far  le  moyen  de  la  transformation  , qui  fert 
à diminuer  & à augmenter  les  racines  des  équations , mais 
dèune  maniéré  un  y eu  differente  de  la  fécondé  méthode. 

Avertissement. 

1!9‘  C^uoiqji’on  puiflê  fe  fervii-  de  cette  méthode  pour  ap- 
procher à l'infini  d’une  racine  d’une  équation , lorlqu’on  en 
connoîc  deux  limites  quelconques , l’une  moindre  & l’autre 
plus  grande  que  la  racine,  avec  le  ligne  que  donne  cha- 
cune "de  ces  limites,  étant  lûbftituées  dans  l’équation  à la 
place  de  l’inconnue , & même  lorlqu’on  ne  connoît  qu’une 
des  deux  limites  de  la  racine  qu’on  cherche,  pourvu  qu’on 
fijache  fi  elle  eft  moindre  ou  plus  grande  que  cette  racine, 
• & le  ligne  qu’elle  donne,  étant  fubîlituée  dans  l’équation  à 

la  place  de  l’inconnue } cependant  on  abrégera  de  beaucoup 
le  calcul,  û l’on  trouve  par  la  première  méthode  les  limites 
cpd  ne  different  pas  de  la  racine  qu’on  cherche  de  l'unicé 
entière } c’eft  à dire,  qui  ne  diffèrent  entr ‘elles  que  de  l’unité. 

On  appliquera  cette  méthode  à un  exemple  en  l’énon- 
çant , pour  la  faire  mieux  concevoir , & l’on  fera  dans  les 
operations  qu’elle  prefcrit , les  raifonnemens  qui  en  font  la 
démonftration  , qu’on  mettra  dans  la  derniere  évidence 
dans  les  remarques. 
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Soie  propofé  de  trouver  par  cette  méthode. les  racines 
de  l’équation  x4  — 8ox!  -4-  1998XX  — 14937X  ■+•  jooo  = o, 
qui  font  toutes  incommenfurables  ; la  première  & plus  petite 
racine  eft  moindre  que  l’unité, Scelle  eft  plus  grande  que 
qui  étant  fubftituée  à la  place  de  x,  donne  une  fomme  toute 
connue  qui  a -t- , Sc  elle  eft  moindre  que  qui  donne  -, 

la  féconde  eft  entre  u qui  donne  — , Sc  13  qui  donne  * 

la  3'  racine  eft  entre  5 a qui  donne  -t- , 8c  33  qui  donne  — ; 
la  4'  eft  entre  34  qui  donne  — , Sc  33  qui  donne  -+•. 

Pour  trouver  celle  de  ces  racines  qu’on  voudra , par 
exemple  la  fécondé  qui  eft  entre  u qui  donne  — , Sc  13  qui 
donne  -t-,  i°,  on  fuppofèra  la  moindre  limite  ix  plus  une 
indéterminée/,  égale  à x,  Sc  l’on  aura  ix  ■+■  f?=x } fi  on 
vouloit  le  fervir  de  la  plus  grande  limite  13 , on  fuppoferoit 
13  — / ■=>  x.  On  fubftituera  dans  la  propoicc  ix  -t-/  = x , 
à la  place  de  x : ( En  voici  l’operation.)  # 

x*  = •+•  10736  -+-  69 ix/  -t- 864/“  •+>  48/  -t-  p 
— 8oxJ  = — 138x40  — 34360/  — x88o/j f—  80 P 
h- 1998XX  = -h  187711  -+-  47931/ 199SJ/ 

— 14937^  — — 179x44—  14937/ 

•4-  JOOO  = -4-  JOOO 

Sc  l’on  aura  la  , - , ^ ,. 

transformée  0 = — +°36  ~ 3*/1  + A 


on  la  fuppofèra 
reprefentée  par  0 


-+-  qf  —îff  —np  +p 


Il  eft  évident*  que  les  racines  de  la  transformée  font  * jS. 
celles  de  la  propofée , diminuées  chacune  de  la  quantité  n, 
parcequ’elle^  font  toutes  pofitives.  Ainfi  la  première  ou  plus 
petite  racine  de  la  propofée  étant  moindre  que  ix,  elle  eft 
trop  diminuée  pour  demeurer  pofitive,  Sc  elle  eft  devenue 
négative  -,  Sc  la  féconde  racine  qu’on  cherche  étant  dimi- 
nuée de  ix  dans  la  transformée,  elle  eft  encore  pofitive,  Sc 
fà  grandeur  dans  la  transformée  eft  exactement  le  refte  de 
la  féconde  racine  de  la  propofée , dont  on  a ôté  la  gran- 
deur ix  j c’eft  à dire,  le  refte  de  la  fécondé  racine  de  la  pro- 
pofde,  après  en  avoir  ôté  ix,  eft  la  plus  petite  des  racines 
qui  reftent  pofitives  dans  la  transformée  -,  d’où  l’on  voit  que 
pour  avoir  la  valeur  approchée  de  la  fécondé  racine  de  la 
■ propofée  , il  faut  trouver  la  valeur  approchée  delà  plus 
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petite  des  racines  pofitives  de  la  transformée , ajouter  cette 
valeur  approchée  à la  quantité  iz , & la  fomme  fera  la  va- 
leur approchée  de  la  lêconde  racine  de  la  propolee. 

Pour  trouver  cette  valeur  approchée  de  la  plus  petite 
racine  de  la  transformée,  c'eft  à dire  la  plus  petite  valeur 
de  / dans  la  transformée,  il  y a deux  maniérés:  Et  pour 
faire  des  formules  pour  l’une  & pour  l’autre  de  ces  maniè- 
res, il  faut  le  lervir  de  l’équation  littorale  o = — r ■+■  qf 

— pff—  nP  P ■ 

Première  minière  de  trouver  U valeur  approchée  de  f. 

L a première  maniéré  eft  de  Ce  lervir  d’abord  des  deux 
derniers  termes  feuls  ■+■  qf  — r = o de  la  transformée,  en 
négligeant  tous  les  autres  dans  Ielquels  les  puiflances  de  f 
vont  en  diminuant , puifque  f eft  moindre  que  l’unité , & 
de  fuppolàr  ces  deux  derniers  termes  égaux  à zéro } & l’on 
aura 

Cette  valeur  de  f eft  un  peu  trop  petite  -,  car  puilque  r 
— f/—  Pff—  »P  -*■  P,  Ü eft  vifible  que  /=  » 

& eft  plus  grande  que  f , puifque  le 

dénominateur  de  la  première  eft  plus  petit  que  le  dénomi- 
nateur de  la  fécondé  j ainfi  on  corrigera  la  première  valeur 
de  f = j-,  en  mettant  cette  valeur  de  /,  au  lieu  de/,  dans 

» & r°n  aura  f—  ’ 

* 7 7 il 

c’eft  la  formule  dont  il  faut  le  lervir  pour  trouver  la  valeur 
de/ par  cette  première  maniéré. 

Cette  formule  de  la  valeur  de  /= — — jr , 

q 5 tt  "**  v 

qu’on  peut  auflï  exprimer  ?”  f = nqrr^ 

donne  une  valeur  un  peu  trop  petite  j car  le  confequent  de 

• la  fraftion  r-,_ 37,  eft  plus  grand  qu’il  ne 

q -j-  — w v 

devrait  être,  puifque  fi  l’on  conçoit  la  véritable  valeur  de/ 
qui  furpaflè  f , à la  place  de  f dans  le  conlèquent  de  la  frac- 
tion   , il  eft  vifible  que  les  grandeurs 

? * vt  ■*“  ji 


Digitized  by  Google 


L i v R e V I.  337 

négatives  — — ^-du  confequenr,  feroient  plus  grandes 

qu’elles  ne  font  -,  ainfi  elles  ôteroient  une  plus  grande  quan- 
tité de  la  grandeur  q , que  n’en  ûtent  les  grandeurs  néga- 
tives — — 5S-.  La  valeur  de  / = , * ,rr  ~;r, 

eft  donc  plus  petite  qu’elle  ne  devroit  ctre , puifquc  le 
dénominateur  en  eft  plus  grand  qu’il  ne  devroit  etre. 

Pour  avoir  la  valeur  approchée  de  f par  cette  formule, 
qui  eft  ce  qu’on  cherche , on  mettra  dans  cette  formule 


f — - r — } ou  plutôt  dans  celle-ci , qui  eft 

? î JT  v 

toute  préparée  /=  -y ^———7, grandeurs 

numériques  de  la  transformée , à la  place  des  lettres  qui  les 


reprefentent,  & 1 on  aura /=  £7^66^866^7  5 °U  blCn 
en  réduifimt  cette  fradion  en  fra&ion  décimale, ce  qui  eft  plus 


commode  pour  le  calcul , on  aura/=^_wr_  = 

o,  75<>4ov.  La  valeur  approchée  par  cette  première  maniéré 
de  la  féconde  racine  de  la  propofée,  eft  donc  11,  7j64oY. 


Seconde  maniéré  de  trouver  la  valeur  approchée  de  f. 

L a fécondé  maniéré  de  trouver  la  valeur  approchée  de  la 
plus  petite  des  racines  pofitives,  reprefentee  par  f,  de  la 
transformée  , qui  eft  reprcfêntée  par  o = — r h-  qf — pff 
— »/>  -h/*  , eft  de  fè  fèrvir  des  trois  derniers  termes  fculs 
o ==  — ea-qf  — pff  de  cette  transformée , en  négligeant 
d’abord  les  autres  — nf*  a- f\  commq^es  petits  par  raporc 
aux  trois  derniers,  & de  fuppofêr  que  ces  trois  termes  font 
une  équation  du  fécond  degré  o = — r-t-qf  — pff  ; ou  * 
bien  en  tranfpofant , pour  rendre  le  terme  — pff  poficif , 
l’on  aura  pff  -*■  qf-+-  r=  o , qui  fe  réduit  à ff — ’r 

= o;  on  prendra  enfuite  par  la  méthode  qui  fert  à refoudre 
les  équations  du  fécond  degré , la  plus  petite  des  deux  raci- 
nes de  cette  équation , qui  eft  f — v'ffi  — f»  qu’on 

peut  auiîi  exprimer  ainfi  f = — — s c’eft  la 

V u iij 
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formule  dont  il  faut  le  fervir  d’abord  pour  trouver  par  cette 
fécondé  maniéré  la  valeur  approchée  de/ qu’on  cherche, 
en  lûbftituant  les  grandeurs  numériques  de  la  transformée 
à la  place  des  lettres  qui  les  reprefentent  ; & l’on  trouvera 
en  faifant  le  calcul , & le  fervant  des  fraâions  décimales. 


f | q — V{qq—  pr  1683,  J1  — — 71648 

1 p 18  “ 


0,7339";  ainlionadéja  /= 


7539’ 


Il  faut  corriger  cette  valeur  qui  eft  trop  petite  ; car  difpo- 
fant  ainfi  la  transformée  pff — f/-t-  r-t-  nf'  — f*  = o , ou 
bien  ff — \f  — ^-  = o,  &;  regardant  cette 

équation  comme  du  lêcond  degré , dont  le  premier  terme 
eft;/,  le  fécond  — & le  troisième  •+■  j-  — Ç-, 

on  trouve  en  la  refolvant , que  la  plus  petite  de  fes  deux 


racines  eft/  = -gr  — — f ■ 


-JL. 

r 


"T 


, qui  peut  auffi 


hq  — y/jqq  — pr—npp  pf' 


s’exprimer  ainfi  / = 

Â 

Or  il  eft  évident  que  — f , eft  plus  grande  que 

VJJ — !Ç  ■+•  / ; la  première  étant  ôtée  de -J-,  laide 

donc  un  refte-jr  — V,^rV  — f , qui  eft  moindre  que  le  refte 

J?. y/L.  — r.  — iÇ.  -Ç. , qui  eft  celui  que  laiflè  la 

féconde , étant  ôtée  de  ■£-  ; ainft  la  première  valeur  /= 


— y^.  — '¥ , eft  plus  petite  qu’il  ne  faut.  

Pour  la  corriger  on  fuppofera  /=  -gr  — — ~-—m, 

& on  lûbftituera  m à la  place  de  / dans  le  lêcond  membre 
dc/=  Jr  — y — t'  T-» & l'on  aura  formule 

corrigée  /=  J-  “ v'-”,-  — J — f**  -+■  =?>  Sui  fe  PeuC 
auflî  exprimer  de  cette  maniéré  pour  la  commodité  du  cal- 


cul r 

y T ■ ^ 

Pour  trouver  par  cette  formule  la  valeur  approchée  de/ 
qui  eft  ce  qu’on  cherche,  on  fubftituera  dans  cette  formule 
à la  place  des  lettres,  les  grandeurs  numériques  de  la  trans- 
formée que  reprelêntent  ces  lettres  ; & à la  place  de  m , 

la  grandeur  ~~J? , qui  eft  égale  dans  notre 
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exemple  à o,  7539”,  & l’on  couvera  en  employant  les 
frayions  décimales  , la  valeur  approchée  qu’on  cherche, 

f = — — 75*4,609”» 

p 

Cette  valeur  de  f,  ou  de  la  plus  petite  des  racines  pofîcive* 
de  la  transformée  precedente,  eft  encore  un  peu  plus  petite 
que  cette  racine  * car  il  eft  évident  que  m étant  moindre 
que  la  valeur  exade  de  f dans  la  transformée  , la  grandeur 

négative eft  moindre- que  la  grandeur  *2-,  en  fup- 

pofant  que  f reprefénre  fit  valeur  exaftej  par  ccmfequent  la 
grandeur  négative  — üpL,  étant  moindre  qui!  ne  faut  dans 
V-£fy  — ;r  — fmy  -tj- , cette  grandeur  entière  a,  pour 
ainfi  parler,  une  plus  grande  grandeur  pofitive  qu’elle  ne 
devroit  avoir  } elle  ôte  donc  pins  qu’elle  ne  devroic  ôter 
de  la  grandeur  , d’où  il  fuit  que  la  quantité  totale 
— yVif  — 7 — -v  -y-  j qu’on  fuppofe  égale  à /„  eft 
cependant  un  peu  plus  petite  que  la  valeur  exade  de  fi  ainfi 
la  valeur  approchée  de  fs  qu’on  trouve  par  cette  féconde 
maniéré,  qui  eft/—  o,  75641609”",  eft  un  peu  plus  petite 
que  la  valeur  exacte  de  f. 

Joignant  cette  valeur  de/  à la  moindre  limite  ir,  l’on  a 
ir,  75641609”“  pour  la  valeur  approchée  de  la  fécondé 
racine  de  la  propofée. 

On  peut  continuer  l'approximation  de  cette  féconde  ra- 
cine à l’infini  par  cette  quatrième  méthode,  comme  on  le 
va  voir.  Mais  il  cft  bon  de  remarquer  auparavant  que  fi  l’on 
ne  pouvoir  pas  s’aflurer , comme  on  l’a  fait , que  la  valeur 
approchée  de  f qu’on  a trouvée  par  ces  deux  maniérés,  fut 
moindre  ou  plus  grande  que  fa  valeur  exacte  , on  le  pour- 
roit  toujours  en  fubftituant  cette  valeur  approchée  de  /à 
la  place  de  f dans  la  transformée  5 car  fi  la  fomme  toute 
connue  qui  en  viendroic,  avoir  le  ligne  de  la  moindre  limi- 
te, ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe  , celui  du  dernier  terme 
de  la  transformée , il  eft  évident  que  la  valeur  approchée 
féroit  moindre  que  la  valeur  exade  de  / Si  cette  femme 
avoir  le  ligne  de  la  plus  grande  limite  de  la  racine  dont  on 
fait  la  recherche,  ou , ce  qui  eft  la  même  chofe,  le  ligne 
«ppofe  à celui  du  dernier  terme  de  la  transformée , il  eft 
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évident  que  la  valeur  approchée  fcroit  plus  grande  que  la 
valeur  exaéte  de  / 

Il  faut  auffi  remarquer  que  fi  l’on  s'étoit  fervi  de  la  plus 
grande  limite  ij,  au  lieu  de  la  moindre  limite  iz,  pour  trou- 
ver la  féconde  racine  de  la  propofée , & que  l’on  eût  fuppofé 
13  — f—x  pour  lu  première  transformée  , il  faudroit  ôter 
de  13  la  valeur  approchée  de  /,  au  lieu  de  l’ajouter  à iz, 
comme  on  l’a  fait  en  fé  fervant  de  la  moindre  limite  iz. 


Continuation  de  t approximation  de  la  fécondé  racine  de  la  propofée , 
ou  continuation  de  la  quatrième  méthode. 

i°."P o u a continuer  l’approximation  de  la  féconde  racine, 
on  fuppofera  la  valeur  approchée  de /qu’on  vient  de  trou- 
ver par  l’une  ou  l’autre  des  deux  maniérés  précédentes  plus 
une  indéterminée  g,  égale  if,  ce  qui  donnera  o , 73640' 
•+•  g =/,  ou  o,  73641 6o9y,,‘  -+-g  =/>  on  fubftituera  cette 
valeur  de  fi  fa  place  dans  la  transformée  precedente , 6c 
l’on  trouvera  une  féconde  transformée. 

Si  la  valeur  approchée  de  / étoit  plus  grande  que  / on 
fuppoferoit  pour  trouver  la  fécondé  transformée , cette  va- 
leur de/ moins  g,  égale  à / 

Comme  il  ne  s’agit  ici  que  de  faire  concevoir  clairement 
la  méthode , pour  rendre  le  calcul  un  peu  moins  long , on 
ne  prendra  que  le  dernier  chifre  y'  ou  de  la  valeur  de  / 
qu’on  a trouvée,  pour  la  valeur  approchée  de/,  & l’on  fup- 
pofera 71  •+•  9 “/>  on  fubftituera  cette  valeur  de  /à  fil 
place  dans  la  transformée  précédente , comme  on  le  voit 
ici  : 


/4  = -+-  o,  t4oi”  -+-  r,  37img  z,  94"gg  -t-  z,  8’g‘  ■+■  g 

— 3z/  = — 10,976"’  — 47,  C4"g  —67,  z'gg  — 32g;* 

— *iff  = — 8 , 81"  — zj,  z'g  — i8gg 

Si&7Jf  — •+*  37J6j  9*  J367S 

— 4036  = — 4036  ^ 


On  trouvera  la 
transformée 
on  la  fuppofera 
reprefentee  par 


o = _ Z98,  6539" •+•  5z96,t3znrg  - 8z,  i6ngg  - z9,  z'g’ 
O =— r -*-qg  ~m 


— m 

Ileft  évident  par  les  raifonnemens  qu’on  a faits  fur  la 
première  transformée , que  la  plus  petite  valeur  pofitive 
de  g,  c’eft  à dire  la  plus  petite  des  racines pofitives  de  cette 
û fécondé 
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féconde  transformée,  eft  exa&cment  ce  qui  refte  de  la  râleur 
de  la  fécondé  racine  de  la  propofée  , apres  en  avoir  ôté  u, 
& encore  la  valeur  approchée  de  / dans  la  première  trans- 
formée; ainfi  il  fauc  pour  continuer  l'approximation  de  la 
fécondé  racine  de  la  propofée,  trouver  la  valeur  approchée 
de  la  plus  petite  racine  g de  cette  féconde  transformée. 

Pour  la  trouver  par  la  première  manière  , on  fe  fervira 

de  la  formule  g = - — — — -73-,  ou  plutôt  de  la 


q—~  — 


nrr 

il 


— , qui  eft  plus  propre 


formule  z — ~z 

a q — pqqr  — nqrr 

pour  le  calcul  ; & on  trouvera  en  fubftituant  dans  cette  for- 
mule, au  lieu  des  lettres , les  grandeurs  numériques  de  la 
féconde  transformée,  qui  font  repreféntées  par  ces  lettres , 
g = o , 056441*';  ainfi  en  ajoutant  cette  valeur  approchée 
de  g à 1 1,  71  qu’on  a déjà,  la  valeur  approchée  de  la  fécondé 
racine  de  la  propofée  fera  n,  756441**,  qui  eft  un  peu  plus 
petite  que  la  véritable  féconde  racine  de  la  propofée. 

Pour  trouver  la  valeur  de  g par  la  féconde  maniéré , on 

fé  férvira  d'abord  de  la  formule  g=  ^ — +33. 

p 

on  fubftituera  dans  cette  formule  à la  place  des  lettres,  les 
grandeurs  numériques  delà  féconde  transformée,  reprefén- 
tées par  ces  lettres,  & on  trouvera  g = 0,  03644080331*'  -r 
St  fuppofànt  enfuite  la  lettre  m = g = o,  05644080331** 

= i.f  ^4 ‘/'Z  on  prendra  la  formule  corrigée 


S 


_ y q — Vy  qq  — pr  — npnù  •+-  prn * 


; on  fubftituera  dans 


cette  formule  les  grandeurs  numériques  de  la  transformée, 
à la  place  des  lettres  qui  les  repreféntent  ; on  y fubftituera 
auffi  la  valeur  de  m = o , 056440  &c.  à la  place  de  »,  & 
on  trouvera  g = o,  05644179448074401**»  ; on  ajoutera 
cette  valeur  approchée  de  g aux  parties  11,.  7*  de  la  fécondé 
racine  de  la  propofée , qu’on  a déjà  trouvées , 6c  l’on  aura 
pour  la  valeur  approchée  de  cette  féconde  racine  x = n, 
7j644i79448o744oi,vl>.  Cette  valeur  approchée  eft  de 
très  peu  plus  petite  que  la  véritable. 

X * 
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3°.  On  peur  continuer  l’approximation  de  la  fécondé  ra- 
cine de  la  propofée,  en  fuppolant  la  valeur  approchée  de  g 
qu’on  vient  de  trouver,  plus  une  nouvelle  indéterminée  h, 
égale  à g ; & fubfticuanr  cette  valeur  de  g à fâ  place  dans  la 
leconde  transformée  , il  en  viendra  une  troifiéme  transfor- 
mée ; on  trouvera  la  valeur  approchée  de  la  plus  petite  ra- 
cine politive  h de  cette  troifiéme  transformée,  par  laquelle 
on  voudra  des  deux  formules  précédentes , & ainfi  à l’infini. 

Remarque. 

Cette  quatrième  méthode  convient  avec  la  fécondé  dans 
la  première  operation , par  laquelle  on  trouve  la  première 
transformée,  mais  elle  en  eft  differente  dans  la  maniéré  de 
trouver  les  valeurs  approchées  de  la  plus  petite  racine  pofi- 
tive  de  chacune  des  transformées,  par  le  moyen  des  formu- 
les qu’on  a expliquées.  Le  calcul  de  cette  quatrième  méthode 
eft  long,  mais  en  récompenfc  on  approche  à chaque  opera- 
tion extrêmement  de  la  racine  qu’on  cherche. 

Ceux  qui  veulent  fè  la  rendre  familière,  peuvent  l’appli- 
quer à la  recherche  de  la  première,  de  la  troifiéme  de 
la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

Corollaire  de  la  quatrième  méthode. 

1 6o.  Pour  avoir  les  formules  des  équations  de  chaque  degré, 
qui  fervent  à trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre 
racine  pofitive  de  chacune  des  transformées,  on  fuppofera 
que  k reprefënte  l’indéterminée  ou  l’inconnue  de  chacune 
des  transformées,  & que  ces  transformées  font  reprefentées 
par  les  équations  littérales  qui  fuivent  : 


O = . . 

• q - 

. . pk  . . 

. Tlkk  . . 

.i t> 

O = • . 

. r. 

. pkk . . 

. nk' . . 

,.k* 

o = . • 

. s . 

. • rk  . . 

. qkk  . . 

. pk>  . 

..nk' 

O — • . 

• t . 

..skt. 

. rkk  . . 

. qlû  . . 

. pk' 

On  ne  met  pas  la  formule  du  fécond  degré,  dont  on  trouve 
facilement  les  racines  approchées , par  la  méthode  qui  eft 
particulière  aux  équations  du  fécond  degré  : On  ne  mec 
pas  les  fignes , mais  feulement  des  points  entre  les  termes, 
pour  marquer  que  les  lignes  de  ces  équations  generales  pour 
chaque  degré , doivent  être  déterminés  par  les  fignes  des 
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Transformées  qu’on  trouve,  c’eft  à dire  leur  être  fcmblables: 
On  ne  mettra  pas  les  lignes  devant  les  grandeurs  des  for- 
mules fuivantes  pour  la  même  raifon.  Enfin  on  ne  met  pas 
les  équations  qui  partent  le  fixiéme  degré,  dont  on  a rare- 
ment befoin , chacun  peut  les  ajouter,  & leurs  formules,  ce 
qui  cft  facile. 

Formules  de  la  première  maniéré. 

our  le  croifiéme  degré  k = — . 

A ° r‘ ...  «ti  il 


Pour  le  quatrième  degré  k = 


Pour  le  cinquième  degré  k = 


Pour  le  rtxiéme  degré 


rs+t , . 


Formules  de  la  fécondé  maniéré. 

Pour  le  troifiéme  degré. 

Formules  par  où  il  faut  corriges, 

commencer.  i ° 


» n 

Pour  le  quatrième  degré. 

F *1  t 

Pour  le  cinquième  degré. 


= m.  U = 


Pour  le  fixiéme  degté. 


. ...4«...V4  »...rt  i ...  — »...  V-r«  ...  rt ...frm*  ...nrm'  ...rm‘ 

k — î — i — m.  k—  — l i 1 — • 

T T 

Pour  fe  fervir  de  ces  formules,  il  faut  d’abord  fuppofêr 
la  plus  petite  limite  de  la  racine  dont  on  veur  trouver  la 
valeur  approchée , plus  une  nouvelle  indéterminée  f égale 
à l’inconnue  x de  l’équation  propofee.  (On  fuppofê  que  la 
limite  ne  différé  pas  de  la  racine  qu’on  cherche  d’une  unité 
enciere.)  Il  fauc  fubftituer  la  valeur  de  x à fa  place  dans  la 
propofée  , & l’on  aura  la  première  transformée. 

Pour  trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre  des 

X x ij 
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racines  pofinves  de  cette  transformée  , on  fuppofera  que 
cette  transformée  cft  reprefèntee  par  1 équation  generale 
qui  lui  convient;  dans  le  troifiéme  degrc,  parié* . . . nkk,&ic. 
& ainfi  des  autres.  On  fuppoléra  que  l'inconnue / de  cette 
transformée  eft  reprelêntee  par  la  lettre  k des  formules. 

Si  l’on  veut  fe  férvirdes  formules  de  la  première  maniéré, 
on  liibftituera  dans  la  formule  du  degré  de  la  propofée,  les 
grandeurs  numériques  de  la  transformée,  à la  place  des  let- 
tres qui  les  reprefèntent  ; & après  la  fiibftitution , on  aura 
la  valeur  approchée  qu’on  cherche. 

Si  l’on  veut  fè  fervir  des  formules  de  la  féconde  maniéré, 
il  faut  faire  deux  operations  ; i°.  11  faut  fubftituer  dans  la 
formule  du  degré  qui  convient  à la  transformée,  par  laquelle 
on  a marque  qu’il  falloir  commencer,  les  grandeurs  numé- 
riques de  la  transformée,  à la  place  des  lettres  qui  les  repre- 
fentent  ; & après  la  fubflitution  , on  aura  la  valeur  qu’on 
cherche  ; mais  il  la  faut  corriger.  On  nommera  cette  valeur 
non  corrigée  m ; z°.  & on  fubîtituera  dans  la  formule  corri- 
gée la  valeur  de  m , Sc  les  valeurs  des  autres  lettres  de  la 
formule,  à la  place  de  ces  lettres;  & ce  qui  viendra  de  la 
fubftitution  fera  la  valeur  approchée  qu’on  cherche. 

Pour  continuer  l’approximation , on  fùppofera  la  valeur 
approchée  qu’on  vient  de  trouver  plus  une  nouvelle  indé- 
terminée g,  égale  à l’indéterminée  f de  la  première  trans- 
formée. Si  la  valeur  approchée  furpafToit  la  véritable  valeur 
de  /,  on  fuppoféroit  cette  valeur  moins  g,  égale  à f.  On 
fubftituera  cette  valeur  de  /à  fa  place  dans  la  première 
transformée , & il  en  viendra  une  féconde  transformée  : on 
trouvera  la  valeur  approchée  de  la  plus  petite  racine  pofi- 
tive  g de  cette  transformée  par  les  formules  , comme  on  a 
trouvé  la  valeur  approchée  de  f,&c  on  continuera  l’appro- 
ximation tant  qu’on  voudra. 

La  fomme  de  la  limite  de  la  racine  qu’on  cherche , qui  a 
lèrvi  à la  première  operation,  & de  toutes  les  valeurs  appro- 
chées des  inconnues  des  transformées,  prifes  de  fuite,  fera 
la  valeur  approchée  de  la  racine  qu’on  cherche. 

L’exemple  qu’on  en  a donné  fuffit  pour  faire  concevoir 
l’application  des  formules. 
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Avertissement. 

O N pourroit  chercher  une  racine  négative  d'une  équation 
propofée  par  les  méthodes  précédentes,  en  employant  des 
limites  négatives;  mais  comme  il  eft  facile*de  taire  en  forte  * *3. 
que  les  racines  négatives  d’une  équation  propofee  devien- 
nent pofitives,  en  changeant  les  lignes  des  termes  pairs,  il 
vaut  mieux  chercher  les  racines  par  les  limites  pofitives , 
cela  accoutume  à une  même  méthode,  & la  rend  plus  facile. 

Remarques  fur  cette  quatrième  méthode  et approximation , 
qu'il  faut  Je  rendre  familières. 

I. 

6 1.  C^tte  méthode  fait  trouver  une  racine  d’une  équation 
propofee  par  parties,  que  l’on  découvre  les  unes  après  les 
autres;  elle  fuppofè  qu’on  fçait  par  une  autre  voye  la  pre- 
mière partie  de  la  racine , qui  en  différé  très  peu  : mais  elle 
fait  trouver  les  autres  parties  par  des  transformées , dont 
les  racines  pofitives  font  les  racines  pofitives  de  la  propofée, 
diminuées  chacune  de  la  fomme  déjà  trouvée  des  parties  de 
la  racine  dont  on  faïc  la  recherche  , & dont  les  racines 
négatives  font  les  négatives  de  la  propofée  augmentées 
chacune  de  la  même  fomme  ; & quand  la  fomme  déjà  trou- 
vée des  parties  de  la  racine  dont  on  fait  la  recherche,  fur- 
paflè  cette  racine, ou  fiirpaflè  auffi  d’autres  racines  pofitives 
de  la  propofée,  la  racine  de  la  propofée  dont  on  fait  la  re- 
cherche , ôc  toutes  ces  autres  racines  pofitives  , font  deve- 
nues négatives  dans  la  transformée  où  cela  fè  rencontre  ; 
puifqu’elles  ont  été  trop  diminuées  ; & il  ne  leur  refie  à 
chacune  dans  cette  transformée,  que  l’excès  dont  la  fomme 
déjà  trouvée  des  parties  de  la  racine  qu’on  pourfuir,  furpafle 
chacune  de  ces  racines  pofitives  de  la  propofée  ; & cet  excès 
eft  négatif. 

Ainfi  fi  l’on  appelle  a la  première  partie  de  la  racine  dont 
on  fait  la  recherche  ; b , la  féconde  partie  ; c , la  troifiéme  , 

& ainfi  de  fuite  ; la  première  partie  a eft  fuppofée  connue 
d’ailleurs, & elle  1ère  à trouver  la  féconde  partie  b}  en  trans- 
formant l’équation  propofée , par  exemple  x’  — nxx  •+.  px 
— q = o,  par  la  fuppofition  de  a -t-  / = x , & par  la  fub- 
ftitution  de  cette  valeur  de  x à fa  place  dans  la  propofee. 

X x iij 


Vv 
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On  remarquera  fur  cette  première  transformée , i*,  que 
les  racines  poficives  de  la  propoféc , & par  confequent  celle 
que  l’on  cherche,  font  diminuées  chacune  de  la  grandeur  ai 
ainfi  chacune  des  racines  pofitivcs  de  la  première  transfor- 
mée , eft  precifcmcnt  l’excès  des  racines  pofitivcs  de  la 
propofée  plus  grandes  que  a fur  cette  grandeur  ai  & fi  a 
lùrpaflé  quelques  racines  pofitives  de  la  propofee  , elles 
deviennent  négatives  dans  la  transformée,  & l’excès  de  a 
fur  ces  racines  pofitives  de  la  propofee,  eft  precifément  leur 
valeur  négative,  pour  ainfi  parler , dans  la  transformée  ; & 
les  autres  racines  négatives  de  la  transformée  étant  aug- 
mentées chacune  de  a,  leur  valeur  dans  la  transformée  eft 
la  fomme  de  chacune  des  racines  négatives  de  la  propofée 
& de  la  grandeur  a. 

i°.  Par  confequent  le  terme  tout  connu , (qu’on  nommera 

*n<>.  ici  le  premier,) de  la  transformée,  étant* la  fomme  toute 
connue  qui  vient  de  la  grandeur  a,  fubftituée  à la  place  de  x 
dans  la  propofée  i cette  fomme  ou  ce  premier  terme  eft  le 
produit  des  différences  qui  font  entre  chacune  des  racines 
pofitives  de  la  propolëe  & la  grandeur  a , par  les  racines 
négatives  de  la  propofée  augmentées  chacune  de  la  gran- 
deur a. 

IL 

l6i.  La  première  transformée  fait  découvrir  la  féconde  par- 
tie b de  la  racine  de  la  propofée,  dont  on  fait  la  recherche', 
par  la  première  maniéré  de  la  quatrième  méthode  $ c’eft  le 
quotient  qu’on  trouve  en  diviiant  le  premier  terme  tout 
connu  de  la  première  transformée  par  le  coéficient  du  terme 
luivant,  c’cft  à dire  du  terme  où/', eft  linéaire, (qu’on  nom- 
mera ici  le  fécond  terme,)ou,  ce  qui  revient  au  même, cette 
fécondé  partie  b eft  une  fradion  dont  le  numérateur  eft  le 
premier  terme  tout  connu  de  la  transformée  dont  on  a 
changé  le  figne,  ( car  pour  trouver  cette  fraction , on  a fup- 
pofé  le  premier  terme  égal  au  fécond,  ce  qui  change  le  figne 
du  premier  terme  ; & dégageant  f dans  cette  équation , on 
trouve  la  fradion  dont  on  vient  de  parler,  )&  le  dénomina- 
teur eft  le  coéficient  du  fécond  terme  de  la  transformée: 
Mais  comme  le  premier  ternie  n’eft  pas  égal  au  feul  fécond 
terme  , niais  à tous  les  autres  termes,  quand  on  veut  avoir 
la  féconde  partie  b de  la  raciue  plus  approchante  de  la  veri- 
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table , il  faut  ajouter  au  dénominateur  de  cette  fraélion  le 

(»roduit  du  coéficient  du  troifiéme  terme  par  cette  fraction, 
e produit  du  coéficient  du  quatrième  terme  par  le  quarré 
de  cette  fra&ion  , & ainfi  de  fuite  , en  obfërvant  d’ajouter 
ces  produits  au  dénominateur  avec  les  lignes  qu’ont  les  coefi- 
cients  dans  la  transformée  5 & la  fra&ion  qui  nait  de  cette 
operation,  eft  la  fécondé  partie  b de  la  racine  qu'on  cherche 
plus  approchante  qu’elle  n’auroit  été. 

Pour  trouver  la  troifiéme  partie  r,  il  faut  faire  une  fécondé 
transformée  en  fuppofant  b -+-g=/",  & fubftituer  cette 
valeur  de  / à fa  place  dans  la  transformée  précédente  -,  6c 
l’on  aura  la  féconde  transformée , qui  lèrvira  à taire  décou- 
vrir la  troifiéme  partie  c de  la  racine  qu’on  cherche , de  la 
même  maniéré  que  la  première  transformée  a fervi  à faire 
trouver  la  féconde  partie  b. 

Cette  troifiéme  partie  de  la  racine  qu’on  cherche,  férvira 
de  même  à former  une  troifiéme  transformée,  en  fuppofant 
c H-  h — g,  & fubftituant  cette  valeur  de  g à fa  place  dans 
la  féconde  transformée  ; & certe  troifiéme  transformée  fera 
trouver  la  quatrième  partie  d.  de  la  racine  qu’on  cherche , 
& ainfi  de  fuite  à l’infini. 

III. 

On  fera  fur  chacune  de  ces  transformées,  par  raport  à la 
transformée  qui  la  précédé  immédiatement  , les  mêmes 
remarques  qu’on  a faites  fur  la  première  transformée  par 
raport  à l’équation  propofée  dont  elle  eft  la  transformée 
immédiate  ; & on  remarquera  de  plus , i°,  que  fi  le  premier 
rerme  d’une  transformée  fé  trouvoit  égal  à zéro,  l’on  auroit 
la  racine  exaéfe  de  l’équation  propofee  qu’on  cherche,  qui 
feroit  égale  â la  fomme  de  toutes  les  parties  de  cette  racine 
qui  onc  été  découvertes  , jufqu’à  la  transformée  où  cela 
arrive.  Car  la  derniere  partie  découverte  étant  fubftituce  à 
la  place  de  l’inconnue  dans  la  transformée  qui  précédé  celle 
dont  le  premier  terme  eft  égal  à zéro,  donneroit  une  fomme 
toute  connue  égale  à zéro , puifque  cette  fomme  eft  égale 
à ce  premier  terme  ; ainfi  elle  feroit  la  racine  exacte  de  cette 
transformée  qui  précédé  celiedonr  le  premier  terme  eft  égal 
à zéro  ; l’on  auroit  donc  precifément  ce  qui  manquoic  aux 
parties  déjà  découvertes  de  la  racine  qu’on  cherchoit  ; par 
confequent  on  l’auroic  entière. 
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1“  Quand  le  premier  terme  d’une  transformée  a un  figne 
différent  de  celui  du  premier  terme  de  la  transformée  qui 
la  précédé  immédiatement , dans  ce  cas  la  partie  qui  a fervi 
à faire  la  transformée  où  cela  le  rencontre,  eft  plus  grande 
que  la  partie  de  la  racine  que  l’on  cherche  j car  ii  cette 
partie  étoit  plus  petite  que  la  partie  que  l’on  cherche,  elle 
donneroit  au  premier  terme  de  la  transformée  le  figne  du 
* m.  premier  terme  de  la  transformée  précédente  * j fi  elle  ctoit 
égale,  elle  donneroit  zéro  j & donnant  un  figne  different, 
elle  eft  plus  grande. 

D’où  1 on  voit  que  fi  c’eft  par  exemple  la  troifiéme  partie  c, 
qui  change  le  figne  de  la  troifiéme  transformée  , fuppofé 
que  c fût  pofitive , l’on  trouvera  par  la  méthode  même  la 
quatrième  partie  d négative  ; & dans  ce  cas  il  faudra  fuppo- 
ler  — d -4-  i = h , pour  faire  la  quatrième  transformée», 
pareeque  la  racine  pofitive  dont  on  faifoit  la  recherche  , 
étant  devenue  négative  dans  la  troifiéme  transformée , la 
troifiéme  partie  c le  trouve  plus  grande  qu’il  ne  faut  5 ainfi 
il  faut  la  diminuer  dans  la  transformée  fuivanre. 

I V. 

164.  On  peut  raporter  immédiatement  chaque  transformée 
à l'équation  propofée  ; on  raportera  ici  à l’équation  propo- 
se, la  troifiéme  transformée  qui  eft  faite  par  la  fuppofition 
de  c -+-  h = g , & par  la  fubftitution  de  cette  valeur  de  g à 
là  place  dans  Ja  fécondé  transformée  -,  &.  ce  que  l’on  en 
dira , pourra  facilement  s’appliquer  aux  transformées  les 
plus  reculées  de  l’équation  propofee. 

Si  l’on  fuppofoit  la  fomme  de  toutes  les  parties  déjà 
découvertes  de  la  racine  qu’on  cherche,  plus  une  nouvelle 
inconnue  b,  égale  à l'inconnue  de  l’équation  propofée , par 
exemple  fi  l’on  fuppofoit  — x,  (on  a mis  une 

ligne  fur  a ■+■  b ■+■  c pour  marquer  qu’on  regarde  cette  fom- 
me comme  une  feule  grandeur,)  & qu’on  fubftituât  cette 
valeur  de  x à fa  place  dans  l’équation  propofée,  la  transfor- 
mée qui  en  viendrait,  ferait  precifement  la  troifiéme  trans- 
formée j c’eft  à dire  la  transformée  que  l’on  a trouvée  en 
f ibftituant  c h — g,  i place  de  g dans  la  fécondé  trans- 
formée. 

■t  Car  les  racines  pofitives  de  la  transformée  qui  viendrait 
de  la  fubftitution  de'<*  -r  i>  -t • c h = x . à la  place  de  x 

dans 
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dans  la  propofée,  feroient  les  racines  pofitives  de  la  propo- 
fée diminuées  chacune  de  la  grandeur  a b ■+■  ci  les  néga- 
rives  de  la  Transformée  /croient  les  négatives  de  la  propofée 
augmentées  chacune  de  la  grandeur  a -* - i cl  fie  s’il  fe 
frouvoit  que  la  grandeur  a -t-  è-t-  c furpafcât  quelques  ra- 
cines pofitives  de  la  propofée,  ces  racines  feroient  devenues: 
négatives  dans  la  transformée , fie  chacune  de  ces  racines 
négatives  feroit  l'excès  de  a b -+-  c fur  chacune  des  racines 
pofitives  de  la  propofée,  qui  feroient  moindres  que  a 1> 
■+•  c.  Or  en  confiderant  avec  attention  la  fuice  des  transfor- 
mations, depuis  la  propofée  jufqu’à  la  troifiéme  dont  A eft 
l’inconnue,  on  verra  clairement  que  les  racines  pofitives  & 
négatives  de  la  troifiéme  transformée, font  precifément  les 
mêmes  racines  dont  on  vient  de  parler.  Par  con/èquenr  la 
croifiéme  transformée  eft  precifément  la  même  transfor- 
mée qu’on  trouveroit  en  fubftituant  immédiatement  dans 
l’équation  propofee  a b -+-  c -+-  h , à la  place  de  x. 

D’où  il  fuit  auffi  que  fi  l’on  fubfliruoir  avec  des  lignes 
contraires  la  fomme  de  toutes  les  parties  qu’on  a déjà  dé- 
couvertes de  la  racine  qu’on  cherche  plus  l’inconnue  x , à 
la  place  de  l’inconnue  h , dans  la  troifiéme  transformée, 
l’équation  qui  en  viendroit , feroit  exaflement  l’équatiorï 

S o fée  j par  exemple  fi  l’on  fûppofê  — a — T — c *+•  x 
, fi c qu’on  fûbftitue  cette  valeur  de  b à fa  place  dans  la 
troifiéme  transformée,  l’équation  qui  en  naîtra, fera  l’équa- 
tion propofée- 

11  V'  sïÉic/i»;  • - 

'6 S'  Si  la  grandeur**  qu’on  prend  pour  la  première  partie  de 

la  racine  qu’on  cherche  , étoit  la  limite  en  deflus , c’eft  à 
dire,  fi  furpalîbit  la  racine  qu’on  cherche,  il  faudroit  fuppo- 
1er,  pour  faire  la  première  transformée,  a — / = x,  fie  fub- 
ftituer  cette  valeur  de  x à fâ  place  darïs  la  propofée  : Et  l’on 
feroit  fur  cette  transformée  fie  fur  les  fuivantes , des  remar- 
ques femblables  à celles  qu'on  a faites  en  fuppofànc  que  la 
première  partie  a de  la  racine  qu’on  cherche,  eft  moindre 
que  cette  racine.  Mais  il  eft  mieux  de  prendre  la  première 
partie  a plus  petite  que  la  racine , pour  s’accoutumer  à une 
même  méthode. 

Ou  bien,  pour  fuivre  la  meme  méthode,  on  fuppofera 
*r-h/=  x j quoique  a fHrpallè  la  racine  qu’on  cherche  j. 

Yy 


350  Analyse  demontri'i, 
on  fubfticuera  a -*-/ dans  la  propofée  à la  place  de  x,  & le 
premier  terme  tout  connu  de  la  transformée  qui  en  vien- 
dra , aura  un  ligne  oppofé  à celui  du  premier  terme  tout 
connu  de  la  propofée  ; ce  qui  fera  trouver  la  féconde  par- 
tie b négative  5 8c  pour  faire  la  fécondé  transformée , on 
fuppofera  — b -+-  g = f. 

Avertissement. 

O n n’a  fait  ces  remarques  que  fur  la  première  manière 
qu’on  a donnée  dans  la  quatrième  méthode  de  trouver  par 
le  moyen  de  chaque  transformée,  la  partie  delà  ratine 
qu’elle  doit  fairç  découvrir,  quoiqu’elles  puiflént  auflî  con- 
venir à la  féconde  maniéré  ; pareeque  cette  fécondé  maniéré 
renfermant  le  ligne  radical  V,  8c  obligeant  à l’extraéiion  des 
racines,  le  calcul  en  eft  plus  embaraüant,  & on  peut  moins 
facilement  s’en  fervir  dans  l’approximation  des  racines  des 
équations  littérales. 

11  faut  fé  rendre  ces  remarques  & la  quatrième  méthode 
bien  familières,  & la  première  maniéré  qu’on  a donnée  dans 
la  quatrième  méthode,  de  trouver  par  chaque  transformée 
la  partie  de  la  racine  qu’elle  doit  faire  découvrir,  afin  de 
concevoir  clairement  la  méthode  d’approximation  des  raci- 
nes des  équations  littérales  qu’on  doit  donner  dans  le  7* 
Livre , qui  n’aura  pas  befbin  de  démonftration  , n’étant 
qu’une  application  de  cette  quatrième  méthode. 

La  quatrième  remarque  donne  lieu  à une  autre  pratique 
de  la  quatrième  méthode,  qu’on  appellera  une  cinquième 
méthode  d’approximation  , pour  faire  mieux  diftinguer  ces 
deux  maniérés  de  pratiquer  la  quatrième  méthode. 

Cinquième  méthode  four  trouver  les  valeurs  approchées  tant  près 
qu'on  voudra  des  racines  des  équations  i ou  autre  pratique 
de  la  quatrième  méthode. 

1 66.  O n partagera  en  deux  parties  l’inconnue  de  l’équation 
propofée  dont  on  veut  trouver  les  racines  ; par  exemple  fi 
on  veut  chercher  la  première  racine  de  l’équation  xx  — iox 
■+•65  ==  o,  qui  eft  entre  4 8c  5 , on  fuppofera  E -r-y  = x , 
E reprefentera  la  partie  de  la  racine  que  l’on  connoît  déjà; 
8c  à mefure  qu’on  découvrira  les  parties  de  la  racine  qu’on 
cherche , on  fuppoféra  que  E reprefente  toutes  ces  parties 
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déjà  découvertes  -,  y reprefentera  ce  qui  refte  à découvrir 
de  la  racine  qu'on  cherche. 

On  fubftituera  E -+-y  à la  place  de  x dans  la  propofée, 
&C  l’on  aura  l’équation  EE  1 Ey  yy  — o,  qui  reprcfen- 

— 20  E — 20 y 

tera  toutes  les  transformées  qui  doivent  fèrvir  à découvrir 
les  parties  de  la  racine  qu’on  cherche , les  unes  apres  les 
autres  à l’infini:  on  l’appellera  la  transformée  indéterminée. 
On  fuppofe  la  première  partie  4 de  la  racine,  connue  d’ail- 
leurs. Pour  trouver  la  fécondé  partie  : 

i°.  On  fuppofera  que  E reprelènte  4,  & on  fubftituera  4 
à la  place  de  E dans  la  transformée  indéterminée,  & l’on 
aura  1 — ■ ny  = o 5 pour  trouver  la  valeur  de/,  on 

fera  une  équation  du  premier  St  du  fécond  terme,  qui  don- 
nera y — C’cft  la  féconde  partie  de  la  racine  que  l’on 
cherche  ; ou , ce  qui  eft  la  même  chofè,son  divifera  le  pre- 
mier terme  par  le  coéficient  du  fécond  -,  & changeant  le 
ligne  du  quotient,  l’on  aura  la  féconde  partie  de  la  racine. 

Si  on  vouloir  une  fécondé  partie  plus  approchée,  on  feroit 
ce  raifonnement,  comme  dans  la  quatrième  méthode.  Le 
premier  terme  1 n’effc  pas  feulement  égal  au  fécond  ny , 
mais  — 1 = — ï iy  -+-  y y , ainfi  y = -—-y  j St  mettant  la 
valeur  dey  — déjà  découverte  , à la  place  de  / dans  le 
fécond  membre,  on  auroit  y~i^,  qui  eft  une  valeur  un 
peu  plus  approchée.  Mais  pour  éviter  la  longueur  du  calcul, 
on  prendra  ici  y = -E-,  pour  la  féconde  partie  de  la  racine. 

33.  Pour  avoir  la  troifîéme  partie  de  la  racine,  on  fuppo- 
fera que  E dans  la  transformée  indéterminée,  reprelènte  la 
fomme  4^-  des  parties  de  la  racine  déjà  découvertes,  & 
que/  reprelènte  ce  qui  en  refte  à découvrir  : On  fubftituera 
dans  cette  transformée  4 ~ à la  place  de  E,  8c  l’on 
aura  h-  £ — ^ y -*-yy  — o.  On  divifera  le  premier  terme 
■+■  ^ paiHe  cocficient  — ^ du  fécond  terme , Se  chan- 
geant le  figne  du  quotient, on  aura  •+■  r7’c-^  pour  la  troifîéme 
partie  de  la  racine  qu’on  cherche. 

40.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  racine,  on  fup- 

{ lofera  dans  la  transformée  indéterminée,  que  E reprefente 
a fomme  des  parties  de  la  racine  déjà  découvertes , 4 + ^ 
■+•  i on  fubftituera  cette  valeur  de  £ à fi 
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{>lace  dans  la  transformée  indéterminée  ; 5c  prenanr  enfuite 
e quotient  du  premier  terme  de  l’équation  qui  en  viendra , 
divile  par  le  coéficient  du  fécond  terme,  Sc  changeant  le 
ligne  de  ce  quotient , ce  fera  la  quatrième  partie  qu'on 
cherche.  _ 

On  peut  continuer  cette  approximation  à l’infini.  Cet 
exemple,  qui  n’eft  pas  compofé  , fuffit  pour  faire  concevoir 
clairement  cette  méthode,  qui  eft  démontrée  par  la  qua- 
trième méthode,  8c  par  les  remarques,  6c  furtout  la 4'.  Il 
eft  évident  que  la  partie  de  la  racine  reprefentée  par  £,  ne 
fait  qu’augmenter , pendant  que  celle  qui  eft  reprefentée 
par  7-,  ne  fait  que  diminuer. 

Pour  lé  rendre  cette  méthode  familière , on  peut  conti- 
nuer l’approximation  precedente  j 6c  chercher  la  fécondé 
racine  de  la  propolee  , qui  furpaflè  ij,  6c  qui  eft  moindre 
que  16.  On  peut  aufli  chercher,  par  la  même  méthode,  les 
racines  de  l’équation  — 1700.»:  ■+•  31400  =0,  dont  la 
plus  petite  eft  entre  n 6c  13  5 la  ir,  entre  44  6c  45  ; 6c  la  3e, 
entre  37  8c  38. 

On  va  faire  ici  l’application  de  cette  cinquième  méthode 
à l’approximation  des  racines  des  puillances  numériques 
imparfaites. 

Ufage  de  la  cinquième  méthode  et approximation  des  racines  des 
équations , pour  trouver  les  valeurs  approchées  tant  près  qu’on 
voudra  des  racines  des  putffances  numériques  imparfaites. 

*67*  On  fuppofè  qu’on  a trouvé  par  la  méthode  de  l’extradion 
des  racines  de  l’arithmetique  , la  racine  de  la  plus  grande 
puiffance  parfaite  contenue  dans  la  puiflance  numérique 
imparfaite  5 ce  fera  la  première  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche , qui  ne  différé  pas  de  la  racine  véritable , qui  eft 
incommensurable,  d’une  unité  entière  ; il  faut  trouver  les 
autres  parties  de  cette  racine  -,  Sc  en  continuer  l’approxima- 
tion à l’infini,  ou  autant  prés  qu’on  voudra  de  la  véritable 
racine,  qu’on  ne  peut  pas  exprimer  par  nombres. 

i°.  On  fuppofera  que  la  racine  delà  plus  grande  puiflânee 
parfaite  contenue  dans  la  puiflance  numérique  imparfaite 
.dont  on  cherche  la  racine,  eft  reprefencée  par  £,  6c  l’excès 
de  la  puiflfance  numérique  imparfaite  fur  la  plus  grande 
puiflance  parfaite  qui  y eft  contenue , eft  reprelentc  par  D: 
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tes  deux  nombres  font  fuppofés  connus.  Ainfî  EF.-+-D  fera 
l’exprelîîon  de  toutes  les  fécondes  puifTances  numériques 
imparfaites  ; Z),  celle  de  toutes  les  rroifiémes  puiflan- 

ces  ; E*  •+■  D,  de  toutes  les  quatrièmes  ; £'  -+•  D,  de  toutes 
les  cinquièmes  ; & ainfi  de  iuite. 

i°.  On  fuppofëra  que  £ + * reprefentent  les  deux  parties 
de  la  racine  qu’on  cherches  fçavoir  E,  celle  qui  eft  connue; 
& x , celle  qui  eft  inconnue  & que  l’on  cherche;  ce  qui  don- 
nera les  équations  fuivantes:  E -+•  x — VEE- 1-  /),  pour  les 
fécondés  ptiilTances:  E-*-  x — f/E'-t-D, pour  les  rroifiémes  : 
E x = ÿE*  D , pour  les  quatrièmes;  & ainfi  de  fuite. 

3°.  On  ôtera  les  incommenfurables  de  ces  équations,  Sc 
l’on  aura  — D + i£<+sjt  = o,  pour  les  fécondes  puif- 
fances  ; — D •+•  }EEx  •+■  $Exx  x'  = o , pour  les  rroifié- 
mes ; — D -i-  4 E'x  ■+■  6EExx  4 Ex'  ■+•  x*  — o , pour  les 
quatrièmes  ; — D -+-  j E'x  -t-  ioE'xx  io  EEx'  ■+■  y Ex* 
-j-  x'  — o , pour  les  cinquièmes  ; — D •+•  Ce'x  -+-  ij E*xx 
•+•  io E'x'  ifEEx*  ■+•  6Ex 1 jf4  = o,  pour  les  fixiémes j 

& ainfi  des  autres  fuivantes. 

Ces  équations  feront  les  transformées  indéterminées, 
comme  dans  la  cinquième  méthode, chacune  pour  fon  degré. 
E reprefentera  d’abord  la  première  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche  ; & fubftiruant  cette  première  partie  à la  place  de  E, 
on  trouvera  la  fécondé  partie  comme  dans  la  yc  méthode; 
puis  fubftituant  la  fomme  des  deux  premières  parties  à la 

?ilace  de  E,  on  trouvera  la  troifiéme  > après  fubftituant  la 
bmme  des  trois  premières  parties  à la  place  de  E , on  trou- 
vera la  quatrième  partie  ; & ainfi  à l’infini. 

6 Le  premier  terme  D eft  toujours  entièrement  connu  quand 
on  commence  l’operation,  puifque  c’eft  le  refte  connu  de  la 
puiflknee  numérique  imparfaite , qui  demeure  après  avoir 
ôté  de  cette  puiflancc  imparfaite  la  plus  grande  puiffance 
parfaite  qui  y eft  contenue. 

Quand  on  a trouvé  la  fécondé  partie  de  la  racine  par  la 
fubftitution  de  la  première  partie,  qu’on  fuppofé  connue  , à 
la  place  de  E,  pour  avoir  la  fécondé  valeur  de  D,  il  faut 
fubfticuer  cette  féconde  partie  de  la  racine  qu’on  vient  de 
trouver,  à la  place  de  x,  & laiffer  la  première  partie  fubfti- 
tuée  à la  place  de  Ei  & la  fomme  toute  connue  qui  vient 
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* np.  de  cette  fubflitution,  efl  le  fécond  Z)*,  qui  doit  fervir  pour 
trouver  la  troifiéme  partie. 

Quand  on  aura  trouvé  cette  troifiéme  partie  par  la  fub- 
ftitution  de  la  fomme  des  deux  parties  deja  découvertes,  à 
la  place  de  £ dans  l’équation  transformée  indéterminée, 
où  Ion  a laifle  la  valeur  du  D précèdent,  il  faudra  fubfli- 
tuer  cette  troifiéme  partie  à la  place  de  ôcla  fomme  toute 
connue  qui  viendra  de  cette  fubilitution,  fera  le  troifiéme  X>, 
ou  la  troifiéme  valeur  de  D,  qui  doit  fervir  pour  trouver  la 
quatrième  partie. 

Quand  on  aura  découvert  cette  quatrième  partie  par  la 
fubflitution  de  la  fomme  des  trois  premières  parties  déjà 
connues  à la  place  de  £,  il  faudra  fubflituer  cette  quatrième 
partie  qu’on  vient  de  découvrir  à la  place  de  x,  & la  fomme 
toute  connue  qui  naîtra  de  cette  fubflitution , fera  le  4'  D, 
bu  la  4°  valeur  de  Z?,  qui  doit  fervir  à faire  découvrir  la  j* 
partie;  6c  ainfi  à l’infini. 

169.  Ou  bien  pour  avoir  la  valeur  de  D , qui  fert  à trouver 
chaque  partie,  par  exemple  la  quatrième,  il  n’y  a qu’à  éle- 
ver à la  même  puiiïànce  dont  on  cherche  la  racine,  la  fomme 
de  touces  les  parties  déjà  trouvées , par  exemple  des  trois 
premières,  6c  ôter  la  puillance  de  cette  fomme  de  la  puif. 
lance  numérique  imparfaite  propoféei  le  refie  fera  la  valeur 
de  D qu’on  cherche. 

On  peut  faire  comme  dans  la  .quatrième  méthode , des 
formules  generales  dans  chaque  degré,  pour  trouver  les 

I lardes  delà  racine  qu’on  cherche,  les  unes  après  les  autres, 
a première  partie  étant  fuppofée  connue. 


Formules  generales  pour  l’approximation  des  racines  des  puijfances 
numériques  imparfaites. 
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pOvii  les  racines  des 
-*■  fécondés  puillânces 


Pour  les  racines  des  troi- 
fiémCs  puiflanccs  . . 


Pour  les  racines  des 
quatrièmes  puiilànces  . . 
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Pour  les  racines  des  J) 

cinquièmes  puiilànccs  . . X = — — Idd-  ïï‘ o*- • 

îE  7£‘","i7Ërr"1"7rjF7 

On  peut  facilement  trouver,  comme  dans  la  4e  méthode, 
les  formules  pour  les  puiflances  fuivantes  à l’infini,  fi  l’on 
en  a befoin. 

Pour  trouver  par  le  moyen  de  ces  formules  la  racine 
cubique,  par  exemple  de  12  : i°.  le  plus  grand  cube  con- 
tenu dans  u,eft  8,  dont  la  racine  cubique  eft  z5  ainfi  2 = £; 
12  = 8 -+-  4 = £'  -*-  Z) , & le  premier  D = 4.  L’équation 
indéterminée  du  troifiéme  degré,  qui  reprefénte  toutes  les 
transformées  qui  feront  trouver  les  parties  de  la  racine  qui 
fuivent  la  première  qui  eft  z,  eft  — D iE£x  ■+•  3 Exx  -h  x ’ 
= o : La  formule  qui  fert  à trouver  ces  parties  reprefentées 

par  x,  déduite  de  cette  équation,  eft  x = * 55 . 

3 EE  -+■  7ë»' 

Ces  chofes  fuppofées  : 

z°.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  racine,  on  fubfti- 
tuera  dans  cette  formule  4 à la  place  de  D , & z à la  place 

de  £ j & l’on  aura  la  féconde  partie  == r = — . 

r iz-+-2-*--^  iz  7 

Pour  avoir  la  féconde  valeur  de  D , qui  fèrvira  à trouver 
la  troifiéme  partie  de  la  racine , on  fubftituera  dans  l’équa- 
tion — D -*■  3 EEx  -+-  $Exx  x'  = o,  4 à la  place  de  D> 
2 à la  place  de  £ ; & à la  place  de  xi  Sc  l’on  aura  — 4 

= — pour  la  fécondé 

valeur  de  D,  qu’on  trouveroit  aufli  en  élevant  la  fomme 
des  deux  parties  déjà  trouvées  z à la  3'  puiflance  , & 
retranchant  cette  3e  puiflance  delà  propofée  12,  le  refte 
iéroit  la  fécondé  valeur  de  D. 

30.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  racine  qu'on  cher- 
che, il  faut  fubftituer  dans  la  formule  x = ^ ^ 

3 ££+-5-  + 2£» 


à la  place  de  D,  fa  valeur  qu’on  vient  de  trouver , & à la 
place  de  £,  la  fomme  z •+-  des  parties  de  la  racine  déjà 
découvertes , Sic. 

On  peut  continuer  l’approximation  à l’infini  : ces  opera- 
tions fuffifént  pour  faire  clairement  concevoir  la  méthode. 
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Si  l’on  veut  des  formules  où  il  faut  extraire  la  racine  quar- 
rée , on  les  formera  comme  dans  la  quatrième  méthode  ; 
elles  font  inutiles  pour  tirer  les  racines  des  quarrés  impar- 
faits. Voici  la  maniéré  de  les  former  pour  trouver  les  valeurs 
approchées  des  racines  troifiémes  des  troifiémes  puiflances 
imparfaites,dont  l’équation  indéterminée  eft  — D - 1-  3 EEx 
-4-  3 Exx  ■+■  xl  = o.  11  faut  faire  une  équation  des  trois  pre- 
miers termes,  & l’on  aura  — D ■+•  3 EEx  -+-3 Exx  = o,  ou 
bien  xx  d’où  l’on  tire  * = — -[£-+-  V\EE  -+-  £7 

C’eft  la  formule  par  où  il  faut  commencer  pour  trouver 
chaque  partie  de  la  racine  qu’on  cherche , la  première 
partie  étant  fiippolee  connue  : Et  pour  rendre  cette  partie 
de  la  racine  encore  plus  approchante  * on  fuppofera  cette 
première  valeur  de  chaque  partie  *=m,&c  enluite  on  con- 
ftderera  l’équation  indéterminée  entière  — D •+■  }EEx 
*+-  3 Exx  -+-  *’  = o , comme  étant  du  fécond  degré , l’or- 
donnant ainfi  iExx-t-iEEx  = D — x\  ou  plutôt  xx -*•  Ex 

= d’où  l’on  tirera  x=  — fE ■+•  V^EE ■+■ — —ô 

Sc  mettant  dans  le  i‘  membre  la  valeur  de  * déjà  trouvée, 
qu’on  a fùppofée  = w,on  aura  x — — \E-*-V\EE  h-  -A 

C’eft  la  formule  corrigée,  qui  à chaqué  operation  fera  trou- 
ver une  partie  très  approchante  de  la  racine  qu’on  cherche. 

On  trouvera  de- la  même  maniéré  que  pour  découvrir  les 
parties  de  la  racine  d’une  quatrième  puiiïance  imparfaite, 
il  faut  commencer  , en  cherchant  chaque  partie , par  la 

formule  *==  — & cette  partie  étant 

découverte  par  cette  formule,  on  la  fiippofêra  ==  m , & on 
l’approchera  encore  plus  par  cette  formule  corrigée  x = 


I JP 


Vi££- 


D 1 ml  m% 

6EE"  lî  *6££» 

Pour  la  cinquième  puiffance,  on  commencera  par  la  for- 
mule x = — * £ }/-f£  EE  -+-  & après  avoir  trouvé 


la  valeur  de  la  partie  qu’on  cherche  par  cette  formule , on 
la  fuppofera  — m,  & on  fe  fervira  enfuire  de  la  formulé 


corrigée-*  = — A £ -h  yCL-  ££-+--£-  — ~ 

0 4 16  loE*  £ 1EE  10  £*. 

Il  eft  facile  de  trouver  les  formules  pour  ^approximation 

des. 
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des  racines  des  puiflünces  numériques  imparfaites  plus  éle- 
vées, fi  l’on  en  a beloin. 

Pour  Ce  lcrvir  de  ces  formules  dans  l’approximation  des 
racines  des  puiflânees  imparfaites , par  exemple  pour  appro- 
cher de  la  racine  cubique  de  n = 8 4 : i“.  on  fubftituera 

dans  la  formule  par  où  il  faut  commencer , la  première  par- 
tie de  la  racine  qui  eft  2,  à la  place  de  E , & 4 à la  place 
de  P,  & l’on  aura  la  fécondé  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche.  Pour  l’approcher  davantage,  on  la  fuppofera  cette 
fécondé  partie,  reprefentec  par  m , & on  la  lubftituera  avec 
les  precedentes  valeurs  de  £ &de  D dans  la  formule  corri- 
gée , & l’on  aura  la  féconde  partie  de  la  racine  très  appro- 
chée. 

Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  racine , on  cher- 
iéS.  chera  la  fécondé  valeur  de  D,  comme  aux  articles*i68, 169-, 
'*?■  on  fubftituera  cecte  valeur  de  D à fâ  place  dans  la  formule 
par  où  il  fauc  commencer,  & la  fomme  des  deux  parties  de 
la  racine  déjà  découvertes,  à la  place  de  E;  & on  aura  la 
troifiéme  partie  de  la  racine.  Pour  la  corriger,  c’eftàdire 
pour  la  rendre  plus  approchante , on  la  regardera  comme 
reprefentée  par?», & on  la  fubftituera  avec  les  valeurs  pre- 
cedentes de  D & de  £ dans  la  formule  corrigée  j & l’on 
aura  la  troifiéme  partie  de  la  racine  très  approchante.  On 
réitérera  l'operation  tant  qu’on  voudra  : mais  le  calcul  en 
étant  plus  pénible  que  celui  qu’il  faut  employer  dans  l’ufâge 
des  premières  formules , on  peut  Ce  contenter  de  ces  pre- 
mières formules  ; & il  fuffit  ici  d’avoir  fait  concevoir  claire* 
ment  la  formation  6c  l’ulâge  des  unes  6c  des  autres. 


SECTION  IV. 

OÙ  l'on  enfeigne  a refoudre  toutes  les  équations  numériques. 
PROBLEME  IV. 

îy  Zr  RESOUDRE  toute  équation  numérique  de  quelque  degré 
quelle  puijje  être , Lrfquelle  n’a  qu'une  intonnuc. 

C’E  s t à dire  trouver  les  racines  commenfurables  d’une 
équation  numérique,  lorfqu’elle  en  a de  commenlura- 
bies  j trouver  les  valeurs  approchées  des  racines  mcommen- 
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lurables , 6c  en  continuer  l’approximation  à l'infini  5 déter- 
miner fi  elle  a des  racines  imaginaires  ; 6c  fi  la  propofée  a 
de  ces  racines,  en  déterminer  le  nombre. 

On  fuppofe  que  l’équation  propofée  n’a  point  de  fraftions 
ni  d’incommenfurables;  que  Ion  premier  terme  n’a  pas  d’au- 
tre  coéficicnt  que  l’unité } qu’elle  a tous  lès  termes , 6c  qu’ils 
ont  alternativement  les  lignes  -4-  6c  — . 


Méthode. 

’M8-  , -.Il  faut  trouver  par  le  premier  Problême+toutes  les  équa- 
tions des  limites  de  l’equation  propofée. 

z°.  La  racine  de  l’equation  linéaire  des  limites  fera  la  li- 
mite moyenne  des  deux  racines  de  l’équation  des  limites 
du  fécond  degré-,  zéro  & fon  plus  grand  coéficicnt  négatif 
rendu  pofitif  6c  augmenté  de  l’unité  , en  feront  les  limites 
extrêmes.  Par  le  moyen  de  la  limite  zéro  6c  de  la  limite 
moyenne , on  trouvera  la  première  & plus  petite  racine  de 
l’équation  des  limites  du  fécond  degré,  par  les  méthodes 
du  troifiéme  Problème  fi  elle  eft  commenfurable  , ou  fa 
valeur  approchée  fi  elle  eft  incommenfurable.  On  trouvera 
de  même  en  fe  fêrvant  de  la  limite  moyenne  & de  la  plus 
grande  limite  extrême,  la  féconde  racine  de  la  même  équa- 
tion , ou  fa  valeur  approchée. 

Les  racines  de  l’equation  des  limites  du  fécond  degré , 
ou  leurs  valeurs  approchées , feront  prifes  pour  les  limites 
moyennes  des  racines  de  l’équation  des  limites  du  3'  degré  ; 
zéro  6c  fon  plus  grand  coéficient  négatif  augmenté  de  l’uni- 
té, en  feront  les  limites  extrêmes.  On  trouvera  par  le  moyen 
de  ces  limites  les  racines  de  cette  équation  ou  leurs  valeurs 
approchées , qu’on  prendra  pour  les  limites  moyennes  des 
racines  de  l’équation  des  limites  du  quatrième  degré , donc 
zéro  6c  le  plus  grand  coéficient  négatif  augmenté  de  l’unité 
feront  les  limites  extrêmes.  On  trouvera  par  le  moyen  de 
ces  limites  les  racines  de  cette  équation  du  quatrième  degré, 
ou  leurs  valeurs  approchées,  qui  feront  les  limites  moyen- 
nes des  racines  de  l’équation  des  limites  du  cinquième  degré} 
zéro  6c  le  plus  grand  coéficient  négatif  de  cette  équation 
du  cinquième  degré  augmenté  de  l’unité , feront  les  limites 
extrêmes,  6c  par  le  moyen  de  ces  limites  on  trouvera  les 
racines  dç  cette  équation  ou  leurs  valeurs  approchées. 
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Continuant  ces  operations  jufqu’à  l’équation  propofée,  de 
quelque  degré  qu’elle  Toit,  on  en  trouvera  toutes  les  racines 
lorfqu’elles  font  commeniurables , ou  leurs  valeurs  appro- 
chées. 

3°.  Si  l’on  trouve  qu’une  des  limites , c’eft  à dire  une  des 
racines  d’une  équation  des  limites  , étant  fubftituée  dans 
l’équation  du  degré  immédiatement  plus  elevé  , à la  place 
de  l’inconnue  , donne  zéro  j c’eft  à dire,  fi  ces  deux  équa- 
tions ont  une  racine  commune,  il  y a des  racines  égales  dans 
la  propofée  : on  a marqué  dans  le  premier  Problème  la 
maniéré  d’en  déterminer  le  nombre. 

4°.  Lorfque  la  racine  d'une  équation  des  limites  étant 
fubftituée  à la  place  de  x dans  l’cquation  immédiatement 
plus  élevée  d’un  degré , ne  donne  ni  zéro , ni  une  fomme 
toute  connue  qui  ait  le  figne  -h  ou  — que  doit  donner  cette 
racine  prife  pour  limite  moyenne,  il  y a des  racines  imagi- 
naires dans  la  propofée  * 6c  comme  les  racines  imaginaire? 
font  toujours  deux  à deux , il  y en  a deux  fois  autant  que 
cela  arrive  de  fois. 

application  de  ta  méthode  aux  exemptes. 

Exemple  .1. 

1?  ouk  trouver  les  racines  de  x 4 — 80**  -*•  1998**  — yooo  = o 

i°.  on  en  trouvera  par  le  pre-  x Q. 

mier  Problème  les  équations  * 
des  limites , comme  on  les 

voit  ici  : « , . Ç 4*4  — H0*'  •+•  5996xx  — H937*  = o 

J OU  ^ ~ 14°**  ^ ~ 14937  *=° 

(.  3 * » °- 

t~  nx] — 4-%oxx  ■+■  399^*  ==  o 
jouiïxx 480X  -4-3996  =0, 

t I ou  bien  encore  en  divifimt  chaque 

2 équation  J terme  par  Iz  qui  s’en  trouve  un 
des  limites.  1 ^ivilêur  exad  : 

xx  — 40X  >4-333  — 0 

L 2 1 o. 


j équation  \ lxx  40x  — 0 
des  limites.  3 ow  x — " 10  — °- 

Z z ij 
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20.  On  prendra  la  racine  20  de  l’équation  linéaire  x — 20 
= o,  pour  la  limite  moyenne  des  deux  racines  de  la  fécondé 
équacion  des  limites  xx  — 40*  $33  ==  o ; & l’on  pren- 

dra  zéro  &c  le  plus  grand  coéficient  négatif  augmenté  de 
l’unité  pour  les  limites  extrêmes  -,  &.  les  limites  des  racines 
feront  o,  20,41. 

* 15*.  On  cherchera  par  la  première  méthode  du  3'  Problème,* 
la  première  & plus  petite  racine  de  xx  — 40X  333  = o, 

en  fe  fervant  des  limites  o & 20  * & l’on  trouvera  que  cette 
racine  eft  incommenfurable , & qu’elle  eft  entre  11  qui 
donne  •+•  14,  & 12  qui  donne  — 3.  On  prendra  pour  la 
valeur  approchée  de  cette  première  racine  11  ou  12. 

On  trouvera  de  même  en  le  fervant  des  limites  20  & 41, 
que  la  ièconde  racine  eft  incommenfurable , & qu’elle  eft 
entre  28  qui  donne,  étant  fubftituée  à la  place  de  x,  la  Ibmme 
toute  connue  — 3,  & 29  qui  donne  •+• 14.  On  prendra  pour 
la  valeur  approchée  de  ceete  fécondé  racine  28  ou  29. 

Ainfi  o,  12,  28,  & le  plus  grand  coéficient  négatif  de  la 
première  équation  des  limites  4**  — 240XX  -+-  3996* 
— 14957  = o , feront  les  limites  de  cette  équation.  Pour 
avoir  ce  plus  grand  coéficient  négatif,  il  faut  divifer  tous 
les  termes  par  le  coéficient  4 du  premier  terme,  afirf  d'avoir 
l’équation  x’  — 6oxx  -+■  999X  — 3734^==  o,  dont  le  pre- 
mier terme  n’a  pas  d’autre  coéficient  que  l’umtéj&fes  limi- 
tes feront  0,12,  28,  3736. 

On  trouvera  par  la  première  méthode  dutroifiéme  Pro- 
blème , en  fe  fervant  des  limites  o & 11,  que  la  première  & 
plus  petite  racine  eft  entre  j qui  donne  le  figne  — , & G 

3ui  donne  le  figne  •+•.  On  prendra  pour  la  valeur  approchée 
e cette  racine  y ou  6. 

On  trouvera  de  même  en  fe  fervant  des  limites  12  & 28 , 
que  la  fécondé  racine  eft  entre  21  qui  donne  & 22  qui 
donne  — . On  prendra  pour  la  valeur  appochée  de  cette 
fécondé  racine  21  ou  22. 

On  trouvera  en  fe  fervant  des  limites  28  & 3756,  que  la 
troifiéme  racine  eft  entre  34  qui  donne  — 24^,  &;  33  qui 
donne  -+-  605  On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de 
cette  racine  34  ou  35. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  propofée  font  o,  6, 11, 
34,  '4938. 


Digitized  by  Google 


L r v R e V I.  361 

On  trouvera  par  la  première  méthode  du  troifïéme  Pro- 
blème, en  fe  lërvantdes  deux  limites  o 6c  6,  que  la  première 
fie  plus  petite  racine  de  la  propofée,  eft  entre  zéro  fie  l’unité} 
fie  fi  on  fe  1ère  enfuite  delà  troisième  méthode,  on  trouvera 
qu’elle  effc  entre  — fie  ; car  ~ donne  -4-,  Si  donne  — . 

On  trouvera  de  même,  en  fe  fervant  des  deux  limites  6 
Si  it , que  la  féconde  racine  de  la  propofée  eft  entre  iz  qui 
donne  — , & 13  qui  donne  -t-. 

On  trouvera,  en  fe  fervant  des  deux  limites  zi  6c  34,  que 
la  troifïéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  jz  qui  donne  -t-, 

8c  33  qui  donne  — . 

Enfin  on  trouvera  en  fë  fervant  des  deux  limites  34  fie 
14938 , que  la  quatrième  fie  plus  grande  racine  de  la  propo- 
fee  eft  entre  34  qui  donne  — , fié  33  qui  donne  -k 

Ainfl  les  quatre  racines  de  la  propofée  font  incommenfu- 
rables  5 la  première  ou  plus  petite  furpaflè  SC  eft  moin- 
dre que  yj  qui  font  fes  valeurs  approchées. 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  féconde,  font  la 
moindre  n fie  la  plus  grande  13. 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  troifïéme,  font  la 
moindre  31  & la  plus  grande  33. 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  quatrième , font 
la  moindre  34  fie  la  plus  grande  33. 

Si  l'on  veut  après  cela  approcher  à l’infini  de  chacune  de 
ces  racines,  il  faut  fë  fervir  de  la  troifïéme  méthode  du  troi- 
fiéme  Problème  5 * fie  fi  l’on  ne  craint  pas  la  longueur  du  * ij8. 
calcul , il  faut  fë  fërvir  de  la  quatrième  méthode  ,*par  le  * ij?. 
moyen  de  laquelle  on  trouve  à chaque  operation  des  valeurs 
extrêmement  approchées  des  racines  qu’on  cherche , 5c 
qu’on  ne  fçauroit  trouver  exactement  par  les  nombres  * 
puifqu’elles  font  incommenfurables. 

j Remarques  pour  la  pratique  de  ce  Problème. 

L 

I l faut  toujours  avoir  en  vue  le  figne  que  doit  donner 
chaque  limite  : Que  la  moindre  limite  6c  toutes  les  gran- 
deurs moindres  que  la  plus  petite  racine  d’une  équation , 
doivent  donner  le  figne  du  dernier  terme  de  cette  équation. 

Que  la  féconde  limite  fie  toutes  les  grandeurs  moindres 
que  la  fécondé  racine,  mais  plus  grandes  que  la  première, 

Z z iij 
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doivent  donner  le  figne  contraire  à celui  du  dernier  terme, 

3 Que  la  troifiéme  limite  fie  toutes  les  grandeurs  moindres 
ueTa  troifiéme  racine  , mais  plus  grandes  que  la  lèconde, 
oivent  donner  le  figne  du  dernier  terme. 

Que  la  quatrième  limite  & toutes  les  grandeurs  moindres 
que  la  quatrième  racine,  mais  plus  grandes  que  la  troifiéme, 
doivent  donner  le  figne  contraire  à celui  du  dernier  terme. 

Et  ainfi  de  fuite  julqu  à la  derniere  & plus  grande  limite, 
qui  doit  toujours  donner  le  fi»ne-*-}  fie  toutes  les  grandeurs 

3ui  furpaflent  la  plus  grande  fie  derniere  racine  , doivent 
onner  le  même  ligne  -t-. 

Qu’entre  les  grandeurs  qui  font  moyennes  entre  les  deux 
mêmes  racines,  & qui  donnent  le  même  figne,  celles  qui 
donnent  de  moindres  relies  que  les  autres,  approchent  plus 
de  la  racine  qu’on  cherche. 

IL 

Quand  on  cherche  les  racines  d’une  équation  des  limi- 
tes, ou  delà  propofec,dont  on  a les  limites;  il  faut  toujours 
commencer  par  la  première  méthode  du  troifiéme  Problê- 
*ijS.  me  ,*  fie  la  continuer  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouve  les  racines 
exactes,  lorfqu’elles  font  commenfurables  ; ou,  quand  elles 
font  incommenfurables , jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  leurs 
valeurs  approchées  en  entiers , qui  ne  diffèrent  entr’elles 
que  de  l’unité,  dont  l’une  foit  moindre  fie  l'autre  plus  grande 
que  la  racine  qu’on  cherche. 

S’il  faut  enfuite  trouver  des  valeurs  en  fractions  qui  ap- 
prochent de  plus  en  plus  à l'infini , on  fe  fervira  de  la  troi- 
* «jS.  fiéme  méthode  du  troifiéme  Problème  ;*  & fi  l’on  veut  bien 
prendre  la  peine  du  calcul , on  fe  ièrvira  de  la  quatrième 
* ifj.  méthode,*  par  laquelle  on  trouve  à chaque  operation  des 
valeurs  qui  approchent  bien  de  plus  prés  de  la  racine  qu’on 
cherche.  III. 

Lorfque  les  racines  d’une  équation  des  limites  font  com- 
menforables,  on  les  appellera  les  limites  exa&es,  & l’on  cû 
affiiré  qu’étant  fubftituées  à la  place  de  l’inconnue  dans  l’é- 
quation dont  elles  font  les  limites,  elles  donneront  les  lignes 
qu’elles  doivent  donner,  fans  même  en  faire  la  fubftitution, 
n les  racines  de  cette  équation  font  inégales  ; & que  celles 
des  limites  qui  font  égales  à quelques-unes  des  racines, 
donneront  zéro,  quand  il  y a des  racines  égales  5 & qu’enfin 
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celles  de  ces  limites  exactes  qui  ne  donneront  ni  zéro , ni  le 
figne  qu’elles  doivent  donner  , feront  connoître  qu’il  y a 
des  racines  imaginaires  dans  l’équation  dont  elles  lont  les 
limites  , & dans  la  propofée. 

Mais  quand  les  racines  d’une  équation  des  limites  ne  font 
pas  commenfurables , l’on  n’eft  pas  affuré  que  leurs  valeurs 
approchées  en  nombres  entiers,  qu’on  appellera  ici  les  limi- 
tes approchées  en  entiers,  donnent  toujours  les  lignes  qu’el- 
les doivent  donner.  Comme  cependant  il  arrive  ordinaire- 
ment que  les  limites  approchées  en  nombres  entiers , don- 
nent les  lignes  que  doivent  donner  les  limites  exaétes,  parce- 
qu’ordinairement  les  racines  des  équations  dont  elles  font 
les  limites , different  entr’elles  de  plulîeurs  unités  ; quand 
on  a trouvé  ces  limites  approchées  par  la  première  méthode, 
il  faut  les  fubftituer  à la  place  de  l’inconnue  dans  l’équation 
dont  elles  font  les  limites  , pour  voir  fi  elles  donnent  les 
lignes  qu’elles  doivent  donner  ; Sc  fi  l’on  trouve  qu’elles  les 
donnent,  il  faut  s’en  fervir  pour  trouver  les  racines,  comme 
l’on  a fait  dans  l’exemple  précèdent. 

Si  les  limites  approchées  en  nombres  entiers,  ne  donnent 
pas  les  lignes  des  limites  exa&es,  ce  qui  arrive  lorfque  les 
racines  de  l’équation  dont  elles  font  les  limites,  font  incom- 
menfurables , & ne  different  entr’elles  que  par  des  gran- 
deurs moindres  que  l'unitc , il  faut  alors  continuer  l’appro- 
ximation des  limites  par  la  3e  ou  4e  méthode. 

Ou  bien  il  faut  d’abord  multiplier  les  racines  de  la  pro- 
polëe  par  10,  ou  par  100,  ou  1000,  &c.  en  mettant  un  ou 
pluûeurs  zéros  au  fécond  terme,  deux  fois  autant  au  troi- 
fiéme  terme,  trois  fois  autant  au  quatrième  terme,  Se  ainfi 
de  fuite  > 6c  après  cela  les  racines  différeront  entr’elles  de 
plufieurs  unités , & les  limites  approchées  en  nombres  en- 
tiers qu’on  trouvera,  donneront  les  lignes  que  doivent  don- 
ner les  limites  exaffes,  lorfque  les  racines  de  la  propofée 
feront  réelles  8t  differentes  entr’elles  : Sc  fi  elles  ne  les  don- 
noient  pas,  ce  fèroit  une  marque  qu’il  y auroit  dans  la  pro- 
pofée des  racines  égales  incomfflenfurables,  ou  des  racines 
imaginaires.  On  en  fera  une  remarque  à la  fin  des  exemples. 

Mais  quand  on  a ajouté  des  zéros  au  fécond  terme  de  la 
propofée  & aux  autres  termes , il  faut  divifér  les  valeurs 
approchées  des  racines  de  la  propofée , quand  on  les  aura 
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trouvées , par  l’unité  précédée  d’autant  de  zéros  qu’on  en  a 
mis  au  lêcond  terme  de  la  propolée , 8c  ces  fractions  feront 
les  valeurs  approchées  des  racines  de  la  propofee. 

Il  faut  donc  remarquer  qu’on  trouvera  toujours  les  limi- 
tes approchées  en  nombres  entiers,  du  moins  en  ajoutant 
des  zéros  au  fécond  terme  8c  aux  autres  termes  de  la  pro- 
polée, lorfque  fans  cela  on  ne  peut  pas  les  trou  ver  en  entiers} 
ou  des  limites  approchées  en  fractions,  en  continuant  l’ap- 
proximation par  la  troifiéme  ou  quatrième  méthode , les- 
quelles limites  donneront  les  lignes  que  doivent  donner  les 
limites  exactes , lorfque  les  racines  de  l’équation  font  toutes 
réelles  8c  inégales. 

Ainfi  fi  l’on  ne  pouvoir  pas  trouver  ces  limites,  ce  fèroit 
une  marque  allurée  que  les  racines  de  la  propofée  ne  fèroient 
pas  toutes  inégales,  8c  qu’il  y en  auroit  d’égales,  mais  incom- 
menfurables , ou  bien  qu’il  y auroit  des  racines  imaginaires. 

IV. 

On  peut  fouvent  diminuer  le  calcul  de  la  méthode  de  ce 
quatrième  Problème,  en  faifânt  quelques  tentatives,  furtout 
en  deux  chofes. 

La  première  eft,  quand  la  plus  grande  limite , qui  eft  le 

filus  grand  coéficient  négatif  rendu  pofitif  8c  augmenté  de 
unité  , furpaflè  confiderablemene  la  limite  pénultième , 
comme  dans  le  premier  exemple , où  la  plus  grande  limite 
14938,  furpaflè  confiderablement  la  pénultième  limite  34; 
au  lieu  de  fe  fervir  de  la  plus  grande  limite , on  peut  faire 
quelques  tentatives  fur  des  grandeurs  plus  approchantes  de 
la  limite  pénultième,  comme  dans  le  premier  exemple  on 
peut  eflàyer  fi  la  fubftitution  de  40  à la  place  de  l’inconnue, 
ne  donnera  point  le  figne  ■+•  de  la  plus  grande  limite  ; & 
comme  l’on  trouve  que  40  donne  le  ligne  -t-,  on  eft  alluré 
que  40  furpaflè  la  plus  grande  racine  de  la  propofee  -,  8c  on 
fe  fervira  des  limites  34  & 40,  pour  la  trouver  par  la  pre- 
mière méthode,  au  lieu  des  limites  34  8c  14938. 

La  féconde  eft , qu’avant  de  refoudre  les  premières  8c  les 
plus  compofées  équations  des  limites,  c’eft  à dire  avant  d’en 
chercher  toutes  les  racines,  on  peut  faire  des  tentatives, 
pour  voir  fi  les  racines  exaéles  ou  approchées  des  dernieres 
& plus  fimples  équations  des  limites,  ne  peuvent  point  fervir 
immédiatement  de  limites  aux  racines  de  la  propofée,  en 

fubftituant 
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fübftituant  ces  racines  des  dernieres  équations  des  limites, 
à la  place  de  l’inconnue , immédiatement  dans  l'équation 
propofee  5 oai  trouvera  le  plus  fouvent  qu’elles  donnent  les 
lignes  que  doivent  donner  les  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée , ôc  on  les  prendra  dans  ce  cas  pour  ces  limites  des 
racines  de  la  propofee. 

Par  exemple , lorfqu’on  a trouvé  que  les  racines  appro- 
chées de  l’équation  des  limites  du  fécond  degré  dans  le  pre- 
mier exemple,  font  la  plus  petice  11  ou  11,  la  plus  grande  28 
ou  29 , on  lubftituera  la  première  de  ces  racines  11  ou  12 , à 
la  place  de  l’inconnue  dans  la  propofee  j & trouvant  une 
fomme  toute  connue  qui  a le  figne  — , qui  eft  celui  que 
doit  donner  la  fécondé  limite  des  racines  de  la  propofée,  on 

{ (rendra  11  ou  12  pour  la  féconde  limite,  ôc  l’on  aura  pour 
es  deux  limires  de  la  première  ôc  plus  petite  racine  de  la 
propofée , o & 12. 

On  fubftituera  de  même  28  ou  29,  & trouvant  que  2S  ou 
19  donne  le  figne  -+-,  qui  eft  celui  que  doit  donner  la  troi- 
fiéme  limite,  on  prendra  12  Ôc  28  pour  les  deux  limites  dont 
il  faut  fe  fervir  pour  chercher  la  féconde  racine  de  la  pro- 
pofée. 

D’où  l’on  voit  que  pour  avoir  toutes  les  limites  de  la  pro- 
pofée, il  ne  faudra  plus  chercher  que  la  grandeur  qui  fur- 
pafle  28  , ôc  qui  donne  le  figne  — , c’eft  à ditë  la  limite  qui 
furpafle  la  troifiéme  racine  de  la  propofée , ôc  qui  eft  moin- 
dre que  la  quatrième  ; ainfi  il  ne  faudra  chercher  dans  l’équa- 
tion des  limites  du  troifiéme  degré , que  la  plus  grande  ra- 
cine feule,  dont  les  limites  font  28  ôc  3736 , ôc  le  calcul  fë 
trouve  bien  abrégé  par  ces  tentatives. 

Un  peu  de  pratique  fera  trouver  beaucoup  d’autres  abré- 
gés. 

Exemple  II. 

•;  . ' , . !.•  ’ trj  . f V.  1 

Pour  trouver  les  racines  de  Péquation  x*—  jxx  *4-  6 = », 
qui  n’eft  que  du  troifiéme  degré,  par  léfquelles  on  aura  les 
valeurs  de  x linéaire  dans  cette  équation  ; i".  il  faut  la  trans- 
former en  une  autre  équation  qui  ait  tous  fés  termes  avec 
les  lignes  alternatifs  ôc  — j ce  qui  fè  fera  en  fuppofant 
8 — xx  — s^i  d’où  l’on  aura  xx  — S — 6c  fubftituant 
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8 — s^à  la  place  de  x , on  aura  la  transformée  que  voici, 
qu’on  regardera  comme  la  propofée. 

î".  Il  faut  en  trouver  ^ — 14^  i8j^ — 461  = o. 

les  équations  des  limi-  3110. 

tes , comme  on.  les  voit . 

ici  : 3*L’  — — 0 » 

divilânt  par  31.,  on  aura  la  première  équation  des  limites  „ 

^ 61  f = o. 
a 1 o. 

— lé^  =0; 

divifant  par  zt,  on  aura  la  dernière  équation  des  limites, 

— 8=0. 

30.  Il  faut  prendre  la  racine  8 de  l’équation  linéaire  de* 
limites  ^ — 8=0,  pour  la  limite  moyenne  entre  les  deux 
racines  de  la  première  équation  des  limites  ,&  les  trois  limi- 
tes des  deux  racines  de  cette  première  équation  des  limites 
feront  o,  8,  17. 

En  cherchant  la  première,  c’eft  à dire  la  plus  petite  racine 
de  l’équation  ^ 61 1 = o,  par  le  moyen  de  lès 
deux  limites  o fie  8 , on  trouve  qu’elle  lurpadè  6,  & qu’elle 
eft  moindre  que  7. 

Pour  abréger,  on  pourra,  avant  de  chercher  la  lèconde 
racine  de  la  première  équation  des  limites,  tenter  fi  la  fub- 
ftitution  de  l’une  ou  l'autre  des  limites  6 ou  7 , à la  place 
de  j^dans  la  propofce,  ne  donneroit  point  le  ligne  -+-  que 
doit  donner  la  leconde  limite  des  racines  de  la  propofce,  & 
en  fervir  elle-même,  en  cas  qu’elle  le  donne.  Mais  trouvant 
que  la  fubftitution  de  6 au  lieu  de  5^  dans  la  propofée  donne 
zéro,  on  a par  cette  fimple  operation  6 pour  la  première 
racine  de  la  propofée  £ -p  14^-*-  &c. 

Pour  abréger  encore  le  calcul , on  divilcra  la  propofée 

— *4*&.  Sec.  par  l’équation  linéaire  z. — 6 = 0 , qui 
contient  fa  première  racine-,  6c  l’on  aura  le  quotient  ^ — 18^ 
•+-  77  = o,  qui  contient  les  deux  autres  racines  de  la  pro- 
pofée. 

On  pourra  enfin,  pour  abréger,  relbudre  cette  équation 
qui  contient  les  deux  autres  racines  de  la  propofée , par  la 
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méthode  qui  convient  au  iècond  degré  , & l’on  trouvera 
que  les  racines  font  7 Sc  11. 

Pour  achever  la  rcfolution , on  fubftiruera  fucceffivemenc 
les  trois  racines  6, 7 & 11  de  la  transformée  ^ — *4*&*+*  &c. 
dans  l’équation  8 — xx  = ^,  ou  xx  = 8 — qui  a fervi 
à la  transformation  ; & l’on  trouvera  les  trois  valeurs  de  xx 
dans  x 4 — jxx  -+-  6 = o,  qui  lont  xx  = 1 , xx=a  1,  xx  => 

D’où  l’on  tirera  les  fix  valeurs  de  x linéaire,  dans  la  pro- 
pofée  x*  — 7 xx  -+-6  = o,  qui  font  * = -»-  V 1,  x = — Vi} 
x = + x= — V*  1 j x = -+-  V — 3,  x = — >/  — 3. 
D’où  l’on  voit  que  x a quatre  valeurs  réelles,  & deux  va- 
leurs imaginaires  dans  la  propofée  x‘  — -jxx  -+-  6 = o ; 
la  propofée  eft  entièrement  refolue. 


Exemple  III. 

Pour  trouver  les  valeurs  approchées  des  trois  racines  de 
l’équation  irréduéiible  du  3e  degré  x1  — ayoox  -+-  31400 
= o,  dont  les  deux  plus  petites  racines  font  pofîtives  , & 
dont  la  plus  grande  eft  négative  & égale  à la  femme  des 
deux  autres,  puifque  le  fécond  terme  eft  évanoui  ; i°.  il  faut 
la  transformer  en  une  autre  qui  ait  cous  iés  termes , & donc 
toutes  les  racines  foient  pofîtives , ce  qu'on  fera  en  fuppofant 
le  plus  grand  cocficient  négarif  rendu  pofitif  & augmenté 
de  l’unité  moins  une  nouvelle  inconnue  égal  à l’incon- 
nue x î ce  qui  donnera  1701  — £ = xj  & en  fubftituanc 
cette  valeur  de  x à fâ  place  dans  la  propofée  , on  aura  la 
transformée  fuivante,  ^ — 8103:^-4-11883503^— 19697617801  = 0. 
qui  a les  conditions  3 2 1 -•  • o.  ’ 

KSÎiTfS  • 


la  méthode  du  qua- 
trième Problème. 
i°.  Il  faut  trouver  les 
équations  des  limites 
des  racines  delà  trans- 
formée, comme  on  le 
voit  ici  : 


tüv  liant  par  , l’on  a la  première 
équation  des  limites. 


5401^  • 


540i*L 


7194501 

o. 


La  racine  de  là  ic  divifant  par  îx-,  l’on  a la  fécondé 
équation  des  limites  équation  des  limites , 
étant  * = 1701 , les  — 2701  = 0. 

A a a ij 
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limites  des  racines  de  la  première  équation  des  limites  feront 
o,  1701,  5403.  On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  limites,  ou 
fi  l’on  veut  par  la  méthode  des  équations  du  lecond  degré, 
que  les  racines  de  la  première  équation  des  limites  lont 
exactement  1671  6c  1731. 

Am (i  les  limites  des  racines  de  la  transformée  feront 
o,  1671,1731,  19697617801. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  deux  premières  limires 
o,  1671,  que  la  première  8c  plus  petite  racine  de  la  trans- 
formée eft  entre  165 6,  qui  étant  lubftituée  à la  place  de 
donne  le  ligne  — , 6c  1657  qui  donne  -t-. 

On  trouvera  par  le  moyen  de  la  fécondé  6c  troifiéme 
limite  16 71,  2.731,  que  la  feconde  racine  de  la  transformée 
eft  entre  1688  qui  donne  -4-,  6c  1689  qui  donne  — . 

Il  eft  inutile,  comme  on  le  va  voir,  de  fe  donner  la  peine 
de  chercher  la  valeur  approchée  entre  deux  limites  qui  ne 
differenrque  de  l'unité,  de  la  troifiéme  racine  de  la  trans- 
mue; comme  aufli  de  trouver  des  valeurs  plus  approchées 
de  la  première  6c  de  la  feconde  racine  de  la  transformée. 

30. 11  faut  fubftituer  dans  l’équation  limple  1701  — x.  — x, 
qui  a fervi  à trouver  la  transformée  , à la  place  de  ^ , les 
valeurs  approchées  en  entiers  de  la  première  8c  feconde 
racines  de  la  transformée  ; 6c  l’on  trouvera  la  première  6c 
plus  petice  valeur  de  x dans  la  propoiée  encre  1 2,  qui  y étant 
fubfticuée  à la  place  de  xy  donne  -t-,  8c  13  qui  donne  — . 

On  trouvera  de  même  la  feconde  valeur  de  x dans  la 
propofée  entre  44  qui  donne  — , 8c  45  qui  donne 

On  trouvera  enfeite  des  valeurs  approchées  en  fraélions 
de  la  première  8c  feconde  racines  de  fa  propcCfée  tant  près 
qu’on  voudra  , en  employant  la  troifiéme  ou  la  quatrième 
méthode  du  troifiéme  Problème. 

Et  comme  l’on  fixait  que  la  troifiéme  8c  plus  grande  racine 
de  la  propofée  eft  égale  à la  femme  des  deux  autres , il  n’y 
aura  qu’à  prendre  la  femme  des  valeurs  approchées  de  la. 
première  8c  feconde  racinps,  8c  la  rendre  négative,  8c  ce 
fera  la  valeur  approchée  de  la  3e  racine  de  la  propofée. 

Ou  bien  fi  ion  veut  chercher  la  troifiéme  racine  de  la 
propofée  en  particulier,  on  la  rendra  pofitive  en  changeant 
le  figoe  du  quatrième  terme  de  la  propofée,  8c  l’on  aura 
x'  — 2700*  — 32400  = o. 
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On  prendra  la  fomme  des  deux  moindres  limites  en  nom- 
bres entiers  des  deux  plus  petites  racines,  lefquelles  limites 
font  ji  & 44,  & cette  fommc  5 6 fera  la  moindre  limite  de 
la  troiliéme  racine  de  la  propofée,  qui  étant  fubftituée  à la 
place  de  x , donnera  le  ligne  — . 

On  prendra  de  même  la  fomme  des  deux  plus  grandes 
limites  13  & 45  des  deux  premières  racines  de  la  propofée, 

& cette  fomme  58  fera  la  plus  grande  limite  de  la  troiliéme 
racine  de  la  propolëe,  qui  étant  fubftituée  donnera  -k 

On  trouvera  en  employant  la  première  méthode  du 
troiliéme  Problème  avec  ces  deux  limites  56  & j8 , que  la 
troiliéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  yy  qui  donne  — , 

& j8  qui  donne  -h  ; & en  employant  la  3e  ou  la  4e  méthode 
dutroifiéme  Problème,  on  trouvera  la  valeur  approchée 
en  fractions  tant  près  qu’on  voudra  de  la  troiliéme  racine 
de  la  propofée. 

Exemple  iV,  où  il  y a des  r.ac  i n e s égalés. 

Pour,  trouver  les  racines  de  l’équation  foivanre  du  4' 
degré  ; i°.  on  en  trouvera  les  équations  des  limites  comme 
on  les  voit  ici . . . — 14*’  îyixx — 640*  ■+■  768  = *. 

2".  La  racine  delà  der-  43  110. 

niere  équation  des  limi-  

tes  étant  6,  les  limites  4-*+  — 71*’  ■+■  384XX  — 6 40X  = O; 
des  racines  de  la  fécon- 
dé feront  o,  6, 13. 

On  trouvera  par  le 
moyen  des  limites  o,  <5, 
que  la  première  racine 
de  la  fécondé  équation 
des  limites  eft  4 ; & par 
le  moyen  des  limites  6 
& 13,  que  la  fécondé  eft 
8 j ainli  les  limites  des 
racines  de  la  première 
équation  des  limites  fe- 
ront o,  4,  8,  16 1. 

Mais  on  trouvera  en 
cherchant  la  première 
racine  de  la  première 


divifant  par  4.V,  on  aura  la  première 
équation  des  limites, 

x 1 • — i8xx  ■+■  9 6x  — 160  = o. 
3 2 . I o. 

3*’  — 3 6xx  •+■  9<Jx  = o j 
divifant  par  jx , on  aura  la  fécondé 
équation  des  limites , 

XX I2X-+-  31  =0. 

2 I O. 

1XX  I2X  = o i 

divifant  par  ix,  on  aura  la  troifiéme 
équation  des  limites. 

X 6 = Q. 
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équation  des  limites  entre  o & 4,  que  4 eft  une  racine  exacle. 

Ainlî  il  y a dans  la  première  équation  des  limites  deux 
racines  égales  à 4 , fie  il  y a dans  la  propofec  trois  racines 
égales  à 4. 

Le  plus  court  eft  quand  on  trouve  ainfi  des  racines  égales 
exacles , de  divifêr  la  propofée  par  l’équation  qui  eft  le  pro- 
duit des  trois  équations  linéaires  des  trois  racines  égales  à 4, 
lequel  produit  eft  x*  — uxx  ■+■  48*  — 64  = o 5 Se  le 
quotient  * — n = o,  contiendra  les  racines  inégales,  qui 
/ont  ici  la  feule  x = iz. 

Si  l’on  vouloir  employer  la  méthode  de  ce  4e  Problème 
à trouver  la  racine  inégale  de  la  propofec,  il  faudroic  trou- 
ver la  rroifiéme  racine  de  la  première  équation  des  limites, 
en  lè  fervant  de  la  limite  8 fie  du  plus  grand  coéficient  néga- 
tif augmenté  de  l’unité,  qui  eft  161  pour  la  féconde  limite, 
fie  on  trouveroit  que  cette  racine  eft  10.  On  fé  ferviroit  en- 
fui re  de  cette  racine  10  pour  première  limite,  Sc  du  plus 
grand  coéficient  négatif  de  la  propofée  augmenté  de  l’unité, 
qui  eft  641,  pour  fécondé  limite  ; Si  l’on  trouveroit  par  le 
moyen  de  ces  deux  limites,  que  la  quatrième  racine  de  la 
propofée  eft  1 z. 

On  peut  remarquer  qu’on  a dit  qu’il  falloir  chercher  la 
racine  inégale  de  la  première  équation  des  limites,  entre 
les  limites  8 fie  161,  pareeque  8 furpallela  racine  égale  45 
mais  fi  la  racine  égale  avoic  furpaflé  8,  il  auroit  fallu  cher- 
cher la  racine  inégale  entre  o fie  8.  De  même  fi  la  racine 
égale  eût  furpaflé  la  limite  10  , que  la  première  équation 
des  limites  donne  pour  limite  de  la  racine  inégale  de  la 
propofée , il  auroit  fallu  chercher  la  racine  inégale  de  la 
propofée  entre  zéro  Si  la  limite  10. 

Exemple  V,  où  les  racines  sont  imaginaires. 

Pour  refoudre  l’équation  x4  — 12.x5  ■+•  6ixx  — 191*  -+-  188  ==  o. 

.0  ,42110. 

1 . on  trouvera  routes  les  ^ } — 

équations  des  limites,  corn-  4-**  — 3®*1  ■+•  l'j^x  *91X  — 0 > 

me  on  les  voit  ici  : divifant  par  4.V,  on  aura  la  première 

i°.  La  racine  de  la  der-  équation  des  limites, 

nicre  équation  des  limires  xi  — 9XX  34*  4^  ==  °- 

étant  3,  les  limites  des  raci-  3 1 \ °- 

nés  de  la  féconde  équation  3*’  — i8xx  -4-  34X  = 0 * 
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des  limites  feront  o,  3,7.  drvilànt  par  j*,  on  aura  la  féconde 
Mais  on  trouve  que  la  équation  des  limites , 
limite  3 étant  fubftituée  xx  — 6x  ■+■  1 1 f = o. 
dans  la  fécondé  équation  110. 

des  limites , â la  place  de  7 

donne  le  ligne  -+-  au  heu  ..  , , 

_ ^ . 1 ■ « Jnnlmr  m r • v nn  niiri  1 1 d/>rnH,r«‘ 


du  ligne  — qu’elle  devroit  }ivifant  P3/  onaurâ  la  dermcre 
. & / »,  n.  /t*  » équation  des  limites, 

donner  j ainfi  I on  cit  allure  1 

que  les  deux  racines  de  la  * 3=0. 

fécondé  équation  des  limites  font  imaginaires , & que  par 

confequent  il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  première 

équation  des  limites,  6c  dans  la  propose. 

La  féconde  équation  des  limites  ne  donnant  aucunes 
limites  pour  les  racines  de  la  première  équation  des  limites, 
on  n’aura  pour  les  limites  de  la  racine  réelle  de  la  première 
équation  des  limites,  que  o 6c  49. 

On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  deux  limites , que  3 efl 
la  racine  réelle  de  la  première  équation  des  limites. 

Ainfi  on  aura  pour  les  limites  des  deux  racines  de  la  pro- 
pofée  qui  relient  à trouver,  o,  3,  193. 

Mais  l’on  trouve  que  la  limite  3,  qui  efl  une  limite  exade, 
donne  le  ligne  ■+■ au  lieu  du  ligne  — qu’elle  devroit  donner; 

(caria  limite  o 6c  la  limite  193  donnent  chacune  le  ligne  -+-) 
cela  fait  voir  qu’il  y a encore  deux  racines  imaginaires  dans 
la  propofée. 

La  propofée  efl  rclolue,  car  fçaehant  que  lés  quatre  raci- 
nes font  imaginaires,  on  eft  alluré  que  le  Problème  exprimé 
par  cette  équation, efl  impofI3ble,ou  renferme  contradidion. 

Exemple  VI,  qjui  appartient  a un  cas  qjj’i  l 

FaCT  REMARQUER  par  RAPORT  A CETTE  METHODE. 

P our  refoudre  l’équation  x ' — i6x'  ■+•  71XX  — 64.x  -t-  i 6 = 0. 
i°.  il  faut  trouver  les  équa-  4 3 1 10. 

tions  des  limites  , comme  7 ~ p 7 

on  les  voit  ici  : — ***'  + ‘44**  - <4*  = o , * 

i°.  La  racine  de  la  der-  divifant  par  4*,  on  aura  la  première 
niere  équation  des  limites  éclU3tion  dcs  llm,tcs  * 
étant  4 , on  aura  pour  les  x>  — nxx  -t-  3<jx  — 16=0. 

limites  des  racines  de  la  3 1 1 o- 

fécondé  équation  des  limi-  , _ 1<J(X  + i6xs==  0 
tes,  0,4,  9.  ^ 
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On  trouvera  parle  moyen 
des  limites  o & 4,  que  la 
première  6c  plus  petite  ra- 
cine de  la  fécondé  équation 
des  limites  eft  z. 

On  trouvera  de  même 


D E M O N T R e'e. 

divifant  par  jv,  on  aura  la  fécondé 
équation  des  limites, 

xx  — 8*  +■  12  = o. 

1 1 o. 

ixx  — Sar  = o j 


par  le  moyen  des  limites  4 divifant  par  1*,  on  aura  la  troifiéme 
5 c 9,  que  la  leconde  racine  ou  dernière équation  des  limites, 
eft  6.  x — 4—0. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  première  équation  des 
limites  font  o,  2,  6, 17. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  limites  o,  z,  que  la  première 
& plus  petite  racine  de  la  première  équation  des  limites  eft 
incommenfurablc , 6c  qu’elle  cft  entre  zéro  6c  l’unité  ; 6c 
par  l'approximation  de  la  troifiéme  méthode  du  troifiéme 
Problème,  qu’elle  cft  entre  , qui  étant  fubftituée  à la 
place  de  * donne  — , 6c  qui  donne 
On  trouvera  par  le  moyen  des  limites  2 6c  <5,  que  la  féconde 
racine  de  la  première  équation  des  limites  eft  exactement  4 
On  trouvera  enfin  par  le  moyen  des  limites  6 6c  17,  que 
la  troifiéme  6c  plus  grande  racine  de  la  première  équation 
des  limites  cft  incommenfurable,  6c  qu’elle  eft  entre  7 qui 
donne — , 5c  8 qui  donne -h.  ’ 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  propofée  font  o -i-ou 

î*r,  4,  7 ou  8, 6c  fij. 

On  cherchera  donc  la  première  êc  plus  petite  racine  de 
la  propofée  entre  les  limites  o 6c  -A-  ou 
La  fécondé  entre  les  limites  ^ ou  -A.  6c  4, 

La  troifiéme  entre  les  limites  4 6c  7 ou  8. 

La  quatrième  encre  les  limites  7 ou  8 6c  6y. 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  la  propolee  par 
le  moyen  des  limites  o 6c  ou  j|- , on  ne  trouve  point  que 
la  leconde  limite -jL  ou  A-,  donne  le  ligne  — qu’elle  doit 
donner. 


De  même  en  cherchant  la  fécondé  racine  entre  les  limi- 
lo'  ou  T5-  & 4> on  ne  trouve  point  que  la  première  limite, 
ni  aucune  grandeur  entre  la  première  limite  6c  la  féconde  4, 
donne  le  ligne  — qu'elle  doit  donner. 

On  trouvera  le  même  inconvénient  en  cherchant  la  troi- 
ficme  6c  la  quatrième  racine  de  la  propofee. 

3".  Dans 
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3".  Dans  ce  cas  il  faut  approcher  les  limites  en  fraélions, 
& le  fervant  de  la  troifiéme  méthode  du  troifiéme  Problè- 
me, mettre  plufieurs  zéros  au  fécond  terme  de  la  première 
équation  des  limites,  en  mettre  deux  fois  autant  au  troifiéme 
terme  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme,  en  mettre  crois  fois, 
autant  au  quatrième  terme  , Sc  quatre  fois  autant  au  citW 
quicme,Scc.  trouver  enfuite  les  limites  approchées  de  la 

(>remiere  Sc  troilîéme  racines  de  la  première  équation  des 
imites,  de  maniéré  que  les  deux  limites  pour  la  première 
racine,  ne  different  que  d'une  unité,  Sc  de  même  les  deux 
limites  pour  la  troifîéme  racine  , ôte. 

Il  faut  mettre  ces  limites  pour  numérateurs , 8c  l’unité 
précédée  d’autant  de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme, 

{>our  chaque  dénominateur  5 Sc  enfuite  chercher  avec  ces 
imites  approchées  les  racines  de  la  propofée. 

Mais  comme  en  cherchant  la  première  racine  entre  les 
deux  nouvelles  limites, qui  font  des  fraélions  dont  les  déno- 
minateurs font  fort  grands,  on  trouve  toujours  que  la  féconde 
limite  approchée  ne  donne  point  le  ligne  — qu’elle  doit 
donner,  cela  porte  à conclure  que  l’on  ne  fçauroic  trouver 
de  féconde  limite  qui  donne  le  ligne  — qu’elle  doit  don- 
ner, Sc  qu’ainfi  il  faut  ou  que  la  première  racine  de  la  pre- 
mière équation  des  limites  , qui  eft  incommenfurable  , foit 
égale  à la  première  racine  de  la  propofée  ; Sc  que  fi  on  la 
pouvoir  trouver  exa&emenr  , elle  donneroit  zéro  , étant 
fubfticuée  à la  place  de  x dans  la  propofée;  que  ce  n’eft  que 
parcequ’elle  eft  incommenfurable  qu’on  ne  peut  pas  trou- 
ver fâ  valeur  exa&e , qui  étant  fubftituée  dans  la  propofée 
donne  zéro  ; Sc  que  dans  ce  cas  les  deux  premières  racines 
de  la  propofée  font  égales  : Ou  bien  il  faut  que  les  deux 
premières  racines  de  la  propofée  foient  imaginaires,  parce- 
que  dans  ce  cas  la  féconde  limite  de  la  première  racine  de 
la  propofée,  quoiqu’approchée  à l’infini,  ne  donnera  jamais 
le  figne  qu’elle  devroir  donner,  fi  les  deux  premières  racines 
de  la  propofée  étoient  réelles  & inégales. 

Et  comme  en  cherchant  la  troilieme  Sc  quatrième  racines 
de  la  propofée,  la  limite  4e  qui  devroit  donner  le  ligne  — , 
donne  auffi  le  ligne  -t-  , quoiqu’on  l’approche  tant  qu’on 
voudra,  cela  portera  de  meme  à conclure  que  la  troilieme 
Sc  la  quatrième  racines  de  la  propofée  font  égales  ou  imagi- 
naires. * B b b 
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4*.  Au  lieu  de  la  méthode  de  l’article  troifiéme , on  peut 
fe  fervir  de  celle-ci,  qui  revient  à la  même  choie. 

On  mettra  plufieurs  zéros  au  lècond  terme  de  la  pro- 
pose , plus  on  en  mettra , 8c  plus  on  fera  alluré  que  la  pro- 
pose appartient  au  cas  pour  lequel  eft  ce  fixiéme  exemple. 

On  mettra  le  même  nombre  de  zéros  au  lècond  terme  de 
la  première  équation  des  limites.  On  mettra  deux  fois  au- 
tant de  zéros  au  troifiéme  terme  de  la  propofee , 8c  de  la 
première  équation  des  limites , qu’on  en  a mis  au  fécond 
terme.  On  en  mettra  trois  fois  autant  au  quatrième,  8cc. 

On  en  met  dans  notre  exemple  feulement  deux  pour  abré- 
ger le  calcul , 8c  l’on  aura  les  transformées, 

x* — 1600*’  -*-710000** — 64000000*-»- 1600000000  = 0. 

*! — iioo**-»- 360000*  — 16000000  =0. 

Comme  l’on  a déjà,  par  le  premier  8c le  lècond  article  de 
ce  fixiéme  exemple , les  racines  approchées  de  la  première 
équation  des  limites,  qui  fone-^  ou-^,  la  fécondé  exacte- 
ment 4 , la  troifiéme  7 ou  8 $ on  mettra  devant  chacune 
deux  zéros,  & elles  feront  les  racines  approchées  de  la  pre- 
mière équation  des  limites  de  la  transformée.  Ces  racines 
approchées  font  la  première  50  ou  60 , la  lèconde  exade- 
ment  400 , la  troifiéme  700  ou  800. 

On  cherchera, par  la  première  méthode  du  }c  Problème, 
deux  valeurs  approchées  de  la  première  racine  de  la  trans- 
formée de  l’équation  des  limites  , qui  ne  different  que  de 
l’uBirc,&  l’on  trouvera  53  qui  donne — , 8c  54  qui  donne  •+-. 

On  cherchera  de  même  deux  valeurs  approchées  de  la 
troifiéme  racine,  8c  l’on  trouvera  744  qui  donne  —,  8c  743 
qui  donne  -*-. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  transformée  de  l’équa- 
tion propofee,  feront  o,  53  ou  54,  400,  744  ou  745 , 8c 
64000001. 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  la  transformée 
de  la  propoféc , avec  les  limites  zéro  & 53  ou  34 , on  ne 
trouve  pas  que  la  féconde  limite  33  ou  54  donne  le  ligne  — 
qu’elle  devroit  donner  : Comme  l’on  fuppoiè  qu’on  a mis 
beaucoup  de  zéros  au  fécond  terme  des  transformées , cela 
porte  a conclure  que  les  deux  premières  racines  de  la  trans- 
formée de  la  propofee,  8c  par  conlcquent  les  deux  premières 
racines  de  la  propofee,  font  égales  ou  imaginaires. 
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La  même  chofe  arrivant  en  cherchant  la  troifiéme  racine, 
on  en  conclut  de  même  que  les  deux  dernières  racines  de 
la  propofée  font  égales  ou  imaginaires. 

j°.  On  pourroit,  au  lieu  de  le  fervir  de  la  méthode  du  j* 
article  de  cet  exemple , c’eft  à dire , au  lieu  de  fê  fervir  de 
la  troiftéme  méthode  du  troifiéme  Problème , employer  la 
quatrième  méthode  du  troifiéme  Problème  , pour  trouver 
les  valeurs  extrêmement  approchées  des  racines  de  la  pre- 
mière équation  des  limites. 

Remarque  fur  le  cas  de  te  fxième  exemple. 

O n ne  peut  pas , dans  le  cas  de  ce  fixiéme  exemple,  s’aflurer 
par  cette  méthode  d’approximation  du  quatriémeProblême, 
fi  les  racines  de  la  propofte,  pour  lelquelles  on  ne  trouve 
pas  des  limites  approchées  qui  donnent  les  lignes  qu'elles 
doivent  donner,  font  des  racines  égales  8c  incommenfura- 
bles,ou  fi  elles  font  imaginaires.  Il  faut  avoir  recours,  quand 
la  propofée  ne  furpafiè  pas  le  quatrième  degré,  aux  marques 
certaines  qu’on  a données  dans  le  cinquième  Livre  , pour 
diftinguerles  racines  qui  font  imaginaires,  de  celles  qui  font 
égales,  dans  le  quatrième,  troifiéme  8c  fécond  degré. 

On  peut  encore  fe  fervir  de  la  méthode  generale  des 
équations  qui  ont  des  racines  égales,  qu’on  a donnée  à la 
fin  du  quatrième  Livre , c’eft  à dire,  chercher  le  plus  grand 
divifêur  commun  de  la  propofëe  8c  de  la  première  équation 
des  limites  ; 8c  trouvant  que  xx  — 8*  •+•  4 = o,  eft  un  divi- 
feur  qui  leur  eft  commun,  on  eft  afliiré  que  les  deux  racines 
de  ce  divifeur  commun,  qui  font  x = 4.  * = 4 

— iV} , font  communes  à la  première  équation  des  limites 
8c  à la  propofée  -,  & par  conlêquent  que  les  deux  premières 
racines  de  la  propofee  font  x = 4 — u/3 , x — 4 — , 

8c  les  deux  dernieres  font  x = 4 W) , x — 4 1/3. 

On  peut  aufli  fe  fervir  de  la  méthode  du  f Corollaire  du 
dixiéme  Théorème,  pour  diftinguer  dans  le  cas  de  ce  fixiéme 
exemple , s’il  y a des  racines  égales» 
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ANALYSE  COMf§£sÉE; 

OU 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fe  réduifent  à des  équations 
compofées. 

LIVRE  VII. 

De  l’approximation  des  racines  des  équations 
littérales. 


SECTION  I. 


De  l approximation  des  racines  des  équations  littérales 
déterminées. 

PROBLEME  I. 

73.  T*  OU  V ER  Us  racines  tPune  équation  littérale  qui  n'a 
qu'une  inconnue , ou  bien  les  valeurs  approchées  des  racines  , & 
en  continuer  f approximation  à P infini. 

METHODE  GENERALE  POUR  LES  E'cLUATIONS 
DE  TOUS  LES  D E G R e’s. 

LE  S lettres  connues  des  coéficients  des  termes  de  l’équa- 
tion, & celles  du  dernier  terme , marquant  des  gran- 
deurs connues , il  faut  fuppoiër  que  l’une  de  ces  lettres  eft 
l’unité,  ou  un  nombre  pris  à difcretion,  comme  10, 10,  50, 
IOO,  IOOO,  &c. 

Le  raport  de  chaque  autre  lettre  connue  à celle  qu’on 
vient  de  fuppolêr  égale  à un  nombre,  étant  connu,  il  faut 
trouver  la  valeur  en  nombres  de  toutes  les  autres  lettres 


Digitized  by  Google 


L i v R e V 1 1.  377 

connues  par  raport  à la  lettre  qu'on  a fuppofée  égale  à un 
nombre.  Il  faut  fubftituer  tous  ces  nombres  égaux  aux  let- 
tres connues , à la  place  de  ces  lettres  connues , dans  l’équa- 
tion propofée , & elle  fera  changée  en  une  équation  numé- 
rique. Il  faut  trouver  par  le  quatrième  Problème  du  fixiéme 
Livre , les  racines  de  cette  équation  numérique , ou  leurs 
valeurs  approchées  tant  près  qu’on  voudra.  Ces  racines  ou 
leurs  valeurs  approchées,  feront  les  racines  ou  les  valeurs 
approchées  des  racines  de  la  propofée  j ainfî  elle  fera  refolue. 

Exemple. 

P o u sl  trouver  les  racines  ou  les  valeurs  approchées  tant 
près  qu’on  voudra  de  l’équation  xy  — }aax  -+-  aab  = o,  il 
faut  fuppofer  la  grandeur  marquée  par  la  lettre  connue  a , 
égale  à un  nombre  pris  à difcretion  , par  exemple  à jo,& 
l’on  aura  a — 50. 

Le  raport  des  grandeurs  marquées  par  a & par  b,  étant 
connu,  par  exemple  fuppofànt  que  £ = £,  la  grandeur  mar- 
quée par  b fera  égale  i $ 6,  ainfî  b = 36.  Il  faut  fubftituer 
ces  nombres  à la  place  des  lettres  aufquelles  on  les  a fuppofé 
égaux , dans  la  propofée,  & la  propofée  x'  — 3 aax  -+-  aab 
— o,  fera  changée  en  l’équation  numérique  x ‘ — *700* 
-t-  31409  ==  o. 

Il  faut  chercher  par  le  quatrième  Problème  du  fixiéme 
Livre,  les  racines  de  cette  équation  numérique,  ou  leurs 
valeurs  approchées,  comme  on  le  voit  dans  le  troifiéme 
exemple  du  quatrième  Problème,  où  l’on  refout  cette  même 
équation  ; & l’on  trouvera  que  les  valeurs  approchées  en 
entiers  des  trois  racines  de  cette  équation,  font  11  ou  13, 44 
ou  4Î,  57  ou  j8. 

On  peut  continuer  l’approximation  à l’infini  de  ces  va- 
leurs approchées  en  nombres  entiers  des  racines  de  la  pro- 
pofée, parla  troifiéme  ou  par  ia  quatrième  méthode  du 
troifiéme  Problème  du  fixiéme  Livre. 

Si  on  veut  changer  les  valeurs  approchées  numériques 
qu’on  a découvertes,  en  littérales, on  trouvera  que  11  = ja, 
& encore  11  = -,  ainfî  ja  ou  jb,  font  des  valeurs  appro- 
chées un  peu  moindres  que  la  première  racine. 

On  trouvera  de  même  que  4J  = } a,  & encore  45  = ~^ab i 

B b b iij 


Digitized  by  Google 


$78  Analyse  de  montrée. 

ainfi  ja  oa'~ai , font  des  valeurs  approchées  un  peu  plu* 
grandes  que  la  fécondé  racine. 

Enfin  on  trouvera  que  57  = -{o  a > & encore  57  = b ; 
ainfi  ff-tf  ou  -ff  font  des  valeurs  approchées  un  peu  moin- 
dres que  la  troifiéme  racine. 

Cet  exemple  fuffit  pour  faire  concevoir  cette  première 
méthode. 

Remarque. 

Cette  méthode  peut  fervir  à refoudre  par  le  iëul  calcul 
de  l’Arithmétique  , tous  les  Problèmes  déterminés  de  la 
Geometrie,  qui  peuvent  être  exprimés  par  des  équations 
où  il  n’y  a qu'une  inconnue  , quelques  compofées  qu’elles 
puiflènt  être , c’eft  à dire  de  quelque  degré  que  puiflcnt  être 
ces  équations;  & cela  avec  autant  d’exaéticude  qu’on  refouc 
les  Problèmes  de  la  Geometrie  pratique,  de  i’Aftronomie, 
& des  autres  parties  des  Mathématiques,  en  fe  fervant  des 
tables  des  Sinus,  Tangentes  6c  Sécant  es,  ou  de  leurs  Loga- 
rithmes. 

Par  ce  moyen  on  éviteroit  la  difficulté , qui  eft  fouvent 
très  grande, de  décrire  les  lignes  courbes  très  compofëes  qui 
lèrvenc  à la  conftruâion  de  ces  Problèmes,  & à déterminer 
les  racines  des  équations  qui  les  expriment.  Car  il  eft  évident 
qu'il  n’y  a qu’à  prendre  à dilcretion  une  des  lignes  données 
du  Problème , par  exemple  celle  qui  eft  reprelêntée  dans 
l’équation  du  Problème  par  la  lettre  connue  qui  s’y  trouve 
le  plus  de  fois,  ou  par  celle  qui  a le  plus  de  dimenfions;  la 
divifer  par  le  moyen  de  l’échelle  ou  du  compas  de  propor- 
tion , en  tant  de  parties  égales  qu'on  voudra,  par  exemple 
en  100,  1000,  10000,  Sec.  plus  le  nombre  en  lèra  grand, 
& plus  il  y aura  d’exaétitude  dans  la  reiolution  ; & fuppofer 
cette  lettre  connue  égale  au  nombre  qui  exprime  lès  parties 
égales;  déterminer  enfuite  parle  moyen  de  l’échelle  ou  du 
compas  de  proportion,  combien  chacune  des  autres  lignes 
données  du  Problème,  contient  de  ces  mêmes  parties  éga- 
les de  la  première  ; 6c  fuppofant  les  nombres  de  fes  parties 
de  chaque  ligne  donnée,  égaux  aux  lettres  qui  reprefenrent 
ces  lignes  dans  l’équation , fubftituer  tous  ces  nombres  à la 
place  de  ces  lettres  connues  dans  l’équation  du  Problème. 
Elle  fera  changée  par  ces  fubftitutions  en  une  équation  nu- 
mérique qui  exprime  le  Problème. 
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On  en  trouvera  toutes  les  racines  ou  leurs  valeurs  appro- 
chées tant  près  qu’on  voudra , par  le  quatrième  Problème 
du  (îxiéme  Livre , & ces  racines  ou  leurs  valeurs  extrême- 
ment approchées,  contiendront  le  nombre  des  parties  des 
lignes  qu’on  cherche , & le  Problème  fera  rciolu  ; car  il  n'y 
aura  qu’à  Ce  lervir  de  la  même  échelle  qui  a fervi  à divifer 
les  lignes  données  du  Problème  en  parties  égales,  pour 
déterminer  les  longueurs  des  lignes  dont  les  racines  ou  leurs 
valeurs  approchées  marquenc  le  nombre  des  parties. 

On  pourrait , fi  l’on  vouloir , fe  lèrvir  dans  la  refolution 
de  tous  les  Problèmes  d’une  même  échelle , c’eft  à dire  , 
d’une  même  ligne  divifée  en  parties  égales,  commen  en  100, 
ou  en  1000,  &c.  car  nommant  cette  ligne  r,  on  pourrait 
par  le  moyen  des  proportions  , l’introduire  dans  tous  les 
coéficients  & dans  le  dernier  terme , fins  changer  leur  va- 
leur-, par  exemple,  en  faifant  cette  proportion  pour  notre 
exemple  , e .a::  a .d,  l’on  aurait  aa  — de',  & mettant  de 
à la  place  de  aa  dans  je'  — }aax  -t-  aab  = o , l’on  aurait 
x'  — ide  ■+•  bde  = o , qui  n’en  eft  differente  que  par  l’ex- 
preflion. 

On  donnera  une  autre  méthode  generale  pour  refoudre 
ce  Problème  dans  la  fixiéme  Seâion,  où  il  ne  faudra  point 
changer  l’équation  littérale  en  une  équation  numérique. 


SECTION  II. 

De  la  refolution  des  équations  littérales  qui  ont  deux  ou 
plufieurs  inconnues  s & de  la  maniéré  de  trouver  la 
valeur  approchée  à l'infini , ou  tant  près  qu’on  voudra , 
de  l'une  des  inconnues  de  ces  équations. 

Avertissement. 

T es  Problèmes  qui  font  exprimés  par  des  équations  qui 
n’ont  qu’une  inconnue , s’appellent  Problèmes  déterminés, 
parcequ’ils  n’onc  qu’un  nombre  déterminé  de  reiblutions  ; 
fçavoira  autant  que  l’expolânt  de  la  plus  haute  puillànce  de 
l’inconnue  de  l'équation  qui  exprime  le  Problème,  contient 
d’unités.  Ainfi  les  Problèmes  déterminés  , dont  les  équa- 
tions font  du  fécond  degré  , ont  deux  refolutions  j ceux 
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dont  les  équations  font  du  troifiéme  degré , ont  trois  refô- 
lutions  5 8c  ainfî  des  autres  : car  ils  ont  autant  de  refolutions 
que  l'inconnue  a de  valeurs  dans  les  équations  qui  les  ex- 
priment. 

Les  Problèmes  qui  font  exprimés  par  des  équations  qui 
ont  deux  ou  plufieurs  inconnues,  s’appellent  indéterminés, 
pareequ’ils  ont  un  nombre  indéterminé  de  refolutions , 
chacune  des  inconnues  pouvant  avoir  autant  de  valeurs  que 
l’autre  inconnue  peut  reprefenter  de  differentes  grandeurs. 

Ces  Problèmes  indéterminés  font  très  ordinaires  dans  la 
Geometrie  compofee  . & il  eft  neceflaire  de  fçavoir  refbu- 
dre  les  équations  qui  les  expriment,  c’eft  à dire,  de  pouvoir 
trouver  la  valeur  de  chacune  des  inconnues , laquelle  valeur 
ne  contienne  que  l’autre  inconnue  avec  les  grandeurs  con- 
nues de  l’équation  : & comme  cette  valeur  eft  d’ordinaire 
incommenfurable , il  eft  neceflaire  de  pouvoir  trouver  cette 
valeur  par  approximation. 

Ces  équations  qui  ont  deux  ou  plufieurs  inconnues , peu- 
vent quelquefois  le  refoudre  à la  maniéré  des  équations  qui 
n’ont  qu’une  inconnue  5 8c  il  faut  toujours  tenter  de  les  re- 
foudre de  cette  maniéré,  avant  de  les  refoudre  par  appro- 
ximation , c’cft  à dire  , fuppofànt  que  ces  équations  ont  les 
deux  inconnues  x 8c  y avec  les  grandeurs  connues , qui  font 
les  coéficients  des  termes,  & qu’on  vueillc  trouver  la  valeur 
de  x,  il  faut  ordonner  l’équation  par  raport  à x,  comme 
fi  x étoit  la  feule  inconnue , & que  y fût  connue  ; 8c  voir  fi 
l’équation  linéaire  de  x plus  ou  moins  un  des  divifeurs  exaéts 
du  dernier  terme,  n’eft  point  un  divifêur  exact  de  l’équation  : 
fi  cela  fe  trouvoic.l’on  auroit  une  valeur  exaéte  de  x : fi  cela 
ne  fe  trouve  pas,  il  faut  voir  par  les  Problèmes  du  quatrième 
Livre  , fi  l’équation  propofee  ne  peut  point  fe  réduire  en 
d’autres  équations  commenfurables  plus  fîmples  irréduéti- 
bles,  & trouver  les  valeurs  approchées  de  x par  la  méthode 
qu’on  va  expliquer  dans  cette  Seélion  , ou  celle  de  la  cin- 
quième Seétion  fuivante , dans  ces  équations  plus  fîmples. 
Mais  fi  l’équation  propofee  eft  irréductible,  il  faut  y appli- 
quer immédiatement  la  méthode  qu’on  va  expliquer  , ou 
celle  de  la  cinquième  Seûion  fuivante. 

PROBLÈME. 
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PROBLÈME  IL 

T ROUVF.Rla  valeur  approchée  de  U racine  X dé  une  équation 
littérale , qui  a deux  inconnues  x & y,  avec  des  grandeurs  cornue  si 
& en  continuer  l'approximation  à l'infini , ou  tant  qu'on  voudra 

PREMIERE  METHODE. 

i°.Tl  faut  fuppofer  la  valeur  de  x que  l’on  cherche , repre- 
fenrée  par  une  fuite  infinie  de  grandeurs,  précédées  chacune 
du  ligne  -4-  : Toutes  ces  grandeurs , qu'on  appellera  les  ter- 
mes de  la  fuice  , doivent  contenir  chacune  deux  choies  ; 
premièrement,  les  puiflances  de  la  fécondé  inconnue^  ou 
de  quelqu’une  des  grandeurs  connues  de  l’équation  propo- 
fée , de  maniéré  que  les  expofans  de  ces  puiflances  foient 
en  progreflion  arithmétique , Si  aillent  en  augmentant  j 
(cette  grandeur  fora  celle  qui  diftingue  les  termes  de  la 
fuite  , chaque  terme  étant  la  quantité  où  cette  grandeur, 
qui  diftingue  les  termes , eft  élevée  à une  puiflance  dont 
l’expofànt  eft  different  de  celui  des  autres  termes.)  Seconde- 
ment, chaque  terme  de  la  fuite  doit  contenir  une  lettre  in- 
déterminée pour  coéficient,  outre  la  grandeur  qui  diftingue 
les  termes  r Ec  comme  l’on  a befoin  de  beaucoup  d’indéter- 
minées , on  fe  forvira  indifféremment  des  lettres  de  l’alpha- 
bet qui  ne  font  pas  employées  dans  l’équation  propofée. 

On  fuppofera  donc,  par  exemple,  x = ay°  -t-  by  -+-  cy1  • 
-4-  dy'  ■+  ey*  -t-  fy'  ■+•  &c.  Les  lettres  a,  h,  c,  d,  &c.  font  des 
grandeurs  indéterminées;  il  faut  remarquer  que  ay°  n’eft 
que  a fans  y > de  même  a°bb  n’eft  que  bb  feule  ; cary’,  ou  a" 
eft  l’unité  dans  la  progreffion  y°,  y *,  Sic.  ou  *0,  a l,  Sic. 

II  y a des  rencontres  où  il  faudra  fuppofer  x =zay  -r-  bÿ- 
■a-  cy'  ■+■  dy 4 Sic.  D’autres  où  il  faudra  fuppofer  x = ay 

by'  -+•  cy'  -*•  Sic  En  d’autres  on  fuppofera  x = ayl  ■+■  by  * 
cye  ■+■  &c.  En  d’autres , x = ay~  by\  -t-  cy{  ■+■  Sec.  Les 
équations  particulières  qu’on  aura  à refoudre,  fèrviront  à 
déterminer  les  expofans  de  la  grandeur  qui  diftingue  les 
termes,  comme  on  l’enfoignera  dans  la  fuite. 
i°.  Il  faut  clerer  cette  valeur  indéterminée  de  x à toutes  les 
puiflances  aufquelles  x eft  élevée  dans  l’équation  propofée  ; 
Si  ftibfliruer  cette  valeur  de  x & fès  puiflances  à la  place  de  x 
Si  des  puiflances  de  x dans  la  propofée,  comme  l’on  a fait 
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dans  les  transformations , obfêrvant  de  bien  diftinguer  les 
termes  dans  ces  fubftitutions.  Après  ces  fubftitutions,  l’équa- 
tion propoféc  fera  changée  en  une  équation  infinie , qui 
aura  dans  chacun  de  fes  termes  une  des  indéterminées  par- 
ticulières de  la  valeur  indéterminée  de  x qu’on  a fuppoièe } 
on  appellera  cette  nouvelle  équation  , l’équation  chan- 
gée. 

3".  Il  faut  fuppofêr  chaque  terme  de  l’équation  changée, 
égal  à zéro,  fie  l’on  aura  par  cette  fuppofition  autant  d’équa- 
tions particulières , qu’on  a fuppofe  d’indéterminées  dans  la 
valeur  de  x.  On  déterminera  de  fuite  à l’ordinaire,  par  le 
moyen  de  ces  équations  particulières , les  valeurs  de  toutes 
les  indéterminées  qu’on  a fuppofées. 

4°.  Enfin  on  fubftituera  ces  valeurs  des  indéterminées  à 
la  place  de  ces  indéterminées , dans  la  valeur  indéterminée 
de  x qu’on  a fuppofée , & elle  fera  changée  par  ces  fubfti- 
tutions en  une  fuite  qui  cft  la  véritable  valeur  approchée 
de  x que  l’on  cherchoit.  Plus  on  déterminera  de  termes 
de  la  fuite  fuppofée  , & plus  on  approchera  de  la  véritable 
valeur  de  x. 

^implication  de  la  méthode  aux  exemples. 

\ 

Exemfle  I. 

176.  P our  trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation 
*'+-«yx  —y\=o;  ottbicn  -ié  + m + é=Ci 
-t-  mx  — in*  — y ■+• nyx 

t*.  il  faut  fuppofer  x — a ’ by  cyy  •+■  dy'  */  -+-.#’•+-  gy* 
&c.  où  a,  b , c ,d,  Sic.  font  des  grandeurs  indéterminées} 
l’on  fuppofe  la  première  grandeur  indéterminée  a hnsy,  à 
caufê  de  — m'  qui  eft  dans  l’cquation  propoféc  fans  l’in- 
connue y,  & qu’on  ne  pourroit  pas  employer  dans  la  refo- 
lution  fans  cette  fuppoficion. 

1".  Il  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  de  x à la  troi- 
fiéme  puiflânee  , Si.  l’on  aura 

*’=■+■  a‘  -4-  3 aaby  ■+•  }abbyy  -4-  V y'  ^bbey* 

•+■  laacyy  -4-  Gabcf  -4-  '}accy 4 Sic. 

>+■  ytadf  -+-  Gabdy 4 
j -4-  3 aacy* 
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Il  faut  fubftituer  enfuice  les  valeurs  de  x & de  x!  dans  U 
propofée , à la  place  de  x,  x\  comme  on  le  voit  ici  : 

' /■  ! . t 


2 — 


z n’ 


o 


| —ÿ  — — ÿ 

j nnx  — ' •+■  ma  -+-  nnlj  -4-  nncyy  -+-  nndf  -t-  nncy\  Sic. 

■+•  nyx  = •+■  n.ty  -+-  nhyy  ■+■  vcj ’ -t-  ndy\  Sec. 

-4-  x’  t=  -4-  <*’  -t-  yiuby  -+-  yibbyy  -t-  b'y'  -t-  }bb.y*3  Scc, 

. • -t-  l-ucyy  -+-  Sabcy'  -t-  3 accy* 

■+■  yiady'  -&  6abdy* 

-4-  3 uaey* 


te  l’équation  propofée  fera  changée  en  l’équarion  infinie 
qu’on  voit  ici,  dans  laquelle  il  n’y  a d’inconnue  que^.  On  a 
mis  les  feuls  cinq  .premiers  termes,  cela  fiiffifanr  pour  faire 
concevoir  la  méthode , on  nommera  ici  Se  dans  toute  la 
fuite  de  ce  Livre , le  premier  rerme  celui  où  la  grandeur 
qui  diftingue  les  termes , ne  fe  trouve  point  j ou  bien , fi  elle 
le  trouve  dans  tous  les  termes,  celui  où  elle  elt  au  moindre 
degré  5 le  fécond  terme,  celui  où  elle  cft  au  degré  immédia- 
tement plus  élevé  qu’au  premier  terme  5 & ainfi  de  fuite. 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée, 
égal  à zéro,  ce  qui  donnera  autant  d’équations  particulières 
qu’on  a fuppofé  d’indéterminées. 

La  x",  a’  -x-  nnu  — - x»’  = o ; La  ie,  yiab  -4-  mb  = — n.t  i 
La  3e,  3 aac  -t-  nnc  = — 3 abb  — nbi  La  4',  -4-  ><tad  -+-  tend  = 

— 6ubc  — b ’ — ne  -+■  1 -,  La  je,  mie  -*~yaae  = — 3 bbe  — 3 acc 

— nd  — 6abd. 

La  1"  a pour  divifeur  exaét  a — n — o ; & la  divilint  par 
a — n — o,  on  trouve  le  quotient  aa  ■+•  va  xnn  = 0, 
dont  les  deux  racines  font  imaginaires  -,  ainfi  a n’a  qu’une 
valeur  réelle  qui  eft  + »iona  donc  <*  ==  -4-  n.  Par  la  2e  on 
trouve  b = — i ; par  la  3e  on  trouve  c — ■+-  -jL  ; par  la  4’ 
on  trouve  d = -+-  } par  la  j' on  trouve  e = -+-  V;^r- 

40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b,  e,  Sec.  à leur  place 
dafls  .v  = a •+■  by  -+-  cyy  -4-  dyi  ■+■  ey*  -t-  Sec.  Si  l’on  aura  x = 

— f / T\-yy  i85r/  -*■  Æ;4 » &c-  C’cft  i* 

valeur  de  x que  l’on  cherchoic  , qu’on  peut  augmenter  à 
l’infini. 
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Le  même  premier  exemple  d’une  autre  rrumiere. 

*77*  S1  dans  1*  propofée  — in'  -+■  nnx  -t-  = o,  la  grandeur/ 

— /’  -+-»/x 

fiirpaffoit  la  grandeur  »,  par  la  narure  du  Problème  exprimé 
par  cette  équation,  il  faudrait  prendre  la  grandeur  » qu'on 
Hippolê  à prefent  moindre  que  y,  pour  diftinguer  les  termes, 
ann  que  dans  les  termes  de  la  fuite,  les  puiifances  de  n fe 
trouvaflent  dans  le  numérateur,  & les  puiflauces  de/  dans  1 
le  dénominateur , & que  la  fuite  allât  en  diminuant  pour 1 
approcher  de  plus  en  plus  de  la  racine  qu’on  cherche.  Pour 
appliquer  là  méthode  à ce  cas  , il  faut  regarder  n comme 
l’on  faifoit  dans  le  premier  cas/,  & regarder/ comme  fi 
c’étoit  une  grandeur  connue  fuppolcr, 
i”.  x = a bn  -+-  en1  -*-dn'  -t-  en*  •+■  &c.  a,  b,  c,  d,  &c.  font 
des  grandeurs  indéterminées , &c  l’on  ne  met  point  n dam 
le  premier  terme  a de  la  fuite , pareequ’autremenr  il  n’y 
aurait  que  la  feule  grandeur  y,  qui  ne  contient  point  la 
grandeur  »,  dans  le  premier  terme  de  l’équation  changée  j 
& l’on  ne  pourrait  pas  faire  une  équation  particulière  de  ce 
premier  terme  de  l’équation  changée,  par  laquelle  on  put 
déterminer  une  des  grandeurs  indéterminées  qu’on  a iup- 
poféès. 

1”.  Il  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  x à la  troifiéme 
puiflànce.,  & l’on  trouvera 

x'  c=  a'  3 aabn  3 abbri*  -+-  b'n'  -+*  3 bben*  -t-  ÔCC. 

}aacn  -+■  Gabcn ' -+•  6abdn* 

-4-  3 aadn'  -+-  3 aeen* 

■4-  3 aaen* 

îl  faut  fubftituer  les  valeurs  de  x & de  x à leur  place  dans 
la  propofée,  comme  on  le  voit  ici,  & l’on  aura  l’equation 
changée  qui  fuit. 


\ — Y'  = 
— = 

-1-  nyx  == 


nnx 

■x'  ■ 


■ dyn 
• 3 aabn 


bynx 
■ an 1 
■ 3 débit1 
• }ddtnl 


in' 

•cyri 

• on' 

■ b'n » 

■ 6abcn' 

• 3 aadn' 


■ dyn*  -+-&C. 

■ en* 

3 bben*  ■+*  &c* 
6abdn* 

■ yaeen* 

- }aacn* 
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3*.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  e'quarion  changée 
égal  à zéro  , 6c  l'on  aura  par  cette  fuppoiltion  toutes  les 
équations  particulières  donc  on  a befoin  pour  déterminer 
les  valeurs  des  indéterminées. 

Par  la  i"  a'  — y'  = o , on  trouvera  a = y s par  la  a* 

3 aabn  ayn  =o,  on  aura,  en  fubftituanc  la  valeur  de 

a —y  à la  place  de  4,  b == 1 ; par  la  3e  3 aac  ■+■  3 abb 

4 ly , on  trouvera  , en  fubftituant  les  valeurs  de  a 6C 
de  b,  déjà  découvertes , à leur  place , c = — ; en  fubfti- 

tuant dans  la  4e  3 aad  -+■  babc  b'  •+-  b -*•  cy  — 1 = o , les 
valeurs  de  4 , b , c , on  aura  d — •+-  8-f jy } on  trouvera  de 
même,  en  fubftituant  les  valeurs  de  a,  b , c,  d,  dans  la  j' 

3 aae  -e  34ff  -1-  babd.  -+-  3 bbc  -+-c-*-dy  = o , e — a-  -jiJ,-. 

40.  Il  faut  fubfticucr  ces  valeurs  de  a,  b,  c,d,e,  dans  x^=a 
•+•  bn  •+■  en1  -+-  dn'  en * ■+-  6cc.  6c  l’on  aura  x = y — { a 

— vr  ■+■  r ■+■  &c.  C’eft  la  valeur  approchée  de  % 

dans  la  propoféc,  quand  n eft  moindre  que  3c 

Il  eft  évident  qu’on  peut  trouver  tant  de  termes  qu’on 
voudra  de  cette  valeur,  6c  l’augmenter  à l’infini. 

Bèmonjlration  de  la  méthode. 

178.  La  grandeur  qui  étant  fubftituée  dans  une  équation  à la 
place  de  l’inconnue  *,  rend  tous  les  termes  de  l’équation 
égaux  à zéro  } ou , ce  qui  revient  au  même , qui  fait  que 
tous  les  termes  fe  détruilênt,  eft  une  racine  de  l’équation  ; 
c’eft  à dire  , cette  grandeur  eft  la  valeur  de  l’inconnue  x.  * * 
Or  il  eft  évident  que  la  fuite  que  l’on  trouve  par  la  méthode 
pour  là  valeur  de  l’inconnue  x , étant  conçue  infinie,  c’eft  à 
dire,  contenant  tous  fes termes  à l’infini , il  eft , dis- je,  évi- 
dent que  cette  fuite  infinie  étant  conçue  fubftituée  à la  place 
de  x dans  l’équation  , tous  les  termes  de  l’équation  feront 
égaux  à zéro  s puifque  ce  n’eft  que  par  cette  fuppofition 
qu’on  trouve  la  valeur  déterminée  de  chaque  terme  de 
cette  fuite.  Par  confequent  la  fuite  infinie  qu’on  trouve  par 
cette  méthode,  eft  la  valeur  de  l’inconnue  x de  l’équation, 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

R £ M A R Q^U  E S. 

T 1 

17 9-  Il  eft  évident  par  cette  dëmonftration,  que  plus  on  pren- 
dra de  termes  dans  la  fuite  que  fait  trouver  la  méthode 

Ccc  iij 
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pour  la  valeur  de  x,  Se  plus  cette  valeur  fera  approchée, 
c’eft  à dire,  moins  elle  différera  de  la  véritable  valeur  de  x, 
que  l'on  ne  peut  pas  découvrir  entière,  étant  infinie.  D’où 
l'on  voit  que  les  termes  de  cette  fuite  doivent  aller  en  dimi- 
nuant, 6c  que  plus  ils  iront  en  diminuant,  & moins  il  faudra 
de  termes  pour  la  valeur  approchée  qu’on  cherche  , tous 
ceux  qu’on  néglige  ne  faifànt  pas  une  grandeur  fenfîble. 

Or  plus  la  grandeur  qui  diftingue  les  termes  de  la  fuite 
fera  pente,  & plus  les  termes  iront  en  diminuant;  car  cette 
grandeur  fe  trouvant  dans  le  numérateur  de  chaque  terme, 
6c  les  autres  quantités  plus  grandes  qu’elles,  dans  le  déno- 
minateur , tous  les  termes , excepté  les  premiers , feront  des 
fra&ions  qui  iront  en  diminuant,  pareeque  les  puiflànces  de 
ces  grandeurs  qui  vont  en  augmentant,  font  que  ces  gran- 
deurs deviennent  plus  petites,  étant  des  fraéiions. 

C’eft  pour  cela  qu’on  a marqué  qu’il  falloir  prendre  pour 
la  grandeur  qui  diftingue  les  termes  la  fécondé  inconnue  y 
de "l’cquation  propolée , quand  elle  eft  plus  petite  que  les 
grandeurs  connues  de  cette  équation;  6c  que  quand  elle  cft 
plus  grande,  il  falloir  prendre  parmi  les  grandeurs  connues 
de  la  propoféc  celle  qui  eft  la  plus  petite,  pour  la  grandeur 
qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fiiice  qu’on  cherche. 

II. 

l8o.  On  peut  môme  préparer  l’équation  propofée  de  façon 
qu’on  y puifle  prendre  une  grandeur  très  petite  par  raport 
aux  autres  , pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on 
cherche.  Cette  préparation  peut  fe  faire  de  deux  manières  : 
i°.  fur  les  grandeurs  connues  de  la  propofée  ; i°.  fur  la 
féconde  inconnue. 

La  préparation  fe  fait  fur  les  grandeurs  connues  par  le 
moyen  des  proportions , obfervant  de  faire  en  forte  que  la 
valeur  des  coéficients  connus  demeure  toujours  la  même 
dans  ces  changemens , 6c  qu’il  n’y  ait  que  changement  d’ex- 
preffion,8c  non  pas  changement  de  valeur.  Par  exemple  on 
pourra  fuppofer  pq  = »w,  en  prenant  la  grandeur  p tant 
petite  qu’on  voudra,  6c  faifànt  p .n  .-.n  . q , ce  qui  donnera 
pq  = nn  5 & mettant  cette  valeur  de  nn  dans  la  propofée , 
elle  fera  changée  en  — xrtpq  -*~pqx  ■+•  x'  =o,  qui  ne  diffère 
— y'  r.yx 

de  la  propofée  que  par  l’expreffion } & l’on  pourra  prendre 
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la  grandeur  p pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  (êra 
la  valeur  de  x.  Ceci  fuffit  pour  indiquer  les  moyens  de  faire 
ces  fortes  de  préparations  fur  les  grandeurs  connues  de  la 
propofëe  , qui  peuvent  fe  faire  de  plufieurs  façons  diffe- 
rentes j parmi  lefquelles  on  choifira  les  plus  commodes 
pour  le  calcul , Sc  pour  faire  en  forte  que  les  termes  de  la 
fuite  qui  eft  la  valeur  de  x , aillent  en  diminuant  le  plus  qu’il 
fera  poffible. 

La  préparation  fur  la  fécondé  inconnue  /,  fe  fait  par  le 
moyen  des  transformations  s par  exemple , on  peut  luppo- 
fer  dans  la  propoféc  du  premier  exemple  ÿ — ou  telle 
autre  transformation  de/  qu’on  jugera  la  plus  propre  pour 
rendre  / moindre  que  les  grandeurs  connues  ; & fubftituer 
la  valeur  de/  prife  dans  l’équation  ÿ = s^,  ou  telle  autre 
qu’on  jugera  plus  propre , dans  la  propofee  à la  place  de/  ; 
enfuite  on  prendra  l’inconnue  nouvelle  i^pour  diftinguer 
les  termes  de  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  xi  & quand  on 
aura  trouvé  cette  fuite , on  fubftituera  dans  tous  les  termes 
â la  place  de  l’inconnue  la  valeur  de  ^prife  dans  l’équa- 
tion qui  a lêrvi  à faire  la  transformation.  On  peut  aufli  di- 
minuer les  dimenfions  de  y , par  exemple  s’il  y avoir  ^ au 
lieu  de  nyx , on  pourroit  fuppofer  y*  •=  rm^,  Sic.  Par  le 
moyen  de  ces  préparations , on  peut  trouver  plufieurs  diffe- 
rentes fuites  pour  la  valeur  de  x,  6c  choifir  celle  qui  eft  la 
plus  commode  pour  la  réfolution  du  Problème  5 comme 
aufli  celle  dont  les  termes  vont  le  plus  en  diminuant,  & 
dont  par  confequent  il  faut  moins  de  termes  pour  avoir  une 
valeur  très  approchante  de  la  véritable. 

III. 

1 g i‘„  Quand  l’équation  qui  fait  trouver  le  premier  terme  de  la 
fuite  eft  compolëe,  6c  contienc  plufieurs  racines  pofitives  Sc 
réelles,  on  peut  trouver  autant  de  valeurs  de  x,  que  cette 
équation  contient  de  racines  pofitives  5 Sc  l’on  peut  cher- 
cher celle  de  ces  valeurs  de  x qu'on  voudra,ou  qu’on  jugera 
la  plus  propre  à refoudre  le  Problème}  ou  bien  on  pourra 
les  chercher  toures , Sc  l’on  aura  le  même  nombre  de  refo- 
lutions  du  Problème.  Si  cette  équation  compofce  qui  n’a 
q l’une  inconnue,  n’avoit  aucune  racine  commcnfurable , 
on  trouverait  les  valeurs  approchées  de  les  racines  incom- 
menlurables  parle  premier  Problème,* ou  par  le  Problème  * j7J# 
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388  Analyse  démontré' e. 
de  la  dernière  Section  de  ce  Livre,  & ces  valeurs  approchées 
feroient  prilés  pour  les  premiers  termes  des  fîmes  qu’on 
cherche. 

Comme  cette  méthode  eft  de  grand  ufage  dans  la  Géo- 
métrie compofée,  on  va  l’appliquer  à beaucoup  d’exemples, 
5c  quand  on  l’aura  ainfi  rendue  familière,  on  donnera  la 
méthode  de  diftinguer  les  expofans  des  puiflances  de  la 
grandeur  qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite,  dans  le 
premier  Sc  le  fécond  terme,  les  autres  en  étant  une  fuite, 
puifqu’ils  doivent  être  en  progreflion  arithmétique. 

IV. 

1 8 z.  Quoiqu’on  ait  dit  que  quand  la  fécondé  inconnue  y pou- 
voir être  plus  grande  qu’une  des  grandeurs  connues  de 
lcquation  propofée,  il  falloir  prendre  la  grandeur  connue 
la  plus  petite  pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  doit 
être  la  valeur  approchée  de  x , cela  n’empêche  pas  qu’on 
ne  puifle  dire  que  dans  ce  cas  là  même  on  peut  prendre  la 
féconde  inconnue  y pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite 
qu’on  cherche  : mais  comme  dans  ce  cas  la  fécondé  incon- 
nue y doit  être  au  dénominateur , ou , ce  qui  eft  la  même 
chofe,  les  expofans  des  puiflances  de  y dans  les  termes  de  la 
fuite,  doivent  être  négatifs,5c  que  d’ordinaire  on  eft  moins 
accoutume  au  calcul  de  ces  puiflances  dont  l’cxpofanc  eft 
négatif,  on  a cru  qu’il  feroit  plus  commode  de  ne  faire  faire 
attention  au  Leélcur  qu’à  la  grandeur  qui  diftingue  les  ter- 
mes dont  les  puiflances  ont  des  expofans  pofirifs.  Cepen- 
dant pour  faire  voir  que  l’un  revient  à l’autre,  on  va  refou- 
dre le  même  exemple  en  prenant  la  féconde  inconnue  y 
pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche,  qui 
doit  être  la  valeur  de  x. 

Troijicme  maniéré  de  rt foudre  le  premier  Exemple. 

18  Pour  trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation 
x!  -+•  nyx  • — y'  — o , lorfquc  y peut  être  plus  grande  que  n, 
trnx  — h * 

en  fe  fervant  pourtant  de^  5c  des  puiflances  de  y pour  dif- 
tinguer les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche  -, 
i3.  Il  faut  fuppofer  x = ay  -+•  by°  -+■  cy~'  •+•  dy~l  ey~  ' 
-+-  fcc.  les  grandeurs  a,  b,  c , 5ce.  font  indéterminées. 

a*.  IL 
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**.  II  faut  élever  cecte  valeur  de  * à la  troifiéme  puiftance, 
& fubftiruer  les  valeurs  de  x & de  x\  dans  la  propofée,  à la 
place  de  x & de  x’,  &l’on  aura  l'équation  changée  qui  fuit: 
jc1  =a  a'y  }a‘byy  •+-  ^abxy-¥-  b'ya  }6lcy~I  -+-&c. 

-4-  }alcy  ■+•  é \abcy ° ■+■  Gabdy ” 1 
-*-3 aldy"  iacly~x 

-h 

-l-  = ■+-  nayy  -+-  nby  -+-  ncy  •+•  «J/  ~ ■+■  &c. 

-*-rmx=:  ■+■  nnay  -i-nnby'  -+-  " 1 &c. 

— / =— y 

— irï  = — z«y 

3°.  Il  faut  fuppo/èr  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gé égal  a zéro,  & l’on  trouvera  par  les  équations  particu- 
lières que  (Jpnne  cette  fuppofition,  a = t,  b = . is> 

c~  ï nn>  d = -t-  IL»> , e = -+-  ^-«4.  On  peut  dégager 
autant  d’autres  termes  qu’on  voudra,  & continuer  l’appro- 
ximation â l’infini.  rr 

4°.  Il  faut  fùbftituer  ces  valeurs  de  a, b,  c,d,  e , dans  x = ay 
“*■  V *+■ O'-'  H-  ey~i  -4-  &c.  & l’on  aura  x = ^ 

— T"/  — W"  &c.  c’eft  la  valeur 

de  x que  l’on  cherchoit. 

II  faut  entendre  la  même  chofe  dans  les  cas  femblables 
où  l’on  fe  fervira  dans  la  fuite  de  cette  troifieme  maniéré/ 

Exempie  II. 

I^4‘  T ROUVE  R par  cette  méthode  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  racine  quarree  de  la  grandeur  rr—  xx,  c’eft  à dire,  trou- 

ver  la  fuite  égale  à Vrr  — xx  = rr — xx  *. 

Il  faut  fuppofer  ^=/r  — xxS  par  confequent  ,r 
xx  , & -h  xx  — rr  = o. 

La  queftion  fe  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  valeur  de  l'inconnue  ^dam  cette  équation,  parles  puif. 
lances  de  x.  Pour  la  trouver,  r 

i°;„  fauc  /ûppofcr  * = -+•  éxx  rx(  -i-  JS  -4-  rx* 

***  o vf  - ®£c-  ^ont  ^es  grandeurs  indéterminées. 

i . Quarrant  chaque  membre  on  aura 

*&  — ■**•*-  labxX  -+-  bbx*  -4-  iadx‘ 

•+■  axrx4  ■+*  iécx‘  ^C* 

Ddd 
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r 

5=1  -HXX  = 


î^o  Analyse  demoktr  e'e. 
Subftituanc  cetce  valeur  de  s^dans  l’équation  xx  — rr 
= o , on  aura  l’équation  changée  fuivante , 

22  = ax  ■*■  ixbxx  •+-  bbx*  -+-  ixdx*  . 

iocx*  •+•  ibcx‘  &c’ 

•+ XX 

rr  =? — rr 

Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à «ro,  ce  qui  donnera  autant  d’équations  particulières 
qu’on  en  a befoin  pour  déterminer  les  coéficicnts  indéter- 
minés a,  b,  c,  &c. 

3”.  Par  la  première  xx  — rr,  on  aura  x = n par  la 
féconde  iab  — — 1,  en  fubftituant  la  valeur  de  a à fa  place 
dans  ixb,  on  trouvera  b = ^.  En  fubftituant  les  valeurs 
de  a fie  de  b dans  la  troifiéme  xxc  = — bb , on  trouvera 
c = ^777.  En  fubftituant  les  valeurs  de  a,  b,  ?>  dans  la  qua- 
trième lad  = — ibc,  on  trouvera  d 
4’  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a^k^jd,  à la  place 
de  a , b , r , d , dans  z^_  = a *+■  bxx  ex 4 dx‘  ficc.  & 1 on 


aura 


1 ^ = Vrr — xx 


rr 


• xx 


-xx 


. -J-  v+ 

Sfl’l 


— J^x*  &c.  C’eft  la  fuite  que  l’on  cherchoit  qui  exprime 
la  racine  quarrée  de  rr  — xx  s on  peut  en  trouver  autant 
de  termes  qu’on  voudra. 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  la  racine  3 » 4 > ne 
la  fomme  ou  de  la  différence  de  deux  grandeurs. 

Mais  il  faut  remarquer  que  fi  l’on  cherche  la  racine  quar- 
rée , ou  3e,  ou  4*, fice.  de  rr  •+-  xx,  il  faut  prendre  celle  des 
deux  grandeurs  r ou  x qui  eft  la  plus  petite,  pour  en  faire 
la  grandeur  qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu  on 
cherche , qui  eft  la  valeur  de  c’eft  à dire,  la  racine  de  la 
grandeur  complexe  propofee. 


Exemple  III. 

^J*T^ouvER.la  racine  quarrée  d’une  fuite  infinie  x -+•  b y 
+ Cyy  -v-  dy  r/  -v  f/  &c.  c’eft  à dire,  trouver  une 

fuite  infinie  qui  foit  la  valeur  de  Va-*-by-r-  cyy  -+•  dy^-r-ey*  &c. 

— a by  -t-  cyy  dy  ' •+•  ey*  ficc.  1 

Il  faut  fuppofer  x = a -t-  b ÿ cyy  -+-  dy’  ■+•  ey*  Stc.  £ 
Par  confequent  xx  = a -+-  by  -+-  cyy  •+■  dy1  -4-  cy 4 &c.  . 

fit  o = — xx  -* r a -+■  by  cyy  dy'  •*-  cy*  ficc. 
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' La  queftion  Ce  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  ex. 

{>rime  la  valeur  de  x dans  cette  équation  , donc  les  termes 
aient  diftingués  par  les  puiflànces  dey.  Pour  la  trouver, 
i°  Il  faut  iuppofer  x ■=  g + hy -i-  iyy kf -*■  ly*  fy'  &c. 
les  grandeurs  g,/&,/,&c.  font  indéterminées. 
z°.  En  quarrant  chaque  membre , on  aura 
xx  = gg  ■+•  igby  h-  hhyy  lykÿ  ■+•  i glf 

1 hiy'  h 


H&9' 


&c. 


ttÿ 


-l 


Subftituant  cette  valeur  de  xx  à la  place  de  xx  dans  l’équa- 
tion propofce  o = — xx  a -t-  by  ■+■  cyy  &c.  on  aura 
l’équation  changée  qui  fuie. 

— XX  = — gg  — Zg/jy  — içiyy  — igky'  — iglf 
— hhyy  — a hiy*  — ihky* 

— iîy* 

t .4-  by  4-  cyy  Scc.  = ■+•  a -H  b y -4-  cyy  -4-  dy'  -+■  ey*  icc. 
3°.  Il  faut  fuppolër  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro  j ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befoin  pour  déterminer  les  coéficients  indéter- 
minés ?,  b,  i,  &c.  j 

Par  Ta  première  gg  = a,  on  aura  g = a?  = Va.  En  fub- 
ftituant  dans  la  féconde  igh  = b , I3  valeur  de  g,  on  aura 

h = r • En  fubftituant  dans  la  troilîéme  îgi  = c — hh, 

laX  bb 

les  valeurs  de  g & de  b,  on  aura  * = — - — 

1 za  T 

En  fubftituant  dans  la  quatrième  igk  = — 1 hi  .+.  d,  les 

valeurs  de  g,  h,  i , on  aura  k = — 

16a*  44tï  lai’ 

On  trouvera  de  même  les  valeurs  des  autres  coéficients; 
ceci  fuffic  pour  faire  concevoir  la  méthode. 


4".  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  g,  h,  i,  k , à leur  place 
dans  l’équation  x = g ■+■  hy  -+•  iyy  ■+■  ky'  &c.  &c  l’on  aura 


I 

'■a* 


y — 


bb 


ia: 


t yy 


8 j.  1 16  a 1 

c bc  . 

—yy t y 

la  1 4 a * 

d , 

~y 

ia  L 

D d d ij 


&c. 
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C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit,  c’eft  à dire,  cette 
fuite  eft  égale  à V a by  -i-  cyy  dy'  Sic. 

On  trouvera  de  la  meme  maniéré  la  racine  3',  4',  je,  &c. 
de  la  même  fuite. 

Exemple  IV. 

186.  T R o u v e R.  la  racine  quarrce  de  la  fuite  infinie  ay  •+■  byy 
■+-  cy * -t-  ey'  Sic.  c’eft  à dire , trouver  la  fuite  infinie 

qui  eft  la  valeur  de  Vay  byy  -+-  cy 1 -t-  dy*  •+■  ey'  Sic. 

= ay  ■+■  byy  -+■  cy'  h-  dy*  -t-  ey'  & c.  1 


Il  faut  fuppofer  x = ay byy cy' ■+■  dy * Sic.  1 Ainfi  quar- 
rant  chaque  membre,on  aura  l’équation  xx  =ay-+-  byy+-cyi 
dy * ef  &c.  & o = — xx  -t- ay  byy  •+■  cy'  dy*  Sic. 

La  queftion  fe  réduit  à trouver  la  valeur  de  x dans  cette 
équation , qui  foit  exprimée  par  une  fuite  infinie  dont  les 
termes  n’ayent  que  les  puiffances  dep.  Pour  la  trouver, 
i°.  Il  faut  fuppofer  x = gy  byy  -+-  iy'  -t-  ly*  -t-py  Sic. 
les  coéficients  g,  h,  i,  Sic.  font  indéterminés, 
a”.  En  quarrant  chaque  membre , on  aura 

xx  = gygy  -4-  1 ghy'  •+•  îgiy*  -+•  igly'  -+-  itpy* 

■+•  hny*  •+■  îbiy'  ■+■  ib/y-  Sic. 

iiy* 

On  peut  mettre  un  desp  de  chaque  terme  parmi  les  coéfi- 
cients,  afin  que  les  puiftances  y,yy,  ÿ,j\  &c.  fervent  à 
diftinguer  les  termes  5 & l’on  aura 

*•*  = xP‘ÿ  -*•  xgyV  *g  w’ 

-t-  yhby ! -4-  xyhiy*  î^y/j/y' 


&c 


Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x*  à la  place  de  xx  dans 
l'équation  propofee  o = — xx  ay  h-  byy  cy'  Sic.  Si  l’on 

aura  l’équation  qui  fuit , 

— xx  = - gygy  - igyhyy  - xg  yiy'  - xg  yly*  - igypy' 

— yhby ’ — iyhiy*  — xpA/y 
-yiif 

■ *7  + by  a y byy  ■+•  t/  -+-  dy ' •+■*/ 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  égal  à zéro  , ce  qui 
donnera  les  équations  particulières  dont  on  a beibin  pour 
déterminer  les  coéficients  indéterminés  g,  h}i , &c. 


&c. 


&c. 
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X X 

Par  la  première  gyg  =»  a , on  aura  g xy 1 = 1 , & 

? *—  t . Et  «T  = a T y * . En  fubftituant  cette  valeur 

6 , , , i*  _i 

de  gj  dans  la  ie  igyb  = b,  on  trouvera  h — h j7  1 . 


14 


En  fubftituant  les  valeurs  de  gy  Si  de  h dans  la  3 igyi  = c 

! t 


bb  _i 

— yhh , on  trouvera  i = — — xJ  1 


c _ i 

—7  *• 


8 ax  ial 

Subftituant  les  valeurs  de  gy,  de  h Sc  de  » dans  la  4'  igyl  = 

b'  _*  bc  _ x 

— lyhi  d,  on  trouvera  / = h j J 1 j/ 

j __i  i6al  4^ 1 

•t-  — r7  1 • Subftituant  les  valeurs  de  g/,  b,  t,l,  dans 

14  1 

la  cinquième  ig^/>  = — 1 yhl  —yii  + f,  on  trouvera  p = 
- - 7 - 44 1 84 1 


11S4 


14 


4".  II  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  gy,  h,  »,  /,  p,  dans 
Péguarion  x = gy  byy  -t-  »>>  &c.  6c  l'on  aura  x = 
Vay  byj  cf  -*•  df  -+-  cf  Sic.  = 


il  b 1 bb  I 
4*>l  4-  r.7l 1/1 

1X4  1 8 X4 1 

c L 

-*■ 1/1 

1 x 4 1 


£ Z ri4  * 

\J' 1 7 7X 

l6  x 4 1 118  X 4 1 


bc  Z 
xJ1 


16  x 4 1 


Sic. 


■\bhc  2. 

— ir 


4 X 4 1 

d Z bd  Z 

— rr I7‘ 

1 x 4 1 4X41 

ce  l 

îJfV 

8 X 4 1 

e 2 * 
-+*  r y1 


1X4 


C’eft  la  racine  quarree  de  la  fuite  a y -\r  by  y -x-  cyl  Sic.  que 
l’on  cherchoit.  • D d d iij  . 
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On  trouvera  de  la  même  maniéré  les  racines  3%  4*,  j*, 
é',  6cc.  de  la  même  fuite. 

Avertissement. 

O n peut  trouver  une  formule  generale , par  le  moyen  de 
laquelle  on  aura  tout  d’un  coup , par  la  fimple  fubftitution, 
les  racines  qu’on  voudra  de  la  (omme  ou  de  la  différence  de 
deux  grandeurs  ; les  racines  qu’on  voudra  de  la  fomme  de 
trois,  de  quatre,  de  cinq,  de  fix  grandeurs,  êcc.  & enfin 
les  racines  qu’on  voudra  d’une  fuice  infinie  de  grandeurs. 
On  pourra  aulli  par  le  moyen  de  la  même  formule  élever 
la  fomme  de  deux,  trois , quatre  grandeurs,  Scc.Sc  une  luire 
infinie  de  grandeurs  à une  puilfance  quelconque  ; ce  qui 
abrégera  de  beaucoup  le  calcul  de  cette  méthode , dans  la 
refolution  des  équations  aufquelles  on  pourra  l’appliquer. 

On  fera  ici  nne  digrefllon  , où  l’on  mettra  tous  les  prin- 
cipes qui  fervent  à trouver  & à démontrer  cette  formule 
generale,  à caulê  de  fa  grande  utilité,  fans  rien  fuppofer 
que  le  leul  calcul  de  l’Algebre. 


SECTION  III.  ~ 

Oui  contient  les  principes  qui  fervent  à démontrer  les  fuites 
des  dijfrens  ordres , & les  ufages  de  ces  fuites  pour  trou- 
mer  une  formule  generale  pour  la  formation  des  puiffinces, 
& pour  l extraction  des  racines  quelconques. 

De' FINITION  I. 

87*  L’on  a nommé  dans  la  Se&ion  precedente  une  fuite , la 
Ibmme  de  tous  les  termes  qui  vont  a l’infini,  qui  eft  la  valeur 
approchée  de  la  racine  d’une  équation  ; 6c  une  fuite  en 
general  eft  la  fomme  d’un  nombre  de  grandeurs  jointes 
enlèmble  par  les  lignes  ou  — , ou  par  tous  les  deux, 
lequel  nombre  de  grandeurs  va  à l’infini.  U y a de  ces  fuites 
dont  tous  les  termes  ont  quelque  raport  les  uns  aux  autres: 
il  y en  a d’autres  où  cela  ne  le  rencontre  pas. 

Les  fuites  qnc  l’on  va  expliquer  ici,  font  plufieurs fuites 
de  la  première  forte , & qui  de  plus  font  dépendantes  les 
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unes  des  autres  :1a  première  eft  fuppofée  avoir  une  certaine 
propriété  qu’on  expliquera  ; la  leconde  eft  formée  par 
l’addition  faite  par  ordre  des  termes  de  la  première  ; la 
troificme , par  l’addition  faite  par  ordre  des  termes  de  la 
fécondé;  la  quatrième,  par  l’addition  faite  par  ordre  des 
termes  de  la  troifiéme  ; 8c  ainfi  de  fuite  à l’infini. 

Comme  ces  fuites  contiennent  les  propriétés  generales 
des  fuites  des  nombres,  qu’on  appelle  de  différent  ordres , 
fçavoir  du  premier  ordre  , du  fécond  ordre , du  troifieme 
ordre , 8tc.  8c  qu’on  fera  l’application  des  propriétés  de  ces 
fuites  generales  aux  fuites  des  nombres  de  differens  ordres  ; 
on  peut  auffi  les  nommer  Us  fuites  des  différais  ordres. 


Les  fuites  generales  des  diffèrens  ordres . 


Demandes  ou  fuppofîtions  fur  ces  fuites. 


i8S.  Les  grandeurs  reprefentées  en  general  par  les  lettres  de 
chaque  colonne,  font  ce  qu’on  appelle  une  fuice,  par  exem- 
ple a,  b,c,  d,f  font  les  grandeurs  de  la  première  fuite;  g,  h, 
font  les  grandeurs  de  la  féconde  fiiite ; 8c  ainfi  des 
autres  : on  peut  concevoir  que  chaque  colonne  va  à l'infini. 

La  propriété  de  la  première  fuite  eft  que  la  fomme  d'au- 
rant  de  termes  qu’on  voudra  prendre  dans  cetce  fiiite  depuis 
le  premier  a compris,  eft  au  produit  du  nombre  des  termes 
de  cette  fomme , par  le  terme  qui  fuit  immédiatement  le 


» >ogIe 
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dernier  terme  de  cette  même  fomme,  comme  l’unité  eft  à 
une  grandeur  donnée  e,  qu’on  appellera  Pexpofant  de  cette 
fuite  j par  exemple  a -y-  b -y-  c ■+•  d . 4/  ::  1 . e } d’où  il  fuit 
que  a -y-  b -y-  c -y-  d = -if. 

Ainfi  la  propriété  de  cette  première  fuite  peut  aufïi  s’ex- 
primer de  cette  maniéré  : La  fomme  d'autant  de  termes 
qu’on  voudra  depuis  le  premier  a compris , eft  égale  au 
produit  du  terme /qui  fuit  immédiatement  le  dernier  ter- 
me d de  cette  fomme, par  le  nombre  des  termes4  de  la  môme 
fomme  , divifé  par  la  grandeur  déterminée  e , qui  eft  l’cx- 
pofant  de  la  première  fuite  a -t-  b -y-  c ■+■  d — -*f , de  même 
et  -t-  b -h  t = -p- , A b = -p , a = —, 

I I; 

1S9.  Dans  chaque  autre  fuite  , c’eft  à dire  dans  la  a',  la  3', 
la  4%&c.  le  premier  terme  eft  toujours  égal  au  premier  ter- 
me de  la  fuite  qui  la  précédé  immédiatement  5 le  fécond 
terme  eft  égal  à la  fomme  des  deux  premiers  termes  de  la 
fuite  qui  la  précédé  immédiatement  ; le  troifiéme  terme  eft 
égal  à la  fomme  des  trois  premiers  termes  de  la  fuite  qui  la 
précédé  ; & ainfi  de  fuite. 

Dans  la  fécondé  fuite  g — a,  b = a -+-  b , i=  a b •+■  c, 
k — a -t-  b ■+•  t ■+■  d Sic. 

Dans  la  troifiéme  m~g,  p = g ■+■  h,q~  g-*-  h -t-  i Scc. 
il  en  eft  de  même  des  autres  fuites  fuivantes , dont  il  faut 
concevoir  que  le  nombre  en  va  A l’infini. 

Tremiere  proposition  fur  les  fuites  , qui  en  contient 
la  propriété. 

I5?0.  D ans  chaque  fuite  la  fomme  d’autant  de  termes  qu'on 
voudra , depuis  le  premier  compris , eft  égale  au  produit  du 
nombre  des  termes  de  cette  fomme , par  le  terme  qui  fuie 
le  dernier  terme  de  la  même  fomme , divifé  par  une  gran- 
deur donnée  qu’on  appellera  fcxpofmt  de  cette  fuite , lequel 
expofant  eft  toujours  I’expofànt  e de  la  première  fuite , 
augmenté  de  l’unité  dans  la  fécondé  fuite  , augmenté  de 
deux  unités  dans  la  troifiéme,  de  trois  unités  dans  la  qua- 
trième ; & ainfi  de  fuite. 

Soit  la  fomme  de  tant  de  termes  qu’on  voudra  de  chaque 
fuite  = t. 

I-C 
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Le  nombre  des  termes  de  la  fomme  foie  — mit.  comme 
on  n’en  prend que  quatre  pour  fërvir  d'exemple,  4 = ». 

Le  terme  qui  fuie  le  dernier  de  la  féconde  fuite  eft  /,  celui 
de  la  troifiéme  eft  /,  de  la  quatrième  Ç,  &c. 

Ainfi  la  propriété  de  la  féconde  fuite  eft  s = / x — * t . 

La  propriété  de  la  troifiéme  fuite  eft  s = t x - —y. 

La  propriété  de  la  quatrième  fuite  eft  s = Ç x -7^-. 

Et  ainfi  des  autres  fuivantes  à l’infini. 

Dèmonfiration  de  la  fécondé  fuite. 

X l faut  démontrer  que  g -t-  h ■+■  i k — s ~ l x — ” : 

Par  la  ir<t  fuppof  d-*-c-+-b-*-a  = fx  “ — k par  la  a*  fup. 
Par  la  1"  fuppof.  c b ■+■  a — d x i par  la  te  fup. 

Par  la  irc  fuppof!  b -t-  a = c x = h par  la  z'  fup. 

Par  la  irc  fuppof  •+•  a=  bx  = g par  la  z'  fup. 

il  eft  évident  que  o = a x = 0. 

D/inr  JLi.  J «L  . "i  U . »*  »< 

i-/onc  -7-  -H  -7 , -7 ; ^ 7 ~ + 1 . 

= k -t- 1 h g o j ou  , ce  qui  eft  la  même  chofe, 

f x f -e  d c b -*•  a 7-  — ^ if  — k-¥-  i 

■+-  A -4-  g -4-  o. 

Mais,  i",  puifque  par  la  féconde  fùppofition/-t-<f-t-c-+-  b 
a — i,  l’on  aura  * x / -*-  d ■+■  c -c-  b -+■  a = f x /. 
i°.  » étant  égale  à 4 dans  nôtre  exemple,  on  peut  difpofér 
ks  produits  négatifs  — if  — if  — if  — -*!-  de  la  maniéré 
fuivante , 

-if  — Jf—lf—zf^-d  — c-b  — a 
. . . — c — b — a 

— b — a 
— a 


Ainfi  l’on  aura  par  la  féconde  fûppofirion 


~k 

— i 

— b 


Donc  — -H- f — iL  — 


■d — c — ■ b — a — 

— a = — % 
e > 4 

VL  — -k-> -*-t 
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Mettant  à prefent  dans  l’égalité  -t  x f d c-*-t  -*•  a 

±L  — ii = k -+•  i ■+■  h • 4-  g •+■  o , ” x / à la 

place  de  7 x f-^-d-r-  c-t-  b -t-  a , & ~ * ~ f a la  place 
de  — £ — — 4—  on  aura  f 

•4*  i -4-  b -+-  g "4"  o j multipliant  le  tout  par  r , & tranfpofant, 
on  aura  ni  = «x  k •*-  i -t-  b g -+-  i x k i b g • 
divifant  chaque  membre  par  e -4-  i , on  aura  777-  x l—k 
»*.  b ■+■  g.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

JD  emonf ration  four  U troificme  fuite. 

Il  faut  démontrer  que  s = m-*-p-*-q-*~r  = tx  -r~ . 

Par  la  démonftr.  préccd.  k-t-i  + b-*-g  = ~~  xl  — r par  la  x'  fup, 

* h-  A -+•  g < 
h -*-g  = 

+ g — ~T  * * = 

il  eft  évident  que  o 

Donc  ,-77  x 1 -♦-/>-+- g — ; 

« r -t-  q -t-p  -+-  »». ‘ 

Mais , 1“,  ~r  x / -f-  k i h -+•  g = 7^7 , puifque  / = / 

a*.  ~ = — * — » — h —g  = — y par  la  i*  fup. 


* + I 

H— 1 
t 4-  J 


x k—  q 
x i =p 


' e + l 


T^T  xg=°- 

^ 1 . I A ( 

« +1  r**- 1 


*-*•1 


T X /-*-  k ■+ 

■ g par  la  lèconde  lûppofition. 

— — k — i — h — g — - 

— ' i — h g = q ~ 

— h — & — — P 

— g = — « 


f I 

777  x l-t-k  -t-t-* 
l’on  aura  7V, 


Donc  en  mettant  —■  à la  place  de  777  x / -+•  k 1 ■+■  b g, 

& - à la  place  de  — dans  l’égalité 

+TÏ-~g  — -r+q  + p-ï-m, 

-t  - - = multipliant 

1 , & tranfpofant,  on  aura  si  = f+ix 
q -r-  p -*•  m -t- 1 x r q p •+■  m i divilant  chaque 
membre  par  < + i + i = f + i,on  trouvera  r x 777  = r 
•+•  q •+•  p m.  Ce  qu’il  Falloir  démontrer. 

Il  eft  évident  que  la  même  démonftration  peut  s’appli- 
quer par  ordre  à la  fuite  4',  à la  j',  6e,  &c. 


le  tout 


par 
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Corollaire  ï. 

19U  O*  nommera  E l’expofànt  de  chaque  fuite,  c’cft  à dire, 
on  fuppofera  que  E reprefentc  e pour  la  première  fuite , 
e 1 pour  la  féconde,  e -+-  1 pour  la  troifiéme,  &c.  on 
appellera  n le  nombre  des  termes  ; D le  dernier  terme;  </[  le 
terme  qui  fuit  le  dernier  terme  ; s la  fomme  des  termes. 

s — J i x J fera  la  formule  qui  fervira  à trouver  la  fomrne 
des  termes  de  chaque  fuite.  Il  n’y  aura  qu’à  fubftituer  à la 
place  de  4,  fe  terme  qui  fuit  le  dernier  terme  ; à la  place 
de  »,  le  nombre  des  termes  ; & à la  place  de  E,  l’cxpofant 
de  la  fuite , & l’on  aura  la  fomme  des  termes  de  la  fuite. 

Pour  avoir  une  fécondé  formule  par  le  moyen  du  dernier 
terme  D de  chaque  fuite* , on  remarquera  que  le  nombre 
des  termes  qui  precedent  le  dernier  eft  n — 1,  par  confe- 
quent  la  fomme  des  termes  moins  le  dernier,  fera  s — T)  , 
= D x i^-ï.  Ajoutant  + I)à  chaque  membre,  on  aura 
s = D x . Ainfi  t = B x fera  la  formule  qui 

fervira  à trouver  la  fomme  des  termes  de  chaque  fuite,  lorf- 
qu’on  connoîtra  le  nombre  des  termes,  le  dernier  terme, 

& I’expofânt  de  la  fuite.  Il  n’y  aura  qu’à  les  fubftituer  à la 
place  des  lettres  qui  les  reprefentent  dans  cette  formule. 

Corollaire  II. 

E*  fuppofânt  que  le  dernier  terme  f delà  première  fuite 
eft  donné,  que  le  nombre  des  termes  de  chacune  des  fuites 
eft  le  même  qui  eft  aufïï  donné , & repréfenté  par  n,  Sc  que 
l’expofant  de  la  première  fuite  eft  e , qui  eft  auffi  donne  j on 
peut  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  s — D x — r,-t5 , 
les  fommes  de  chaque  fuite  les  unes  apres  les  autres,  c’eft  à 
dire  la  valeur  de  chaque  rang  perpendiculaire,  & en  même 
temps  la  valeur  du  dernier  rang  parallèle , ou  la  fomme 
égale  Àf-t-l  -4-r -*•£  &c.  La  même  méthode  fervira  à trou- 
ver tel  autre  rang  parallèle  que  l’on  voudra. 

1”.  Pour  avoir  la  fomme  des  termes  de  la  première  foire, 
il  faut  fubftituer  dans  la  formule  s — D x —g-*-  , f à la 
place  de  D;  l’cxpofant  de  la  première  fuite  e,  à la  place 
de  E i & l’on  aura  pour  la  fomme  de  la  première  fuit© 
s =/x  — = t par  la  féconde  fuppofition. 
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2°.  Pour  la  féconde  fuite , il  faut  fubftituer  la  fomme  de  la 
première  fuite  / x , qui  cffc  égale  au  dernier  terme  / 
de  la  féconde  fuite  par  la  féconde  fuppofition  , à la  place 
de  D dans  la  formule  s = D x ' , & l’expofant  e-*- 1 
de  la  féconde  fuite , à la  place  de  £ J & l’on  aura  pour  la 
fomme  de  la  fécondé  fuite  s — fx  x = t par  la 

féconde  fuppofition. 

3°.  Pour  la  troifiéme  fuite,  il  faut  fubftituer  dans  la  formule 
s = D x * *-  , le  dernier  terme  de  la  troificme  fuite, 
t =/  x x •— ~ , à la  place  de  Z)  , & l’expofant  e 1 

de  la  troifiéme  fuite,  à la  place  de  £ ; & l’on  aura  pour  la 
fomme  de  la  } fuite  s =/x  x ~ x = £. 


D’où  il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite 
/ x JLZ.LZJ.  x.  x «Afi  x x sjÿfi  &c.  les  pro- 

duits de  fes  termes  pris  de  fuite , donneront  tout  à la  fois  & 
les  fommes  de  chaque  fuite , & les  valeurs  des  termes  du 
dernier  rang  parallèle  &c. 

Comme  le  nombre  des  termes  eft  reprefenté  en  general 
par  »,en  fubftituant  au  lieu  de  «tel  nombre  de  ternies  qu’on 
voudra,  & à la  place  de  / le  dernier  terme  de  la  première 
fuite  qui  répond  à ce  nombre  , l’on  aura  par  le  moyen  de 
cette  fuite  les  fommes  de  tant  de  termes  qu’on  voudra  de 
chaque  fuite , & les  valeurs  des  tetmes  de  tel  rang  parallèle 
qu’on  voudra. 

Seconde  difpo/îtion  des  fuites. 


Suites. 
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Troiftème  fuppofition. 

193*  Les  memes  fuites  peuvent  être  difpofees  comme  on  les 
voit  ici.  Le  premier  terme  de  la  troifiéme  fuite  eft  à côte 
du  fécond  terme  de  la  féconde  ; le  fécond  terme  de  la  rroi- 
fïéme  fuite  eft  à côté  du  troifîéme  terme  de  la  fécondé,  &c. 
le  premier  terme  de  la  quatriémç  fuite  eft  à côté  du  fécond 
terme  de  la  troifiéme  j le  fécond  terme  de  la  quatrième  fuite 
eft  à côté  du  troifiéme  terme  de  la  troifiéme  fuite,  &c.  & 
ainfi  des  fuites  j',  6e,  Sec. 

Le  nombre  des  termes  de  la  première  & de  la  féconde 
fuite  eft  égal  j dans  la  troifiéme  il  eft  moindre  d’une  unité} 
dans  la  quatrième , il  eft  moindre  de  deux  unités  ; dans  la 
cinquième , de  trois  unités  ; & ainfi  de  fuite. 

Nommant  n le  nombre  des  termes  de  la  première  & de 
la  féconde  fuire,  n — 1 eft  le  nombre  des  termes  de  la  troi- 
fiéme } n — 1 eft  le  nombre  des  termes  de  la  quatrième  * 
n — î de  la  cinquième , &c. 

On  nommera,  comme  ci-deflus,  le  dernier  terme  de 
chaque  fuire  D > le  terme  qui  fuit  le  dernier  J[  > l’expofant 
de  chaque  fuite  £s  & le  dernier  terme  de  la  première  fuite  f, 
qu’on  fuppofé  donné  , avec  fon  expofânt  e. 


Seconde  proportion  fur  les  fuites , qui  en  feigne  à trouver  les  valeurs 
des  termes  f,  1,  r,  v,  y,  z,  &c.  du  dernier  rang  parallèle , 
ou  de  tel  autre  rang  parallèle  qu'on  voudra. 


J9 4*  On  fé  férvira  de  la  formule  s =7)  x pour  trouver 

la  valeur  du  dernier  terme  de  la  féconde  fuite , & de  la  for- 
mule s = J[  x f pour  trouver  les  derniers  termes  de  la  3e, 
4',  j'  fuites  , &c. 

i°.  Pour  la  féconde  fuite , le  nombre  des  termes  eft  n j le 
dernier  terme  / qu’on  cherche , eft  égal  à la  fomme  des  ter- 
mes de  la  première  fuite.  On  aura  la  fomme  des  termes  de 
la  première  fuite , en  fubftituant  dans  s = D * , /à 

la  place  de  D , & e à la  place  de  E i ainfi  / =/  x " ~'t  ti. 

i°.  Pour  la  troifiéme  fuite,  le  nombre  des  termes  eft  » — 1 } 
le  dernier  terme  r eft  égal  à la  fomme  des  termes  de  la 
fécondé  fuite,  moins  le  dernier  terme  qui  en  eft  exclu. 
Ainfi  il  faut  trouver  la  fomme  des  termes  de  la  ie  fuite  ; le 
nombre  des  termes  étant  n — 1,  le  terme  qui  fuit  le  dernier 
étant  l—f  x , & l’expofant  de  la  1 fuite  étant  e-i-  1. 

E e e iij 
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I!  eft  évident  qu’il  ne  faut  pour  cela  que  fubftituer  dans 
la  formule  s = J[  x £ ,/  x ' à la  place  de  </}.  ; n — i à 
la  place  de  » , & r -+■  i à la  place  de  E ; 8c  l'on  aura  r ==/x 

w - I * v w — | 
r * r-*-l  * 

3".  Dans  la  quatrième  fuite , le  nombre  des  termes  eft 
« — 1 ; le  dernier  terme  eft  égal  à la  fomme  des  termes  de 
la  treifiéme  fuite,  moins  le  dernier  terme  r qui  en  eft  exclu, 

& qui  eft  égal  à/  x x i=-L. 

Pour  trouver  le  dernier  terme  v égal  à la  fômme  »»  •+•  p 
h-  q,  il  eft  évident  qu’il  ne  faut  que  fubftituer  dans  s =xj[x~t, 
f*  — J—  x à la  place  de  J[  j n — 1 à la  place  de  » ; & 

l’expolànt  f+  i de  latroifiéme  fuite,  à la  place  de  £ > 6c 
l’on  aura  v ~f  x x x 1=1, 

D’où  il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite 
f x -~Vr  ~ x fji  x x x j &c.  les  produits  de 
fès  termes  pris  de  fuite , donneront  par  ordre  les  uns  après- 
les  autres , les  valeurs  des  termes  du  dernier  rang  parallèle 
de  la  fécondé  difpofition  des  fuites  f}  l,  r , v,p,  a^,  &c. 

Mais  » reprefentant  en  general  tel  nombre  de  termes 
qu’on  voudra,  en  fûbftituant  dans  cette  fuite  lé  nombre 
qu’on  voudra  à la  place  de  »,  & le  dernier  terme  de  la  pre- 
mière fuite  qui  répond  â ce  nombre  de  termes  , â la  place 
de  /,  l’on  aura  par  cette  fuite  les  valeurs  des  termes  de  tel 
rang  parallèle  qu’on  voudra. 

application  de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  des  fuites  en  general,  ' 
aux  fuites  des  nombres  des  différons  ordres. 

Nombres  des  diFferens  ordres. 


t htitês  ou 
i "fmt*. 

T.  ordre , 
x'fuu'- 

1e  trdre, 
l'fuù,. 

5e  ordre , 

♦ f**". 

4e  ordre, 

t'fun. 

fe  ordre , 
6e  fuite. 

6e  ordre, 

7C  fuite. 

1 

I 

I 

r 

T 

1 

1 

r 

1 

3 

4 

S 

6 

- 

7 

1 
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6 

10 

‘J 

ir 

18 
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Quatrième  fuppofttion. 

1 9S‘  La  première  colonne  contient  les  unités,  ainfi  chaque 
terme  n’eft  que  l'unité,  & la  fomme  des  termes  eft  égale  au 
nombre  des  termes  $ par  exemple , la  fomme  de  cinq  unités 
eft  égale  au  nombre  des  termes  y.  Et  de  plus , la  fomme 
d’autant  de  termes  , c’eft  à dire , d'autant  d'unités  qu’on 
voudra,  par  exemple  4,  qui  eft  la  fomme  de  quatre  termes, 
eft  au  produit  du  nombre  des  termes  de  cette  fomme  par 
le  terme  qui  fuit  le  dernier  qui  eft  1 , lequel  produit  eft  4, 
comme  l’unité  eft  à l’unité,  c’eft  à dire,  à une  grandeur 
donnée  ; ainfi  1 eft  l’expofant  de  la  fuite  des  unités.  Ou  bien, 
ce  qui  eft  la  même  choie , la  fomme  d’autant  de  termes 
qu’on  voudra  ; par  exemple,  la  fomme 4 de  quatre  termes 
eft  égale  au  produit  du  nombre  des  termes  de  cette  fomme, 
lequel  nombre  eft  4,  par  le  terme  1 qui  fuit  le  dernier, 
divifc  par  l’expofant  1 de  la  fuite  des  unités , car  4 =-*-—» 

Ainfi  nommant  n le  nombre  des  termes , s leur  fomme , 
l’on  aura  s . n x r ::  1 . 1 j ou  bien  s = f . 

Les  nombres  du  premier  ordre  font  formés  par  l’addition 
faite  de  fuite  des  unités , & ce  font  les  nombres  naturels  ; 
le  premier  x eft  égal  au  premier  1 de  la  fuite  des  unités  5 le 
fécond  1 eft  égal  à la  fomme  des  deux  premiers  termes  de 
la  fuite  des  unités  1 = 1 1 ; le  troifiéme  3 eft  égal  à la  fuite 

des  trois  premiers  termes  de  la  fuite  des  unités  3 = 1 •+■ 1 1, 

& ainfi  de  fuite. 

Les  nombres  du  fécond  ordre  font  formés  de  la  même 
maniéré  par  l’addition  faite  de  fuite  des  nombres  du  pre- 
mier ordre. 

Les  nombres  du  troifiéme  ordre  font  formés  par  l’addi- 
tion faite  de  fuite  des  nombres  du  fécond  ordre  j & ainfi  des 
autres  ordres. 

Corollaire  I. 

196.  I l eft  évident  que  les  propriétés  qu’on  a démontrées  des 
fuites  en  general , conviennent  à ces  fuites  des  nombres  des 
differens  ordres.  Ainfi,  i°,  l’expofant  des  unités  étant  1,  l’ex- 
pofant  du  premier  ordre  eft  1 1 = 1 ; celui  du  fécond  eft 

1 -4- 1 = 3 j celui  du  troifiéme  eft  3 -1-  1 = 4 ; 8c  ainfi  des 
autres. 

i°.  En  nommant  le  nombre  des  termes  de  chaque  fuite  n. 
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leur  fomme  / , le  dernier  terme  D , celui  qui  fuit  le  dernier 
terme  J\ , l’expofànt  de  chaque  lüite  E , l’on  aura  ces  deux 
formules  pour  trouver  la  lomme  des  termes  dans  chaque 
fuite , s — s — D * , 

En  fubftituant  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  deux  for- 
mules le  dernier  terme  1 de  la  première  fuite , ou  le  terme  1 
qui  fuit  le  dernier , à la  place  de  <f[  ou  de  D,  & l’cxpofant  1 
à la  place  de  E , l’on  aura  pour  la  lomme  de  la  fuite  des 
unités,  s ~ 1 x -5  = j,  qui  eft  le  dernier  terme  de  la  fécondé 
par  la  quatrième  fuppolîtion. 

En  fubftituant  dans  la  féconde  formule  s =Z)  x 
le  dernier  terme  du  premier  ordre,  marqué  en  general  par 
1 x f , à la  place  de  D , & l’expofant  1 du  premier  ordre  à la 
place  de  £,  on  aura  pour  la  fomme  des  termes  du  premier 
ordre  s = 1 x ÿ x "pi  égale , par  la  quatrième  fuppolîtion , 
au  dernier  terme  15  du  fécond  ordre. 

En  fubftituant  dans  la  même  formule  s — D*  t 

le  dernier  terme  1 xÿ  x — p - du  fécond  ordre  qu’on  vient 
de  trouver,  à la  place  de  D,  5e  l'expofant  3 du  fécond  ordre 
à la  place  de  if,  on  aura  pour  la  fomme  des  termes  du  fécond 
ordre  j = ixjx  -±_L  x “r^  au  dernier  tcrme3jdu 
troifiéme  ordre  par  la  quatrième  fuppolîtion. 

En  fubftituant  de  même  dans  s — D*  — r * - , le  dernier 
terme  1 x -f  x x — 71  du  troifiéme  ordre  qu’on  vient 
de  trouver,  à la  place  de  Z),  Se  l’expofant  4 du  troifiéme 
ordre  à la  place  de  E , on  aura  pour  la  fomme  du  troifiéme 
ordre  s = 1 x y x -ïzpL  x — p-1  x -î-pi égale, par  la  quatrième 
fuppofition,  au  dernier  terme  70  du  quatrième  ordre. 

D’où  il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite 
1 x ÿ x ~i-  x -ï-~A  x jl£J-  x — r.1.  x 5cc.  les  produits 

des  grandeurs  qui  la  compolènt , pris  de  fuite  depuis  la  pre- 
mière 1 , donneront  en  même  temps  par  ordre  les  lommes 
des  fuites , & les  termes  du  dernier  rang  parallèle. 

Et  comme  h reprefente  en  general  le  nombre  de  termes 
qu’on  voudra,  en  fubftituant  dans  cette  fuite  le  nombre  de 
termes  qu’on  voudra  à la  place  de  h,  l’on  aura  les  valeurs 
des  femmes  de  tant  de  termes  qu’on  voudra  de  chaque  fuite, 
ôc  les  valeurs  des  termes  de  quel  rang  parallèle  on  voudra. 

Seconde 
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Seconde  difpofftion  des  nombres  des  différons  ordres. 


Vu  lté 3 ou 
itc  futte. 

I.  ordre , 
Ie  fuit  t. 

tc  ordre,  . j*  ordre  , 

4e  ordre, 
f'fwt'. 

yc  ordre , 
6e  fuite. 
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197.  Cette  difpofition  eft  la  même  que  la  fécondé  difpofition 
des  fuites  generales  ; ainfi  la  troifiémc  fuppofition  &c  la 
féconde  propofition,  doivent  être  appliquées  à cette  fécondé 
difpolition. 

Corollaire  II. 


198»  Par  conlèquent  on  peut  trouver  par  le  moyen  des  for- 
mules / = t/[x-|,&j  = Dx  —~g*—  j les  valeurs  des  ter- 
mes du  dernier  rang  parallèle  , ou  de  tel  autre  rang  paral- 
lèle qu'on  voudra. 

i°.  Le  terme  de  chaque  rang  de  la  fuite  des  unités  étant 
toujours  1 , pour  avoir  le  dernier  terme  de  la  fécondé  fuite 
ou  du  premier  ordre  , qui  eft  toujours  égal  à la  fdmme  des 
termes  de  la  première  fuite  ou  des  unités , il  faut  fubftituer 
dans  s — D x F , 1 à la  place  de  D , l’expofant  de  la 
première  fuite  1 â la  place  de  £ ; & l’on  aura  pour  la  fournie 
des  unités,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  pour  la  valeur  du 
dernier  terme  du  premier  ordre,  s = 1 x ~ 

1".  Dans  le  fécond  ordre  ou  dans  la  troifiémc  fuite, .le 
nombre  des  termes  eft  moindre  d’une  unité  que  celui  de  la 
fuite  precedente , ainfi  c’eft  n — 1.  Le  dernier  terme  de  la 
troifiéme  fuite  eft  égal  à la  (bmme  des  termes  de  la  féconde 
moins  le  dernier  terme  de  la  fécondé  qui  eft  exclu  de  cette 
fomme  : on  vient  de  trouver  que  le  dernier  terme  de  la 
féconde  eft  1 x ■’ . Ainfi  pour  avoir  le  dernier  terme  de  la 
troifiéme  fuite,  il  faut  trouver  la  fomme  de  la  féconde  fuite 

F f f 
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dont  on  connoît  le  nombre  des  termes  n — i,  le  terme  i x ~ 
qui  fuit  le  dernier  terme  , & l'expofànt  qui  eft  1.  Il  n’y  a 
qu  a fubftituer  dans  la  formule  r = 4 x £ , ixfàla  place 
de  J[ , n — i à la  place  de  n , & i à la  place  de  E J & l'on 
aura  pour  la  valeur  du  dernier  terme  de  la  troilîéme  fuite 


3".  Dans  le  troifiéme  ordre  on  trouvera,  par  un  fèmblable 
raifonnement , que  le  dernier  terme  du  troificme  ordre  eft 
égal  à la  fomme  du  fécond  ordre  moins  fon  dernier  terme 
qui  eft  1 x f x ; que  le  nombre  des  termes  eft  » — 1 > 
& que  l’expofànt  du  troilîéme  ordre  eft  3.  Ainfi  en  fubfti. 
tuant  dans  s ~ ix"x  à la  place  de  J[t  n — x 

à la  place  de  n , 8c  3 à la  place  de  £,  on  trouvera  que  le  der- 
nier terme  de  la  quatrième  fuite  ou  du  troilîéme  ordre  eft 

1 *•  l x 1 X i • 

Formule  generale , qu'il  faut  bien  remarquer  pour  la  fuite. 

199.  Do  ù il  eft  évident  qu’en  continuant  à l'infini  la  fuite 
1 x f x —7—  x —7—  x — x x i-rJ-  x —7-^  , &c.  les 
produits  de  toutes  les  grandeurs  qui  la  compofent  pris  de 
fuite  depuis  la  première  1 , donneront  par  ordre  tous  les 
termes  du  rang  parallèle,  par  exemple  du  dernier  1,  j,  10, 
ro,  j,  i,  en  fubftituant  le  nombre  des  termes  5 à la  place 
de  n. 

Et  comme  le  nombre  des  termes  marqué  en  general  par  », 
reprelënte  tel  nombre  des  termes  qu’on  voudra,  il  eft  évi- 
dent qu’en  mettant  à la  place  de  n tel  nombre  qu’on  vou- 
dra , on  aura  de  fuite  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang 
parallèle  des  fuites  qu’on  voudra  j & que  cette  fuite  eft  une 
formule  generale  pour  les  trouver  tous. 

Avertissement. 

O n peut  concevoir  d’autres  difpoficions  des  fuites  gene- 
rales des  differens  ordres,  & des  fuites  des  nombres  de 
différons  ordres  , que  celle  qu’on  a mife  la  féconde  ; & 
même  on  peut  concevoir  d’autres  fuites  qui  naîtroient  de 
ces  fuites  par  la  multiplication  faite  par  ordre  de  chaque 
terme  d’une  fuite  par  lui-même,  ou  par  le  ternie  qui  le  pré- 
cédé ou  qui  le  fuie  immédiatement  dans  la  même  fuite , ou 
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qui  s’en  pourroient  former  de  beaucoup  d’autres  maniérés, 
qui  peuvenc  avoir  plufieurs  ufàges  : mais  comme  l’on  n’a 
befoin  ici  que  de  ce  qu’on  a démontré  de  ces  fuites  dans 
leur  première  & dans  leur  fécondé  difpofîtion  , il  eft  inutile 
de  prolonger  cette  digrelïion  de  ces  autres  fuites. 


IOO.  Application  de  la  formule  generale  ixfx-'-'-x  - x - ~ L x 
-m  7—  x -*  &c.  à la  formation  des  puijfances  de  Lt  fomme 

ou  de  la  différence  de  deux  grandeurs  reprefentees  par  a -t-  b, 
ou  a — b. 


Table  de  la  formation  ordinaire  des  puiflànces  de  la  fommt  ou  de 
la  différence  de  deux  grandeurs  reprefentees  par  a ■+■  b,  ou  a — b. 


•+•  1 b 

f Ait 

îab 

1 bb 

ie  puiflànce. 

1 a * 

3 aab 

-v-  3 abb 

+ 1 b> 

j»  puiflànce.- 

la* 

-t-  àra’b 

H- 6 A«bb 

•+•  \a  b'' 

I b' 

f puiflàn 

la ’ 

-1-  y a' b 

-+- I04'tij-l-io<i4i'j-»-  jub* 

•+•  1 b 5 

5' puiflànce. 


Il  n’y  a qu’à  mettre  pour  les  puiflànces  de  a — b,  le  ligne  — 
devant  tous  les  termes  pairs  dans  lefquels  les  dimenfions 
de  b font  en  nombre  impair,  c’eft  à dire  devant  les  féconds , 
les  quatrièmes  , les  lîxiémes  termes , Sec. 


Remarque. 

ZOI.  Si  l’on  fë  rend  familière  la  formation  ordinaire  des  puiflan- 
ces  de  deux  grandeurs  a ■+■  b , ou  a — b,  on  verra  claire- 
ment , i°  que  les  puiflances  de  a font  feules  fans  b dans  le 
premier  terme  5 que  la  puiflànce  de  a diminue  par  ordre 
dans  chaque  terme  qui  fuit  le  premier,  d’un  degré  i & que  b 
eft  toujours  linéaire  dans  le  fécond  terme,  & augmente  par 
ordre  dans  chaque  terme  fuivant,  d’un  degré. 

Ainfî  fuppolânt  que  l’expofant  de  chaque  puiflànce  à 
laquelle  on  peuc  élever  a -t-  b ou  a — b,  eft  rcprcfênré  en 
general  par  »,  les  produits  des  lettres  a Sc  b dans  chaque 
terme  feront  par  ordre  a\ a~'b}  a~lbb,  a"~'b\an~*b* .Sic. 

Fff  ij 
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2°.  On  verra  clairement  que  les  nombres  qui  font  les 
coéficients  des  termes  de  chaque  puiflànce , par  exemple 
i,  2,  i,  de  la  leconde  * i,  },  3, 1,  de  la  troifiéme  ; 1, 4,  6, 4, 1, 
de  la  quatrième  ; 1 , f , 10 , 10 , j,  1 , de  la  cinquième  , &c. 
fonc  exactement  les  termes  de  chaque  rang  parallèle  de  la 
féconde  difpoficion  des  fuites  des  nombres  des  differens  or- 
dres, & que  l’expofant  du  degré  de  chaque  puilïance,  par 
exemple,  l’expofant  z de  la  féconde,  l’expofant  3 de  la  troi- 
fiéme,  &c.  eft  exa&ement  le  nombre  des  termes  qui  defigne 
le  rang  parallèle  qu’il  faut  prendre  pour  avoir  les  coéficients 
de  la  lcconde  puiffance,  de  la  troifiéme,  de  la  quatrième, ôcc. 

Corollaire. 

lOZ.  Par  confequent  n reprefentant  ce  nombre  des  termes  dan* 
la  formule  1 x y < "7t  x ■— f 1 &c.  qui  fért  à trouver  les 
termes  de  chaque  rang  parallèle , n reprefentc  auflî  le  degré 
de  la  puiflànce , puifque  le  degré  de  la  puiflànce  eft  égal  au 
nombre  des  termes. 

Ainfi  pour  élever  a-*-  b a quelque  puiflànce  que  ce  puiflè 
être , reprefentée  en  general  par  »,  le  coéficient  du  pre- 
mier terme  de  la  puiflànce  a -+■  b'  fera  égal  à 1 , Je  fécond 
à 1 xÿ,  le  troifiéme  à 1 x f * le  quatrième,  1 x f x K 
■ifi  ; le  cinquième , 1 x f x x jl=±  x jl=_L  ; & ainfi  de 
fuite  : ce  qui  donne  la  formule  generale  fuivante. 


2.O3. 


Formule  generale  four  élever  la  femme  ou  la  différence  de  deux 
grandeurs  a-t-b  ou  a — b à une  fuiffance  quelconque. 

fT+b*  ==  1 a"  -4-  1 x f a"-'i  ■+•  1 x f x JL=J-a"-lbb  + ixfx 
JLpi  x JL-AV-W  H-  IX  f x X -Ï^A.  X 

+.\  x a x-*-—  x -~a  x JL=J-x  a^±aa~sb'  i & ainfi  à l’infini. 
11  n’y  a qu’à  mettre  le  figne  — devant  tous  les  termes  pairs, 
le  fécond,  le  quatrième , le  fixiéme , &c.  & l’on  aura  la  for- 

_ ■ - — o 

mule  de  a — b • 

On  peut  négliger  l’unitc  par  où  commence  chaque  cocfi- 
cient , l’unité  n’apportant  aucun  changement  dans  les  pro- 
duits. 

On  èlevera  par  le  moyen  de  cette  formule  generale,  la 
fomme  ou  la  différence  de  deux  grandeurs  à telle  puiflànce 
qu’on  voudra,  par  exemple,  à la  féconde  puiflànce  donc 
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l’expofant  eft  2 , à la  troifiéme  dont  l’expofânt  eft  3 , &c. 
en  iubftituant  dans  la  formule  l’expofanr  de  cette  puiflance 
à la  place  de  n,  6c  la  première  grandeur  à la  place  de  a , Sc 
la  féconde  à la  place  de  b i & l'on  aura  la  puiflance  que  l’ou. 
cherche. 

104.  Quoique  la  formule  fôit  infinie , elle  donne  pourtant  la 
puiflance  finie  de  la  fomme  ou  de  la  différence  de  deux 
grandeurs  j pareeque  tous  les  termes  infinis  de  la  formule 
qui  fuivent  ceux  qui  ont  fêrvi  à trouver  la  puiflance  que  l’on 
cherchoit  , deviennent  égaux  à zéro  , chacun  contenant 
parmi  fés  coéficients  une  grandeur  égale  à zéro.  Par  exem- 
ple, quand  on  éieve  parla  formule,  a b à la  troificme 
puiflance  , apres  avoir  trouvé  par  les  quatre  premiers  ter- 
mes de  la  formule,  la  puiflance  a ’ -+-  3 aab  •+■  3 abb  -h  b 1 , le 
cinquième  terme  & les  autres  fuivans , contiennent  tous 
parmi  leurs  coéficients  la  grandeur  n — 3 = 0,  qui  rend 
tous  ces  termes  égaux  à zéro  ; puifqu’une  ^andeur  étant 
multipliée  par  zéro,  le  produit  eft  zéro. 

Corollaire. 

10 J.  Si  l’on  férend  familière  la  formation  des  puiflances  de  trois 
grandeurs  a b ■+■  ci  de  quatre  grandeurs  a-*-b-t-c-*-di 
de  cinq  grandeurs  ,a  + i + £ + 2+<,&  ainfi  à l’infini,  on 
verra  clairement  que  dans  chaque  puiflance,  par  exemple 
dans  la  quatrième , la  quatrième  puiflance  des  deux  pre- 
miers termes , qui  eft  a'  -h  4 a'b  ■+■  Gaabb  4 ah'  -4-  £4,  peut 

fervir  de  formule  particulière  pour  trouver  tous  les  termes 
de  la  quatrième  puiflance  de  f>  c , de  a b -+■  c ■+•  d, 
de  a-*- b -k-  c d e , &c. 

Car  après  avoir  trouvé  la  quatrième  puiffance  des  deux 
premiers  termes  a ■+•  b , il  n’y  a qu’à  fuppofer  que  les  deux 
premiers  termes  a-*- b font  reprefentés  par  a.  & le  troi- 
fiéme c par  b i & fiippofant  que  a*  dans  la  formule  particu- 
lière a 4 ■+•  4 a'b  -+-  Gaabb  -+•  4 ab'  b‘,)  reprefente  la  quatrié-  ^ 

me  puiflance  de  a-t-b  déjà  trouvée,  le  fécond  terme  \a'b 
marquera  qu’il  faut  prendre  quatre  fois  la  troifiéme  puif- 
fance de  a •+•  b reprefentée  par  a' , & la  multiplier  par  c 
reprefenté  par  b > le  troifiéme  Gaabb  marquera  qu’il  faut 
prendre  fix  fois  la  féconde  puiflance  de  a ■+■  b reprefentée 
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par  aa,  8c  la  multiplier  par  la  fécondé  puiflance  de  c repre- 
lentee  par  &b>  8c  ainfi  de  fuite. 

Apres  avoir  ainfi  trouve  la  quatrième  puiflance  de  a •+■  b 
-+-  c , il  faut  luppolèr  a ■+■  b c reprefentéc  par  a , 8c  la  4e 
grandeur  reprelentée  pari;  8c  que  la  quatrième  puiflance 
de  a -+-  b c eft  reprelencèe  dans  la  formule  particulière 
par  a* , le  fécond  terme  4^  i marquera  qu’il  faut  prendre 
quatre  fois  la  troificme  puiflance  de  a b c reprelentée 
par  a\  8c  la  multiplier  par  d reprelentée  par  b.  Le  rroifieme 
terme  l uiulb  marquera  qu'il  faut  prendre  fix  fois  la  fécondé 
puiflance  de  a ■+•  b -t-  c reprelentée  par  aa>  6c  la  multiplier 

fiar  la  lêconde  puiflance  de  i reprelentée  par  bb  ; 8c  ainfi  à 
'infini. 

Il  en  efl:  de  même  de  toutes  les  autres  puiflànces. 

Or  comme  chaque  puiflance  particulière  de  deux  gran- 
deurs a -t-  b fert  de  formule  particulière  pour  trouver  la 
même  puiflàn^  de  trois  grandeurs,  de  quatre,  de  cinq, 
de  fix,  & ainlrà  l’infini,  d^  même  la  formule  generale  a" 


■t-j a"~'b  +fx  an~lb\  Scc.  de  toutes  les  puiflànces  de 
deux  grandeurs  a b,  fert  à trouver  la  formule  generale 
de  toutes  les  puiflànces  de  tant  de  grandeurs  qu’on  voudra, 
& d’une  fuite  infinie  de  grandeurs.  Et  comme  il  fuffit  de  lé 
rendre  bien  familières  les  formations  particulières  des  puif- 
fànces  de  deux  grandeurs , pour  trouver  par  ces  puiflànces 
de  deux  grandeurs  les  mêmes  puiflànces  de  trois,  de  quatre, 
& d’une  luite  infinie  de  grandeurs , il  fuffit  de  même  de  le 
rendre  bien  familière  la  formation  generale  de  toutes  les 
puiflànces  de  deux  grandeurs,  pour  trouver  foi-même  la 
formule  generale  des  puiflànces  de  trois,  de  quatre,  de  cinq 
grandeurs,  6c  d’une  luire  infinie  de  grandeurs.  Ainfi  il  fuffit 
de  mettre  ici  cette  formule  generale  comme  un  Corollaire 
de  la  formule  generale  des  puiflànces  de  deux  grandeurs, 
& il  efl:  inutile  d’ajouter  un  long  difeours  pour  faire  conce- 
voir la  formation  de  cette  formule  generale. 


( Voyés  la  Table,  dont  voici  le  lieu.  Art.  20 6.  J 

Les  formules  generales  de  la  Table  fervent  â élever  une 
fuite  donnée  de  grandeurs  à telle  puiflance  que  l’on  voudra, 
en  lubflituantdans  les  formules  l’expolàntde  cette  puiflànce 
à la  place  de  n ; la  première  grandeur  de  la  fuite  donnée  à 


1 
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la  place  de  a ; la  fécondé  à la  place  de  b,  Scc.  l'inconnue  don- 
née à la  place  de  l’inconnue/,  &c. 

Avertissement. 

V_/ES  formules  generales  peuvent  fervir  à clever  deux  gran- 
deurs, ou  une  luire  infinie  de  grandeurs  , non  feulement  à 
une  puiflance  quelconque  , donc  l’expolànt  eft  un  nombre 
entier  pofitif,  comme  on  l’a  démontré  jufqu’ici , mais  en- 
core à une  puiflance  quelconque , dont  l’expofant  eft  un 
nombre  entier  négatif,  & à une  puiflance  quelconque,  donc 
l'cxpofànt  eft  un  nombre  rompu , foie  pofitif,  foie  négatif. 
On  va  donner  une  démonftrarion  particulière  pour  le  cas 
où  l’expolant  eft  un  nombre  entier  négatif,  &c  enfiiite  on  le 
démontrera  par  la  première  méthode  du  fécond  Problème* 
pour  les  cas  où  l’expolànt  de  la  puiflance  eft  un  nombre 
rompu,  pofitif  ou  négatif i & on  mettra  ces  derniers  cas 
pour  fervir  de  je,  6'  & de  7e  exemples  du  Problème. 

Il  faut  remarquer,  comme  on  l’enfeigne  dans  l’Algebre } 
que  jr  fe  marque  ainfi  fe  marque  ainfi  â^~b~' } 

| y I __ j 

— -,  fe  marque  ainfi  a 1-  b x * c j & en  general 
!ë  marque  ainfi  a-*- b ”• 

* b 

D’où  l’on  voit  qu’un  expolànt  négatif  marque  que  la 
puiflance  de  la  grandeur  dont  il  eft  l’expofant , eft  dans  le 
dénominateur  d’une  fraélion. 

Il  faut  aulfi  remarquer  que  les  incommenfiirables  fe  mar- 
quent comme  les  puiflances,  & leurs  expofans  font  des  nom- 

I X_ 

bres  rompus.  Par  exemple  Va  = al  -,  s l/ay 

t=  a^/ay  = a ' 

am  m_i 
•k—  =<*  " 

y/a 

T roifième  propifition , qui  contient  les  principes  ou  Problèmes  qui 
fervent  à démontrer  que  les  formules  generales  qui  precedent , 
s’étendent  aux  put  fonce  s de  deux  grandeurs , ou  dune  Juite 
infinie  de  grandeurs , dont  P expo  font  ejt  un  nombre  entier  négatif 

Pour,  trouver  la  fuite  infinie,  qui  eft  la  valeur  de 


. r 1 m I 

y iV‘l  =*ai  -/fa 


1 ny  ^ ir 

y/ a = a 


& ainfi  des  autres. 


* Hh  b 


4i  r Analyse  démontré' e. 

= a b ~ 1 , de  = a b ’ , de  — = 

a -4-  b , 8cc.  il  faut  faire  les  operations  fuivantes. 

i°.  Il  faut  partager  a -t-  b 1 h-  bb  en  deux 

grandeurs,  dont  la  première  eft  aa-4-ab,  la  fécondé  ab  -t-  bb- 

11  faut  de  même  partager  a + b'  — a'  yaab  ■+■ }abb  ■+•  b' 
en  <<'  -+-  ia ab  -4-  ubb , & -+-  aab  labb  -h  b'. 

Et  de  même  a b*  — a'  -t~  4 a' b -+-  6aabb  -+-  4 aby  ■+■  b* 
en  4*  ■+■  la' b -4-  laabb  -+-  ab' , & •+*  •+•  3<*ii  b * ; 

& ainfi  des  autres  puiflànces  fei,vances. 

Pour  faire  ce  partage,  il  faut  que  la  fécondé  partie  ou 
grandeur  étant  le  numérateur  d’une  fradion,  & la  première 
le  dénominateur , cette  fradion  foit  égale  â 7 } ce  qui  eft 
poffible  dans  toutes  les  puiflànces  de  a -+-  b ou  de  a — b. 

Il  faut  enfuite  divilér  l’unité  par  aa  lab  ■+-  bb  dans  la 
féconde  puiflancc  , par  a ’ -1-  3 aab  3 abb-4-b*  dans  la  troi- 

fîéme,  8c  ainfi  des  autres , en  prenant  pour  première  partie 
du  divifeur  la  première  grandeur,  8c  pour  la  fécondé  partie 
du  divifeur  la  féconde  grandeur,  qu’on  a déterminées  ci- 
defïûs. 

Cette  divifion  donnera  des  quotiens  qui  auront  des  ter- 
mes à l’infini,  8c  tous  ces  termes  feront  des  fradions. 

i°.  II  faut  faire  fur  chacune  de  ces  fradions  ce  qu’on  a 
fait  dans  la  première  operation,  c’eft  à dire,  divifer  le  nu- 
mérateur par  le  dénominateur  , prenant  le  feul  premier 
terme  du  dénominateur  pour  première  partie  du  divifeur, 
8c  tous  les  autres  termes  au  dénominateur  pour  la  fécondé 
partie  du  divifeur. 

Tous  les  quotiens  qu’on  trouvera  à l’infini  de  ces  fécon- 
des divifions , contiendront  des  termes  qui  étant  ordonnés 
de  fuite  les  uns  fous  les  autres , donneront  des  fuites  dont 
on  trouvera  les  femmes  par  le  moyen  des  feires  qu’on  a 
démontrées  ci-dcffus. 

30.  En  trouvant  les  femmes  de  cloaque  colonne  de  ces 
fuites  par  les  méthodes  des  fuites  précédentes , on  aura  la 
fuite  infinie  qui  exprime  la  puifTance  que  l’on  cherche. 

Ceci  s’éclaircira  par  les  operations  fuivantes. 


Pour 
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Pour  la  fécondé  puiffltnce . 

Pour,  trouver  la  fuite  égale  à ===ri  = a -+•  b — 
— — ^ t x°,  il  faut  partager  le  dénominateur  ou  divi- 
feuT  aa  lab  ■+■  bb  en  deux  parties , dont  la  yecmcrc  eft 
aa  •+-  ab,  la  fécondé  ab  -4-  bb,  de  maniéré  que 


Il  faut  divifer  i par  aa-*-ab,  - t-ab •+•  bb,  en  prenant  aa  •+■  a b 
pour  la  première  partie  du  divifeur , & ab  *+-  bb  pour  la 

cconde.  ab , ab +■  bb , divifeur. 

Grandeur  a 
divifer.  * 

1"  refte,  — * ; 


bb 

' *»-*-*'* 


b' 

’ »'  ■+■  » 'b  ' 


■ A*  b 


&c- 


*'  refte, 

5'  refte,  1 ;r 
4e  refte , ■+■  * 77 


* . 

que  U gran- 
deur que  cette 
marque  pré- 
cédé , ejl  ef- 
fet et  e. 


En  divifant  1 par  aa  -4-  *£,on  trouvera  le  quotient  , 

enfuite  il  faut  multiplier  ce  quotient  par  la  fécondé  partie 
du  divifeur , & l’on  aura  = f 5 & comme  il  faut 

fouftraire  ce  produit  de  la  grandeur  à divifer,  il  faut  écrire 
le  premier  refte  j-  au  nombre  à divifer  avec  le  ligne  — . 

Il  faut  enfuite  divifer  ce  refte  — j-  par  la  première  partie 
du  divifeur  aa  ab , & l’on  aura  le  quotient  — , 

c’eft  le  fécond  terme  du  quotient. 

11  faut  multiplier  par  ce  quotient  la  fécondé  partie  du 
divifeur  ab  ■+■  bb,  & l’on  aura  — #=£  = q«'»l  faut 

ôter  de  la  grandeur  à divifer,  & l’on  aura  le  1*  refte 

En  continuant  la  divifion  , on  trouvera  un  quotient  qui 
aura  une  infinicé  de  termes,  qui  font  ceux  que  l’on  voit  ici 
marqués  au  quotient. 

Il  faut  prendre  par  ordre  chaque  terme  du  quotient, 
& trouver  par  la  divifion  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur, la  fuite  infinie  qui  #n  eft  le  quotient,  c’eft  à dire,  qui 
eft  la  valeur  de  la  fraftion  qui  forme  ce  ccrme.  On  appel- 
lera cela  réduire  chaque  terme  en  la  fuite  infinie  qui  en  eft 

GS§ 
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la  valeur.  On  trouvera  , en  faifanc  ces  divilîons , que  le 
*“  terme  irU  & réduit 


1 C V 

le  1 r— — > 

4*  -4-  »*4 

bb 

•4-Tïî 


le  3e  •+- 


le  4' 


«f  -4-  44£ 

S’ 


le  6e  — 


en 

en 

en 

en 

en 


«• 


_4> 


**  - 

&C. 


4»  4»  ^ 4*  4»  0CC- 

b‘  . b • il  - 
“TT  + ir—  7T&c- 

“ S-&C. 

-y  &C. 


Ce  qu'on  peut  continuer  â l’infini. 

En  prenant  la  fomme  de  chaque  rang  perpendiculaire , 


on  aura 


— a -b-i  = -1 


xb 

TT 


\bb 


-~7~  &C.  ou  , ce  qui  cil  la  meme  choie,  ia~L 

ia~  'b  ■+-  3 a~*bb  — 4.1“ ,6i  -+-  6 b*  — 6a~  1b<'  &CC. 


Pour  la  troifîcmt  puijjance. 


Pour  trouver  la  fuite  qui  efl:  égale  à — 1 - , = * + b ’ 

«■4 - l> 

“ «I  \t»b  -4-  )*bb  -b-  il  » 1°,  après  avoir  partagé  a'1  -b-  ia.ib 
labb  -+-  & en  deux  parties  a'  iaab  abb7  -+-  aab-b-  labb 
■+■  b' , qui  font  telles  que  7 = 7 , il  faut  divilêr 

l’unité  par  le  divileur  a s -4-  laab  -4-  abb,  •+•  aab  -4-  zabb  -4-.  b\ 
en  prenant  la  première  de  ces  deux  parties  pour  la  première 
partie  du  divifeur,  8c  la  lècondc  partie  pour  la  fécondé  par- 
tie du  divileur,  & l’on  trouvera  que  le  quotient  efl  la  fuite 

I b , bb __  l> 

*r;  la  ai  -*>  *4  -+*  XA*b  + Â*l>k  4*  *f •2at*b  4»  dùbb  **  ■*•  ta  'b-*-**  b b 

■■  k- *= &c. 


**  ta’i 


• j'irù 


4V  jua&  *}bb 


1°.  On  réduira  par  ordre  chacun  des  termes  de  cette  fuite, 
en  la  fuite  infinie  qui  lui  efl  égale , ce  qui  fe  fait  en  divifanc 
le  numérateur  de  chacun  parfon  dénominateur,  en  prenant 
la  puiiïmce  de  a leule , comme  rfè  dans  le  premier  terme , 
a 4 dans  le  fécond,  6cc.  pour  la  première  partie  du  divifeur. 
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& le  refte  du  dénominateur  pour  la  fécondé  partie  du  divi- 
feur  i & l’on  trouvera  que 

fe  réduit  en  4 _ + A4  _ ^ 

•'  <r*  **  «!  »’ 


41  ~t-  i <m4  abb 

4 

44  -H  mi*  ajÜ 

bb 


tb' 


ÿ&c. 


» i^4i»  - 
*«. 


«'44 


-+■ 


jji'4-4-  a'H 

t « 


■ IA*  b -+*  a 'bb 
*« 


■ i*74  -4-  A* bb 
*« 


en 

en 

en 

en 

en 


ibb 


bh> 


. t4! 

' ' 


fb ' iî4‘ 


» 


1*1  _ 4*  £i* 


&C. 

&C. 


jS»  ti* ^4* 


4*‘ 


Ü._  , t*‘  Vr 

*'  7r  ^ “X. 


4* 

7< 


««  +V,,b  + Albb  en 

On  peut  continuer  cette  fuite  à l’infini. 

En  prenant  les  fommes  de  chaque  rang  perpendiculaire, 

• ; “ ^ T \b  f bb  ' 4 

on  aura 


S&c. 

£&C. 


ri 


/ “ * r \b 

a b =-r V 

7^4’ 

tfi*  *|4> 


io4t 

V 


4t-  &c.  ou  , ce  qui  eft  la  même  cho/ë , 

ia~i  — $a~*b  ■+•  6a~  5 bb  — io  a~6  b'  ■+■  ijrf"  7 A*  — na~sb< 

-+-  i8</“  9 b*  Scc. 

Pour  la  quatrième  Jmijfance. 

On  réduira  de  même  ^ = < 


■ — * 


i°,  en  la  fuite 
_4i_ 


A* 


4 a' L 6 •tJi/b  -+-4*1 b*  y i 

A 


-uyi>  +U*U'*-aU,1  ' 

-il 


■*'  î*1 4A  tait 

b* 


-H  V«'AA  ■+* 


— &r 

i°.  On  réduira  cnfuice 


- Ji 4}b  -f-  \aabb  ■ 
A 


- ja4£  -4-  }4  M -4-  Mal 

b h 


en 


en 


Ji 

A 


*4-  5**6^  -4- 

L1 en 

*1  j M*b  -4-  ja5M  -4“  *4£J 

44 en 


• 1*’4  -4-  54*44  -4-  *'b> 

4* 


en 


-4-  44i 

i ^ il7-*- 

î*1  A 

r • 

+ WM  t- 

*«»Aî 

eh  h 
' a/ 

10  A* 

A* 

-4- 

W>* 

a* 

il/.» 

«» 

&c. 

■9 

AA* 

-4- 

10A4 

~ 

If4* 

4* 

&c. 

A4 

A® 

U,‘ 

4* 

-4- 

6h* 

~ 

loi» 

4»- 

&c. 

41 

47 

-+- 

U4 

71  ~ 

ai 

4» 

&c. 

A4 

Âr  “ 

U» 

A» 

&c. 

— 

.P. 

M* 

&c. 

» -+-  j»*4  -4-  J4!44  -4-  4'4< 

On  peut  continuer  cette  fuite  à l’infini.  G g g ij 
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En  prenant  les  fommes  de  chaque  rang  perpendiculaire, 
on  aura  =1—  = * -+-  b +=  -V  — 4 -+-  ^ h- 

a ~ir  b*  4»4  a a 

• — =irf-4  — b ■+■  ioa~  (bb  — io»_7P 


'35* 


-8  i4 


^Ga~9b'  Sic. 


On  trouvera  de  meme  que  — 1 — - — a+-  b * 

— # -*■  ^ ^ ^ &c-  o“,  « qui  eft 

la  même  chofe,  ia~s  — j a~(b  +■  t]a~7bb jj a~*b 

' 9 b * — n 6a~10b'  8cc. 


70  a 

f 


. ~ * 


-,  = a b =-V  — iA-t-ilM.  I£Ü 

* **  4*  *•  f* 


— AüiL  &c.  ou,  ce  qui  eft  la  m ême  chofe,  ta ~ 6 — 6a~7b 
-f-  ua~ibb  — $6a~9b'  -t-  ïi6a~,0b 4 — ij ia~llb'  Sic. 

On  peut  continuer  ces  operations  fur  la  feptieme  puiflàn- 
ce , la  huitième , 8cc. 


R E M A r.  q^u  E s. 

I. 

109.  Apae's  s’être  rendu  ces  operations  très  familières,  on 

verra  clairement  que  le  premier  terme  de  la  fuite  contient 
dans  la  fécondé  puilfance,  feulement  a~ 1 ; dans  la  troific- 
me,  a~'  ; dans  la  quatrième,  a ~ 4 , Sec.  Se  que  dans  les  ter- 
mes fuivans  la  puiflince  de  a , dont  l’expofant  eft  toujours 
négatif,  augmente  par  ordre  d’un  degré  dans  chaque  terme 
fuivant;  que  b eft  linéaire  dans  le  fécond  terme  de  la  fuite, 
& que  les  puiflànces  de  b , dont  l’expofant  eft  toujours  pofi- 
tif,  augmentent  par  ordre  d’un  degré  dans  chaque  terme 
fuivant.  n 

Ainfi  les  puiflànces  d ea+*  peuvent  être  marquées 

en  general  par  a~a,  a~"~‘b,  a~tt~1b\  Sec. 

IL  * 

110.  Que  les  coéficients  de  chaque  terme  font  par  ordre  les 
» „ termes  du  fécond  rang  parallèle3*1  de  la  première  difpofition 

des  fuites  1,  1, 3, 4,  5,  6, 7,  Sec.  dans  la  fécondé  puiflince  ; 
ceux  du  troifiéme  rang  parallèle,  1, },  6, 10, 15,  xi,  18,  dans 
la  troifiéme  5 ceux  du  quatrième  rang  parallèle,  1 , 4 , i°, 
10,  3j,  j<5,  84,  & c.  dans  la  quatrième  ; ceux  du  cinquième 
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rang  parallèle,  r,  j,  iy , 35,  70, 1 16,  zio,  Scc.  dans  la  cin- 
quième j & ainfi  de  fuite  : de  manière  que  l’expofant  1 de  la 
fécondé  puiflànce,  marque  qu’il  faut  prendre  pour  les  coéfi- 
cients  de  la  féconde  puiflànce,  les  termes  du  fécond  rang 
parallèle  ; l’expofant  3 de  la  troifiéme  , marque  qu’il  faut 
prendre  de  fuite  pour  les  coéficients  de  la  troifiéme  puiflàn- 
ce,  les  termes  du  rroifiéme  rang  parallèle  ; & ainfi  de  fuite. 

Ainfi  fuppofant  que  n reprefente  en  general  le  degré  de 
chaque  puiflànce,  l’on  a démontré  dans  Ta  première  difpofi- 
tion  des  fuites,*  que  x x ~ x x x &c.  eft  une  * i?j. 
formule  qui  fait  trouver  par  ordre  les  termes  de  chaque 
rang  parallèle  j fçavoir,  1 eft  le  premier  terme  de  chaque 
rang  parallèle,  1 x ÿ eft  le  fécond  terme,  ixf  x y-i  eft  le 
troifiéme  terme,  & ainfi  de  fuite  5 l’on  peut  négliger  dans 
chaque  terme  l’unité,  qui  n’apporte  aucun  changement  dans 
les  produits. 

Par  conféquent  la  fuite  ix-'  x x -ïyi  x —à.  &c. 
fera  trouver  les  coéficients  des  termes  des  fuites  égales  à 

a-*- b , * b , a ■+■  b , Sic.  1 eft  le  coéficient  du 
premier  terme  -,  " reprefénte  le  coéficient  du  fécond  terme  i 
f x =7*-  reprefénte  lç  coéficient  du  5'  terme  ; x x 
reprefénte  le  coéficient  du  4e  terme  j f x s-yL  x iLri  x ïy1 
reprefente  celui  du  jc  terme  j Si  ainfi  de  fuite.  U n’y  aura, 
pour  trouver  ces  coéficients,  qu’à  mettre  1 à la  place  de  n 
pour  la  fécondé  puiflànce,  3 à la  place  de  n pour  la  troifiéme, 

& ainfi  de  fuite  , & rendre  négatifs  les  coéficients  des  ter- 
mes pairs,  c’eft  à dire  du  fécond  , du  quatrième,  du  fixié- 
me,  Sic.  fuivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  operations 
précédentes.  * * 10*. 

III. 


lll. 


iU. 


Quand  \\f  z a-*-  b , a -+-  b , &c.  les  coéficients  des 
termes  pairs , c’eft  à dire  du  fécond  , du  quatrième , du 

fixiéme,  &c.  font  négatifs,  & ils  féroient  pofitifs  s’il  y avoir 

I i 4 

a — b , a — b , a — b , Sic. 

I V. 

La  fuice  de  chaque  puiflànce  eft  toujours  infinie,  quand 
l’expofant  eft  négatif. 

G g g iij 
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Corollaire, 

Ci  t.n  ,«'<»  mtMnt  - n «J™  *_*  » 

dM,  U ,.m.h  îit-'i'  ta 

£ for, mie  dcvscnt  la  formule  generale  des  pu  fiances  de 

fifififf  ' > dont  l'expofant  eft  négatif 

il  3.  V N mettant  dans  U formule  generale  i*"  + '*  + T * 

&c  — * » àla  place  de  -4- b,  J eft  évident, 

,4-0,1  trouvera  lesmêmes  puiflànccs  de  * & de  b,  qui 

* io9.  conviennent  à a-*- b Par  la  première  ^ 

Que  les  coéficicnts  feront  les  memes  que  ceux  de 

• iTÎ  - " a.  la  fcconde  & tro.Sénte 

su.  fin  le  coéfi.icot  du  premier  terme  — 7 Iccoehacnt  ou 
ftcond  °c,me , qui  doit  être  négatif  par  la  tro, Sente  renur. 

* „ n^j  eft  le  même  que  le  troificme  coen- 

' ?“n‘t  • « il- , puiVqûe  les  deux  grandeurs  négatr.es  - a * 

1 Lk  , donnent  le  même  produit  poOt.f  que  les  deux 
exfrtvpq  x ir  A.  Il  eft  évident  que  1 on  trouvera  de  meme 
P°  1 , 1 -c  ;ents  de  la  formule  general#  lêronc, après  avou- 

ai! Il  A la  place  de  + »,  les  déficients  marques  dans  la 

la  formule  generale  f * . elle  fera  la  formule 

&c.  — «a  la  place  de  -+-w,cuc  _u 

generale  pour  trouver  toutes,  les  puilïances  de  u 

-Î^KSÊEESS 

* 108.  de  la  propofuion*  qui  précédé  ce  Corollaire , il  n ) q 
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continuer  les  divifions  dans  la  fécondé  puiflance  par  le  di- 
vifèur  entier  a*  -r-  xab  -r-bb-r-  tac  -h  ibc  cc  •+■  îad  -t-  i bd 
or-  icd  -+-  dd , &c,  après  avoir  déjà  trouve  les  quotients  qui 
conviennent  à la  première  partie  du  divilêur  aa  ■+■  iab èb, 
&c  continuer  de  fcmblables  divifions  dans  la  troifiéme  pui£ 
fanec,  la  quatrième,  &c. 

Avertissement. 

Afin  que  les  formules  pour  clever  deux  grandeurs  ou  une 
fuite  de  grandeurs  à une  puiilance  quelconque,  fôicnt  gene- 
rales en  toutes  maniérés,  il  refte  à démontrer  qu’elles  con- 
viennent auffi  à toutes  les  puiflances  de  deux  grandeurs  ou 
d’une  fuite  de  grandeurs,  dont  les  expofans  lont  des  frac- 
tions ou  des  nombres  rompds  pofitifs  ou  négatifs  J ou,  ce  qui 
eft  la  même  chofe  , qu’elles  fervent  aufli  à trouver  les  ra- 
cines quelconques  de  deux  grandeurs,  & d’une  fuite  infinie 
de  grandeurs.  On  démontrera  ces  derniers  cas  par  la  pre- 
mière mechode  du  fécond  problème , & on  les  prendra  pour 
des  exemples  de  ce  Problème. 


SECTION  IV. 

Où  l'on  continue  les  exemples  de  la  première  méthode  du 
fécond  Problème  : On  enfeigne  a appliquer  la  même 
méthode  aux  équations  qui  contiennent  des  différences  ; 
& l'on  explique  le  retour  des  fuites. 

A 

Exemple  V du  second  Problème. 

I J . T R OU  V ER  la  fuite  infinie  qui  exprime  la  racine  n de  a -+-  b, 
c'eft  à dire  , trouver  la  fuite  infinie  qui  efl  égale  à ^ a b 

= a -+-  b “. 

Il  faut  fuppofer  x — y'a-r-b  = a -+•  b". 

En  élevant  chaque  membre  de  cette  équation  à la  puifi 
lance  n , on  aura  x"  = a ■+■  b -,  Si  rranfpofant,  x “ — a — b 

La  queftion  fc  réduic  à trouver  la  fuite  infinie  qui  eft  la 
valeur  de  x dans  cette  équation  x — a — b =s  o.  Pour 
la  trouver, 


4to  Analyse  démontré’ e. 

i".  Il  faut  fûppofèr  x — c db-*-  ebb  -i-fb'  -+■  gb*  ■+•  hb ’ Sic. 
les  grandeurs  r,  d,  e,fg,  &c.  font  indéterminées. 

i°.  I]  faut  élever  chaque  membre  à la  puillànce  n par  la 
* 20 6.  formule  generale , * &i  liibftituer  la  valeur  de  jc“  à la  place 
de  .v”  dans  l’équation  x"  — a — b = o,  6c  l'on  aura  l’équa- 


tion changée  fuivante. 

O 


C*  i c'-'db-h  f x~Ca-'-ddbb  f x^î  x c*" W- 1-  f X==-'  x Ü=-'<r-*M 


■ ïca-'ebt-hj  x Af-V-Vr*' 

Y* 


-+-f  x-*-p-'  cu-te*6* 
•+■  i *JLfJ~ca~ldfbi 


-ib 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égale  à zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a beloin  pour  déterminer  les  grandeurs  indéter- 
minées r,  d,  e,f,g,  &cc.  i 

Par  la  première  c“  — = o , on  trouvera  c — a". 

En  fubftituant  la  valeur  de  c dans  la  féconde  f c"-Id — 1 

1—» 

==  o,  on  trouvera  /*=  --<*  ” . 

Subftituant  les  valeurs  de  c & de  d dans  la  3'  ^c"~'  e 


■+•  f x c"~  ldd  — o , on  trouvera  e = }x  •—  a 
Subflrituant  les  valeurs  de  c\  d,  e,  dans  la  4'  jca~'f  -+•  ” x 


x — T— c““  ’ d' , on  trouvera 


/= 


1 „ ' - » w 1-  m - 
- * ~ r=~  * ~ÜTa 


Subftituant  les  valeurs  de  c,d,e,  f,  dans  la  j'  ~ca  'g 


. x V/-s-  i x -ï—L c”-  - ” x f-'dde 

-f  x x x 4 d*  — o,  on  trouvera  g — }x 

1-4° 

— « I — X»  1 — f n A u 
i*  * * 4*  ^ * 

4“.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  c,  d,  e,f  g,  dans  x — c 

i’ 
C’eft 


db  -+-  ebb  -v-  fb'  ■+■  zb*  &c.  & l’on  aura  x — a b 

^jn 

' » AA  _i_  ± „ i- » 

ln 


x — , „ - x |-a  <1 


^ “ b*  &c. 
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C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit,  c’eft  à dire , c’eft  la. 


fuite  infinie  égale  à a-*- b ".  Ce  qui  itoit  propofî. 

R E M A R.  Q^U  E S. 

I. 

il 6.  S t l’on  fubftitue  \ à la  place  de  n dans  la  formule  gene 

__l  _ “U  U n J»— 1 Z . I»  ..  « — I . 0 ..  H — f . 


raie 


7ku  = a"  + ï*-'b  + ï 


'b'  Sic.  on  trouvera  exadement  la  fuite  qu’on  a 
trouvée  dans  le  cinquième  exemple;  par  confequent  la 
formule  generale  convient  à toutes  puiflânces  de  deux 
grandeurs , qui  ont  pour  expofant  une  fradion  dont  le  nu- 
mérateur eft  l’unité,  8c  le  dénominateur  tel  nombre  qu’on 
voudra. 

II. 


ïi-7.  On  trouvera  de  la  même  maniéré  la  fuite  infinie  qui  eft 

la  valeur  de  $ a *m=  a-+-br\  en  fuppofant  x = a-t-b  % 

ce  qui  donnera  x “ = a-*~  b • • 

On  fuppofcra  x — c -»■  db  ■+•  elb  -s-  fb'  &c.  les  grandeurs 
c , d}  e,  f,  font  indéterminées , 8C  on  prendra  la  valeur  de  x“ 
par  cette  équation. 

On  réduira  auffi  a -+»  b m en  la  fuite  infinie  qui  lui  eft 

égale.  

On  fubftituera  les  valeurs  de  xn,  a-*-  b dans  l’équa- 
tion x"  = a -t-  b , ce  qui  donnera  l’équation  changée. 

On  en  fûppofèra  chaque  terme  égal  à zéro  } & par  les 
équations  particulières  que  donnera  cette  fuppofition  , on 
déterminera  c,  d,  e,f,  8c c. 

On  fubftituera  les  valeurs  déterminées  de  c , d,  e , f.  Sic. 

m 

dans  l’équation  x = a-t-b"s=c-*-db-*-  ebb  •+•  / P 8cc. 

8c  l’on  aura  la  fuite  infinie  égale  à a b" , qu’on  trouve- 
ra être  exadement  la  formule  generale  a -t-  b — aa 
-*-~a"~lb  8 te.  après  avoir  fubftitue  dans  la  formule  gene- 
rale = à la  place  de  ». 

III. 

Zi8.  On  trouvera  de  la  même  maniéré,  en  cherchant  lesfui- 

H h h 
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tes  qui  font  les  valeurs  de  ■7-===  = a -\-b  ",  Sc  de  — - 

n m ^b 

= a b 11 , que  ces  fuites  font  exa&ement  îa  formule 
generale  de  a -t-  b , en  fubftituant  dans  cette  formule  — A 

a la  place  de  » dans  le  premier  cas,  & =-à  la  place  de  a 

dans  le  fécond  cas. 

IV. 


lip.  Il  faut  auflî  remarquer  qu’en  élevant  par  le  moyen  de  la 
formule  generale  , deux  grandeurs  reprelentées  en  general 
par  a •+•  b , à une  puiilance  quelconque , dont  l’expofant  eft 
marque  en  general  par  »,  on  peut  commencer  par  la  fécon- 
dé b,  comme  s’il  y avoit  b a de  maniéré  que  b fût  la 
première , & a la  féconde  ; & il  faut  choifir  celle  des  deux 
maniérés  qui  donnera  la  fuite  dont  les  termes  feront  les 
plus  commodes  pour  la  rcfblnrion  que  l'on  cherche. 

V. 

110.'  La  même  formule  generale  peut  fervir  à trouver  les  ra- 
cines quelconques  approchées  à l’infini,  ou  autant  près  qu’on 
voudra,  des  puidànces  numériques  imparfaites  ; il  n’y  aura 
qu’à  partager  la  puiflance  numérique  imparfaite  en  deux 
parties,  dont  la  première  foit  la  plus  grande  puiflance  nu- 
mérique parfaite  contenue  dans  la  puiflance  numérique  im- 
parfaite propoféc,  & la  fécondé  partie  foit  le  nombre  qui 
reftera , après  avoir  ôté  de  la  puiflance  imparfaite  propofèe 
la  plus  grande  puiflance  parfaite  qui  y eft:  contenue.  Il  faut 

enfuite  fuppofer  que  ÿ a b,  ou  a-*-  b1'  reprefente  la  puifl 
fancc  numérique  imparfaite  propofèe,  que  a reprefente  fi 

firemiere  partie , 8c  b la  fécondé  partie  -,  & que  A reprefente 
’expofànt  de  la  racine  qu’on  veur  extraire.  Il  faudra  enfin 
fubftituer  dans  la  formule  generale  à la  place  de  a,  b,  »,  les 
grandeurs  numériques  qu’elles  reprefentent  ; & après  les 
fubftitutions , l’on  aura  la  racine  approchée  que  l’on  cher- 
choit.  Ainfi  pour  trouver  la  racine  troifiéme  de  12 , on  fup- 

pofêra  a b 1 = 8 -t-  4 * , 8c  on  fubftituera  les  grandeurs 
numériques  à la  place  des  littérales  dans  la  formule  gene- 
rale. 
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Exemple  VI. 

T* ROV  VE  R la  fuite  infinie  qui  ejl  la  valeur  de  a-t-by-t-  evy 

I 

■+■  dy’  -+-  ey4  fy’  Scc.  u 

Jl  faut  fuppofer  x = a ■+■  by  cyy  ■+•  dy'  ey ' -+-  fy'  Scc.  “ 

Par  confequent  x"  = a by  •+•  cyy  -+•  dy'  a-  ey 4 fÿ  &c. 

En  tranfpofant  o ==  — x"  -+-a  by  -4-  cyy  -+-  dy-  Scc. 

La  queftion  fe  réduit  à trouver  ia  valeur  de  x dans  cette 
équation.  Pour  la  trouver, 

i°.  Il  faut  fuppolêr  x — g fy  iyy  •+•  bÿ  ■+■  ly 4 Sec. 

les  grandeurs  g,  b,  i,  k,  & c.  font  indéterminées. 

i°.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  x"  par  cetce  équation  en 
le  lèrvant  de  la  formule  generale, *&  lubftituer  cette  valeur  * i06. 
de  x'  à la  place  de  — -v"  dans  l’équation  o = — x"  -t-  a 
-4-  by  -4-  cyy  & c.  & l’on  aura  l’équation  changée  fuivanre. 

— - s"  - ” â"" 1 by  - î^-fii^by  - Y*¥,*îf1<r  ' ky-  Ahy 

- i g1'-'  iyy  -t  x x 

— Ha~'¥  — 

- T x -^gn- w 
-Tg—// 


•b-’-O y&c.  — -\-a  -4-  by  -4-  -+■  </y’ 

3°.  Il  faut  luppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  g,h,i,  k,Scc. 

Par  la  première  g"  = a , on  trouvera  g = a ". 

En  fubftituant  cette  valeur  de  a dans  la  féconde  -• 

I — n 1 * 

— b,  on  trouvera  h = ±a  “ b. 

En  fubftituant  les  valeurs  deg,/z,  dans  la  f ~g"~,i  = 

I — xn 

* — fx  -~--g~lhh  c,  on  trouvera  / — x ~ "a  “ bb 


En  fubftituant  les  valeurs  de  g , h,  i,  dans  la  4'  g ~ ’Æ  = 
— f x x -s-fi  g" - ’ — f x -tfi- g” - 1 ht  h h-  x/'  on  trou- 

1 — *n  I — iji 

vera  ^ + ^x  -if/-  x « “ b'  -y-  •’  x -ifi  a “ bc 

1 — fl 

H-irf  “ d. 


-a  ''  bc 


H h h ij 
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On  trouvera  de  là  même  maniéré  les  valeurs  de  /,de  p,Sic. 
4°.  Il  faut  fubilituer  les  valeurs  de  g,  h,  »,  fiScc.  dans  x=g 

— I 

~bby+iyy+  Æy’&c.&l’on  aura  x—a-^-ly-^cyy-^dy'  &c.n 


l X - — - 

» 1» 


rf  “ H-  A x i 


07 


— » I — tn  .n  /,  * 

x <t  try 

IB  J»  / 

1—  ln 

I I — » . u Z-.J 

» x — * bcy 

,_n 


ï*  " ÿ. 


Cf  qui  rfMÏ  propofe. 


Exemple  VII. 

2- TROWEK  la  fuite  infinie  qui  efi  la  valeur  de  ay  -t-  byy 

l_ 

•4-  cy‘  *+■  dy+  -h  ey'  &c.  “ 

I l faut  fuppofer  x — a y byy  -+-  efi  -+-  dy'  -+-  ey'  Sic.  " 

Par  confequent  xtt  =ay  ■+■  byy  -4-  cy'  -4-  d/  -4-  ey'  Sic. 

Et  tranfpofânt  o = — xa  -t -ay  •+■  byy  •+■  cy'  •+•  dy*  ey'  &c. 

La  queftion  fe  réduit  i trouver  la  valeur  de  x dans  cette 
équation.  Pour  la  trouver , 

i°.  II  faut  fuppofer  x = gy  -4-  hyy  -4-  iy'  ■+■  ky 4 •+•  ly'  Sic. 
les  grandeurs  g,  h,  »,  Sic.  font  indéterminées. 

«•  i".  Il  faut  prendre  la  valeur  de  x“  par  cette  équation  en 

* zo6.  fe  fervant  de  la  formule  generale, *&  la  fubftituer  à la  place 
de  — x°  dans  l’équation  o = — x"  -4-  ay  -t-  byy  &c.  8c  l’on 
aura  l’équation  changée  qui  fuit. 

— = _ gy  - f g“-' yn~'hyy C'y^xhhf  - f x ^ x 

b)* tec.=-^ay  -4-  byy  •+-  cy'  ■+■  dy*  gjc. 

Pour  donner  à cette  cqnation  changée  la  forme  qui  lui 
convient,  afin  que  les  puiffiances  de^,  prifes  de  fuite  y,  yy,  y' > 
y 4,  Sec.  en  diftinguent  les  termes,  il  faut  faire  en  forte  que 
y°  1 fe  trouve  dans  chaque  coéficient , en  confiderant 
qu’on  prend  pour  coéficients  toutes  les  grandeurs  qui  pré- 
cèdent dans  chacun  de  ces  produits  les  puiffances  yyyy,y't 
f >/>  &c-  de  l’inconnue j-,  qui  doivent  diftinguer  les  termes 
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de  l'équation;  & il  faut  qu’en  faifant  ce  changement,  chaque 
produit  ait  toujours  la  même  valeur,  & que  cela  ne  la  change 
point. 

En  faifant  ce  changement,  comme  on  le  voit  dans  l’équa- 
tion fuivante , on  aura  exactement  la  même  équation  chan- 
gée, qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  dans  la  feule  expref- 
fion , & les  termes  de  l’équation  feront  diftingués  par  les 
puiffances  y,yy,y',y*>y\  &c. 

- *" = -r'û—icy-'fyy-  - f x 

-7 g-'f-'if  -**  &c- 

-f  5“-'/"^ 

-t-  df  &c. 


■+-*}+-tyy->-C}'  Icc.  — -+-  a y 


b; 


cy> 


3°.  Il  faut  fuppofèr  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  oa  a befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  indétermi- 
nées g,  h,  iy  k,  &c. 

Par  la  première  de  ces  équations  jn~l£  — a,  on  trouvera 

S=*V^\  scgy=^f- 

En  fubftituant  la  valeur  de  g ou  de  g/ dans  la  fécondé 

5g‘~ly"~lh  — b,  °n  trouvera/;  = i a “ by  " . 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g,  h,  dans  la  3'  f g"-1/"-'* 
= — -J  x g"-lf-'hh  ■+•  r,  on  trouvera  / = 

i — m I - " i — n t — n 

H?*  “ bb,a 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g,  b,i,  dans  la  4'  f g n~tf'~tk 
— — v — Ix^g"'1/"^ 

i - 1 

-*-d,on  trouvera k = -+- } ix-ti” a " b'y  +;X 

I — in  1 --  n 1 — n 1 — n * 

“ bey  ” -4-1*  ” dy  “ . 

40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  deg.V^dans  x=gy  + by 
-4-  »y  ty*  -*-lÿ  &c.  & l’on  aura  x=(ty-t-byy-*-cy'- t-  <ÿ' 8cc.* 

X X I — n 1 1» n j — j n l-+-in 

= -Y  +14“^“  +IXJ5I  a~'~bbf“  -H 

I — n l-»i» 

H h h iij 
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1—4» 


I — î n 1*4* t n 


" + * x n *4/ 

1-1»  14-î8  1.— 1»  l**-4iv 


■***?-*  “ bcj  “ 

*+-£*  " ^‘T* 


+ “ bbtj  “ 

1—  tg  14-4IE 

u 


-t-**^*  “ Hj  “ 

I — «*  !»♦*  4n 

C’eft  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  ay  -+-  byy  -+-  cÿ  ■+•  dy'  &c.  “ 
Ce  qui  était  ptopofe. 


Remarques. 

I. 

iJ>3*  Il  faut  faire  fur  le  fixiéme  &:  le  feptiéme  exemple  les  mê- 
mes remarques  que  Ton  a faites  fur  le  cinquième  exemple , 
& l'on  verra  clairement  que  la  première  méthode  du  fécond 
Problème  étant  démontrée , les  formules  generales  pour 
élever  deux  grandeurs  & une  fuite  infinie  de  grandeurs  à 
une  puiflance  quelconque,  fontaulfi  démontrées  pour  tous 
les  cas  5 c’eft  à dire  , on  verra  clairement  qu’on  a démontré 
qu’elles  fervent  à élever  deux  grandeurs  &c  une  fuite  infinie 
de  grandeurs  à une  puiflance  quelconque , quelque  nom- 
bre qu’en  puifle  être  l’expofant,  foit  entier,  foit  rompu,  foie 
pofitif,  foit  négatif;  Sc  qu’il  eft  auflî  facile  d’élever  par  cette 
formule  deux  grandeurs  ou  une  faite  infinie  de  grandeurs 
à une  puiflance  fort  elevée , qu’il  efl  aifé  par  la  méthode 
ordinaire  de  les  élever  au  quarré  ou  à la  troiîiéme  puiflance} 
& qu’il  eft  auflî  facile  d’en  extraire  la  racine  quelconque, 
que  d’en  extraire  la  racine  quarrée  , puifqu’il  n’y  a qu’à  fub- 
lïitucr  dans  ce$  formules  generales  le  nombre  entier  ou 
rompu,  pofitif  ou  négatif,  qui  cft  l’expofant  de  la  puiflance 
qu’on  veut  trouver,  a la  place  de  n qui  le  reprefente,  & les 
grandeurs  donc  on  cherche  la  puiflance  ou  la  racine , à la 
place  des  grandenrs  a , b,  c,  &c.  des  formules  generales. 

On  verra  auflî  que  quand  l’expofant  de  la  puiflance  à la- 
quelle on  veut  élever  plufieurs  grandeurs,  eft  un  nombre  en- 
tier pofitif,  l’on  trouve  une  faite  finie  -,  mais  qu’elle  eft  infinie 
dans  les  trois  autres  cas , c’eft  à dire , quand  l’expolànt  de 
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la  puiflance  eft  un  nombre  entier  négatif,  & quand  il  eft 
un  nombre  rompu  poficif  ou  négatif. 

On  verra  l'ufage  de  ces  formules  generales  qui  fervent 
à élever  deux  ou  plufieurs  grandeurs , ou  une  fuite  de  gran-. 
deurs  à une  puiiïànce  quelconque  , dans  les  exemples  fui- 
vans , SC  l’on  doit  avertir  ici  qu’elles  font  d’une  extrême 
utilité  pour  trouver  des  formules  generales  qui  fervent  a 
découvrir  la  réiolution  des  Problèmes  les  plus  compolés. 


Exemple  VIII.  i - 

T">  c y - 

4'  J?  our  trouver  la  valeur  de  x dans  l’équation  xe  • — ~ jr  x ' 

n 1 

— .V*  — -jnnyyxx  -+-  ppy 4 — O, 

n ■+■  6»y 

iMl  fautfuppofer  x = *y;  byI~*~r  -b  cy1~*~ 1 ■4-dy}*+* 1 Sec. 
a}b,c,ècc.  font  des  grandeurs  indéterminées. 

i°.  Il  faut  fubfticuer  dans  la  propolëe  les  valeurs  de  x, 
prilcs  de  cette  équation  indéterminée  , & l’on  aura  l’équa- 
tion changée  qui  fuit. 


I 


x*  = -+-  a y 


= 


•+-  6a'by* 
p*'  4 

— V / 


a1 


jj  a^bby' 
Ga'cÿ 

-~rb' 


&c. 


&c. 


°=H 


— "jnnyyxx  = — jnnaay'  — 14 mtaby*  — -jnnbby ' 

— 14 rmaiy' 

-4-ppy*  = +ppy' 

J h-  6 n’y'  = ■+■  6 n'y' 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 

fée  égal  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  dont  on  a 
efoin  pour  trouver  les  valeurs  des  indéterminées  a,  b,c,&.c. 
Par  la  première  a 4 — 7 nnaa  -t-  6n'  = o,  on  trouvera  que 

la  plus  petite  valeur  pofitive  de  a eft  »T , car  aa  — n — o, 
eft  un  divifeur  exaét  de  a6  — 7 nttaa  6n ' = o. 

En  fubftituant  la  valeur  de  a dans  la  %°  lynnab  6a 'b  == 

— ^ -*-pp,  on  trouvera  b == — ^ — r. 

»=■  8b  ï Sb1"*”* 


&c. 

&c. 
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£n  fubftituant  les  valeurs  de  a,  b,  dans  la  3e  14 nnac  — Ga'c 


on  trouvera 


‘=5 

64»* 


« 1 . . . 

— —~b  -t-  1 j a*bb  — 7 nnhb, 

aT 

3f  P 4 

— ~TfP 

64a1  64»* 

40.  On  fubftitucra  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  dans  x = ayî 

/ 2.-4-—  . 1 1 c J 

by  1 -t-  ry  » &c.  & l'on  aura  je  = n*y*  t-/1. 


J 

f -T 

8aï 


158  4 
64  n1 


5 SM  i -f- 

— ï/*  -*•  -A,/1  &c. 

64a1  64JJ 


8 nl 


On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu’on  voudra. 


•duplication  de  la  première  méthode  du  fécond  Problème  à la 
réfolution  des  équations  qui  contiennent  des  différences. 

Avertissement, 

2,1 5‘  Le  fecond  Problème  fert  auiïî  à la  réfolution  des  équations 
qui  contiennent  des  différences , & l’on  peut , par  la  pre- 
mière méthode  de  ce  Problème  qu’on  a expliquée , & par 
la  feconde  qu’on  expliquera  dans  la  fuite,  trouver  la  valeur 
approchée  à l’infini  de  laquelle  on  voudra  des  inconnues  de 
l’cquation , exprimée  par  une  fuite  qui  n’aura  que  les  puif- 
fânees  de  l’autre  inconnue,  ou  des  autres  inconnues , s’il  y 
en  a plufieurs,  avec  des  grandeurs  toutes  connues.  Et  comme 
cela  donne  la  réfolution  de  plufieurs  beaux  Problèmes  de 
Geomctrie,  on  va  faire  l’apphearion  de  la  première  méthode 
à plufieurs  équations  qui- contiennent  des  différences.  On 
fuppofe  léulement  qu’on  fçait  le  calcul  des  grandeurs  diffé- 
rentielles, quieft  expliqué  dans  la  première  Section  de  t Analyfe 
des  Infinimens  Petits  > & fi  on  veut  l’appliquer  aux  équations 
qui  contiennent  des  fécondes  différences  ou  des  troifiémes 
différences,  &c.  il  faut  fçavoir  le  calcul  de  ces  différences 
fécondés,  troifiémes,  & c.  qui  eft  expliqué  dans  l Article  6 / 
du  même  ouvrage. 


Préparation  des  équations  qui  ont  des  différences,  afin  d’y  appliquer 
la  méthode  du  fecond  Problème. 

xi 6.  Supposant  que  les  équations  différentielles  aufquelles  on 
veut  appliquer  la  méthode  du  fécond  Problème  , ont  les 

deux 


Diçjitized  by  Google 


217. 


L I V R E V I I.  419 

deux  inconnues  x & y,  avec  leurs  différences , & qu’on 
cherche  la  valeur  de  x par  une  fuite  dont  les  termes  n’ayent 
que  les  puilTances  dej<  avec  les  grandeurs  connues  des  équa- 
tions; il  faut  toujours ,avanc  d’appliquer  la  méthode,  faire 
en  forte  par  la  multiplication , la  divifion , &c.  que  la  diffé- 
rence dy  de  la  fécondé  inconnue,  foit  dans  le  dénomina- 
teur, & ne  foit  point  dans  le  numérateur.  Par  exemple , lî 
l’on  propolè  de  trouver  la  valeur  de  x dans  l’équation  dx 
H-ydx  — idy  = o,  il  faut  divifer  tous  les  termes  par  dy,  & 
l’on  aura  l’équation  préparée  37  77  — 1 = 0.  De  même 

fî  l’on  propolè  de  reloudre  l’équation  dx 1 ■+■  dy1,  il 

faut  multiplier  tous  les  termes  par  1 — yy,  & enfuite  les  divi- 
fer par  dy,  & l’on  aura  l’équation  préparée  1 — 37,  ~y- 

= o.  Si  l’on  propolè  l’équation  dx  x v ‘ ■~1  Lr* ** 

1 y'rr  — xx 

= ~dy,  il  fauc  multiplier  chaque  membre  par  iVrr xx, 

& enfuitcjes  divifer  par  dy,  & l’on  aura  l’équation  préparée 
— x qr  -+-  t — q xyrr  — xx  — V rr  — xx  = o. 

Il  en  eft  de  même  des  autres  équations  différentielles. 


Exemple  IX. 


Pour,  trouver  la  valeur  de  .vdans  l’équation  différentielle 
£h.Z£_i  = o, 

1°.  Il  faut  fuppofer  x — a y ■+-  byy  -+■  tf  ■+■  ey*  ■+■  f y Sic' 
d'où  l’on  déduira  en  prenant  les  différences  de  chaque 
membre,  77  =-+-<*•+-  iby  -+-  yyy  -+-  4 cy'  -+■  rfy'  &c. 

i”.  Il  faut  fubftitucr  la  valeur  de  dans  la  propofée,  6c 
elle  fera  changée  en  l’équation  qu’on  voit  ici. 

f ■+•  tj  = ■+• a ■+■  ib  ■+-  yyy  ■+-  W ■+•  5f/  &c. 

c==  ; ^r3sr==  ay  •+■  *-hy  y/  ■+■  4^/  &c. 


3".  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zero.ee  qui  donnera  autant  d’équations  particulières 
qu’on  a fuppofé  de  coéficients  indéterminés,  lefquelles  fer- 
viront  à en  trouver  les  valeurs. 

Par  la  première  a — i = o , on  trouvera  a = r. 
Par  la  fécondé  ■+•  iby  + ay  — o , on  trouvera  b =.  — i. 

lii 
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Par  la  troifiéme  -+•  yyy  •+•  ibyy  — o , on  trouvera  c — - 
Par  la  quatrième  -t-4 cy'1  «*-  yy 1 = o,  on  trouvera  e = — 
Par  la  cinquième  •+■  {fy*  4*/  =0,  on  trouvera  f=  h 
4°.  En  fubflituant  ces  valeurs  de  a,  b , c,  e,ft  à leur  pl 
dans  x = ay  -+-  byy  ■+■  cy1  ■+■  cy*  ■+-  fy\  on  aura  x = i y — 

*♦*  t y*  — iy*  •+■  {/  &c. 

C’eft  la  valeur  approchée  de  x que  l’on  cherchoir. 


►f 

_ I 

"V* 

-f 

ace 

{yy 


Exemple  X. 

Pour,  trouver  la  valeur  de*  dans  1’équation  xx — rr 

*+•  ”fyL  = 

in.  Il  faut  fuppofer  * = ay  ■+■  by'  cy'  cy’  -f-  //  &c. 
les  coéficients  <*,  b , c , Sic.  lont  indéterminés.  On  ne  peut 
pas  fuppofer  * = ay  byy  -t-  cy'  -t-  <•/  &C.  parccque  dans 
cette  luppofition,  on  ne  pourrait  pas  trouver  toutes  les  équa- 
tions particulières , propres  à déterminer  les  valeurs  de  tous 
les  cocficicnts  indéterminés. 


En  prenant  la  différence  de  chaque  terme  de  * = ay  -+•  by> 
-+-  cÿ  Sic.  on  aura  g = * -4-  }byy  -t-  yy*  7cy‘  + yfy  fcc. 
quarrant  chaque  membre  de  cette  équation , on  aura 
351  = aa  ■+•  (>abyy  •+•  ybby*  î^aey6  -+-  îycy 8 Sic. 

•+- 1 oacy*  -+-  lobey6  -+-  i'èafy% 

■+■  41^® 

quarrant  auffi  chaque  terme  de  l’équation  fuppofée  x — ay 
by'  cy'  Sic.  on  aura 

**  = aayy  -t - z^4  -4-  bbÿ'  •+■  laey*  Sic. 

-t-  z<*rys  h-  z^y»s 

i°.  11  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  ^ , 6c  de  **  à leur 
place  dans  la  propofee,  & elle  fera  changée  par  cette  fubfti- 
tution  en  l’équation  infinie  qu’on  voit  ici. 

■+*  XX  = -f  aayy  -+-  2 aly*  -+-  bbyc  •+-  2 acys 

-t-  -t-  iÆrys 

— rr  == — rr 

•+■  -"y  1 — ■+■  rfurr  -t-  éalrryy  -+■  ybbrry*  -t-  ij-aeny*  -t- 1 yerry1 

-t- 1 oaerry 4 -t-  lobcrry'  -+- 1 üafrry* 
-+-  ^.ibcrry* 

3“  II  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro,  ce  qui  donnera  autant  d’équations  particu- 
lières pour  déterminer  les  coéficients  indéterminés,  qu’on  a 
/uppofé  de  ces  coéficients  indéterminés. 


Sic. 

&c. 
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Par-la  première  on  trouvera  aa  = 1,  d’où  l'on  déduira 
a — 1.  Par  la  fécondé  on  trouvera  b = — : par  la 

troifiémc , c = -4-  7—  : par  la  quatrième , e = — j^î  : 


par  la  cinquième  , f=ï^ksâ 
4°  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b,c,  Sic.  dans  l’équa- 
tion fuppofée  x = a y -4-  bys  -+-  cf  Sec.  & 1 on  aura  x = y 

C’eft  la  valeur  appro- 


ji 

6rr 


IlOr4 


:aj 

I040r* 


161880'' 

chée  de  x que  l’on  cherchoit. 


Exemple  XI. 

129*  Pour  trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  1 équation 

. rf£i  . 7JJr’  _ 

* 771  ■»“  ^ j » 

i°.  On  fuppoléra  x = ay  -4-  by"  -+*  cy'  -4-  ey’  -*-fy9  Sec.  d'où 
l’on  déduira  7 = 4-4  + 3 byy  jcy4  -**  7fE6  9/Ê8  &c* 

en  quarrant  chaque  membre , on  aura 
4ïl  z=mr  aa  Gabyy  ■+■  $bby*  ■+■  I4aey‘  "+*  ^c> 

h-  rorff/  •+•  30&7*  -+■  lJW)S 

i".  On  fubftituera  cette  valeur  de  j~r  dans  la  propofée , 
& l’on  aura 


-4-  I = -4-1 

— iiî  z=  — aa  — Gabyy  — ?bby'  — u^ey*  — iycyl  & 

— ici/  — 30V  — i8,i/rs  KC- 

-4*V 

-4»  — -4-  aayy  •+•  Gaby'  -4-  9^3<:  -4-  14^7* 

-4-  1 oacy6  -+-30*17*  K 

3°.  On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zéro. 

Par  ces  équations  particulières  on  trouvera  a — -4-  1 , 

* = - 1* 7 , r=  -+-^-,  <=  + ïu> /—  **■  mr • 

40.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  a , b,  c,  Sec.  à leur  place 
dans  x = ay  •+■  b)'  Sec.  Se  l’on  trouvera  x =7 ■+-{)'  + 
ji_y7  y Sic.  C’eft  la  valeur  approchée  de  x que 

l’on  cherchoit. 

Exemple  XII. 

230.  Soit  propofé  de  trouver  la  valeur  de  — x par  le  moyen 

de  l’équation  -4-/37  — n*  — TJ1  "**  fxx  = 

Iii  ij 


f 

i 


t 


Digitized  by  Google 


4j  i Analyse  démontré' e. 

i".  Il  faut  fuppofer  x = ayy  -t-  b y*  -4-  cys  Sic.  A’où  l’on 
déduira  -+-  4 by'  -t-  6c f Sic.  Si  xx  — aay* 

«+■  1 aby*  •+*  bby*  Sic. 

-+-  lacy* 

1”.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  x , -g- , xx  à leur  place 
dans  la  propofée , & l’on  aura 


1= 


pjj  = +/;; 

rr*  = — arryy  — &7}4  — my5  Sic. 

'"TT-  “ — iarrJJ  — 4*"/  — érrry*  &c. 

-+-  pxx  = -t-  aapy*  -4-  labpy*  Sic. 

}*.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation- changée 
égal  à zéro. 

On  trouvera  par  ces  équations  particulières  a = 

^ t>  . ii" 


3"  » 


5 X »r*  1 


UtX7XJi 


40.  Il  faut  fubftitucr  ces  valeurs  de  a,  b,c , &c.  dans  l’équa- 
tion fuppofée  x = *jj  •+■  b y*  -4-  cy‘  Sic.  Si  l’on  trouvera 
x — ■+■  •+■  Tx’j^J* 


t X f X 7 X 


déduira 


T ' 


. JLI JL ^ £i 


— - y * 


Jrr 


&c.  d'où  l’on 

n»‘ 


&c. 


f X S>r*Z  ) X } X 7 X S 

CV  é/tf/r  propofe. 

Si  l’on  veut  iûppofer,  pour  abréger,  -ÿ-  = n , on  trou- 


vera — x — n — 


i" 


?4 

JX9*' 


* X s x 7 X ya 


&C. 


Exemple  XIII. 


23I.  Pour  trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation 
qr-r-t — q x Vrr  — xx — V rr  — Xx = o , 
i°.  Il  faut  fuppofer  x — ay  -4-  by'  -f-  Cy  -4-  cf  Sic.  d’où  l'on 
déduira  a -4-  }byy  -4-  yr/  -4-  ■yey‘  Sic. 

-4-  xx  = -4-  aayy  -h  zrfÆj'4  -+-  bby 4 &c.  -4-  jc4  = -4-  <*4ji4 

-4- 

-4-  q.a'by6  Sic.  •+■  x‘  ==  -4-  «y  &c. 

^ . jr_ 

Il  faut  aufli  réduire  vrr  — xx  — rr  — **  1 en  la  fuite  qui 
exprime  cette  grandeur , par  le  moyen  de  la  formule  gene- 
* ioj.  raie,*  où  il  ne  ïaut  que  fubftituer  {-  à la  place  de  n , rr  à la 
place  de  a , Si  — xx  à la  place  de  b ; & l’on  aura  Vrr  — xx 


= rr  — xx  1 =3 


XX  x ♦ 

tr  IX  4 r1 


lX4Xir 


r Sic. 


Il  faut  concevoir  cette  valeur  de  Vrr  — xx  à la  place 
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de  Vrr — xx  dans  la  propofée,  & fubftituer  les  valeurs  de 
xx , x *,  x 8cc.  à leur  place  dans  la  propofée , & l’on  aura 

■ aqr-*- ibqryy  yqry*  H ~icqry'  &C. 

«I»  ’jetry* 


£ * r 

• 4f-x  tVrr  — xx  air  -4-  3 btryy  -4-  J ctrj* 


ia*bt  4 

abbt 

— —>  — 

~zr y 

..4 

(•Ut  , 

xr  / 

xr  y 

*L  f 

7«rr 

iX+rv 

i»  y 

A»'br 

X X4H4' 

. 

! 

xX4r'-' 

«V 

Ax 

A} 


1 X 4 X tr'. 


x — qVrr—  xx—  — arq  — 3^97  — JCfr;4  — 7 eqrj* 

/ &c. 


a r •'*'  vr  J xr  * 


1 r 
ar 


T7^y 


— 'frr  — xx  = — r -y  —jy 


L*S  . 


ar 

6»bbq 
vr 

2H*L  f* 

1 r y 

4»**f  .4 
lX4r'Z 

y' h 

IX  4r*/ 

il? .*= 

» x 4 x tr*/ 

-/ 
ar  ✓ 


1 X 4f' 


ï/ 


— r 

ar  -r 
44*^ 


&C. 


iX  4^ 


a X 4 X ar 


1/ 


i°.  Il  faut  fuppofér  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro. 

30.  On  trouvera  par  ces  équations  particulières  a = 

L — î_  107?  — 9V 

trrl 47  uor4f’  ’ 


I 

7» 


*807'  H-  10*111—  Ufjtt 


J04o  r‘*‘° 


40.  Il  faut  fübftituer  ces  valeurs  de  £,r,  Scc.  dans  l’équa- 
tion fuppoféc  x = aj  -t-  by'  ■+•  9'  &c.  & l’on  trouvera  * 


7 _ _îlL 

r «rr»4 


. 1077  — »7f  , 

*+•  y 


1807’  ■ 


^rP^V  &c 


itor4»7  J J040  r4/ 

C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit.  1 i i iij 
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Analyse  démontré' e. 
Exemple  X } V. 

AJ1*  Pour  trouver  la  valeur  de  x dam  l’équation  xx  — ~x- 
— nn  -+-  ny  = o,  i°.  il  faut  fuppofèr  x — a by  -+■  cyl  -+■  cy * 
<+■  Scc.  les  grandeurs  <z,  b,  c , e , font  indéterminées. 

a”.  Il  faut  prendre  par  cette  équation  fuppofee  la  valeur 
de  -jy  , 6c  l’on  trouvera  ~ = b -+-  2f  j h-  -+-  6cc. 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  xx  6c  celle  de  ^ dans  la 
propolce  , & l’on  aura  l’équation  changée  fuivante. 
xx  — aa  -+-  2 abj  ■+■  bbyy  -+•  ibey'  &c. 

-+■  2^9^  raey'1 

— — - *9*  — &c. 

•*-  ny  — •+■  ny 

— nn  = — ira 

3°.  Il  faut  fuppofèr  chaque  terme  de  cette  équation  égal 

à zéro , 6c  l’on  trouvera  par  les  équations  particulières  que 

donnera  cette  fuppofition , a = nj  b = — { j <■==  — 

, — ?_ 

* ■—  I6«»  * 

4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  des  indéterminées  à leur 
place  dans  x = a by  ■+•  cyy  -+•  6cc.  6c  l’on  aura  x — -£y 
■ — -fcyy  — j f—y*  8cc.  C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

Seconde  manière  de  refoudre  le  même  exemple. 

Si  » ctoit  moindre  que  y,  il  faudroit  prendre  une  fuite  où 
les  puiflinces  dey  fetrouvaflèntdans  les  dénominateurs  des 
termes , c’cft  à dire,  il  faudroit  que  les  expofâns  des  puifTan- 
ces  de^  fuflênt  négatifs , de  la  maniéré  fuivante. 

i°.  Il  faut  fûppofèr  x =■  ay  bf  +•  cy~ ' cy~ 1 ■+•  ôcc. 

2°.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  ~~  par  le  moyen  de  cette 
équation  , & l’on  trouvera  jy~  * — cy~x  — iey~*  &c. 

Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  xx  8c  de  jf  dans  la  pro- 
pofee , 6c  l’on  aura  l’équation  changée  fuivante,  ‘ 

xx  — aayy  i aby  •+-  bb  i bcy~  ' -+-  Sec. 

•♦*  tac  i4ey~  ' 

— tj-  = — eiyy  * c —2 ey~\ 

■+■  ny  = + ny 

— nn  = — nn 

3°.  Il  faut  fuppofèr  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
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à zéro,  & l’on  trouvera  par  cette  fuppofition  a — 1 , b = 

— ~ n , r — -f-  ^ fln  , r = -4- 

4°.  Il  faut  fiibftituer  ces  valeurs  dans  x = ay¥  by°  +■  cy~' 
-4-&c.  & l'on  trouvera  x •=  y — {n  •+■  {-««jT1  &c. 

C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

Exemple  XV,  où  il  y a trois  inconnues. 

Avertissement. 

zî  3*  II  y a des  Problèmes  de  Geometrie  où  l’on  eft  obligé  d’em- 
ployer trois  inconnues  x,y,  Zj  avec  leurs  différences  , dans 
l’équation  qui  en  exprime  toutes  les  conditions  : Et  il  faut 
remarquer  que  cette  équation  qui  exprime  toutes  les  con- 
ditions du  Problème,  a été  formée  par  les  équations  parti- 
culières qui  ont  été  réduites  à cette  feule  équation  qui  les 
contient  toutes  ; & que  par  confèquent  s’il  y a trois  incon- 
nues, ou  un  plus  grand  nombre,  il  doit  y avoir  des  équations 
particulières  qui  expriment  à part  le  raport  des  unes  aux 
aucres  : ces  équations  particulières  doivent  être  données  ou 
connues  dans  les  exemples  où  il  s’agit  de  trouver  la  valeur 
de  l’une  des  trois  inconnues  par  une  fuite  qui  ne  contienne 
que  les  deux  autres  avec  les  grandeurs  connues  de  l’cquation. 

Pour  trouver,  par  exemple,  la  valeur  de  x dans  l’équation 
%dx  — xdy  — ndy  — o,  ou  divifànt  par  dy,  dans  l’équation 

— x — n = o,où  l’on  fùppofc  que  dans  le  Problème 
qui  a donné  cette  équation  , l’on  a l’équation  particulière 

— zdy  — ydy—  O,  ou  dxj=  I dy  -4-^,  ou  -£■  = 1 -4- 
= i-4-^“ 1 y , qui  exprime  le  raport  de  ^ày:  pour  trouver, 
dis-je,  la  valeur  de  x dans  — x — » = o,  1",  il  faut 
fuppofer  x = azj  'y  -1-  bz~xyl  ■+■  czj  ’y5  -+■  csj  * y'  -h  &c. 
a , b,  c,  e,  font  des  grandeurs  indéterminées. 

z*.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  dx  dans  cette  équation 
fuppofée  , & l’on  trouvera  d’abord  dx  — az^  'dy  — as, ~ lyd ^ 
-+-  ibs^ 1 ydy  — 1 bz^  yxdz  ■+■  ydy  — } czT  ycs^  *y  dy 

— &c.  Il  faut  fubftituer  au  lieu  de  ds^fî  valeur  idy  -4-  ç ydyt 
& divifer  le  tout  par  dy , & l’on  aura 

-J7  = '«y  -4-  ly  -4-  3fC  Y -*■  &c. 

— *c  > — y — 

— » k y— * c'y 
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il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  -^-y  5c  de  x dans  la  propofée, 
& l’on  aura  i’cquation  changée 

^7  = a •+•  ibz,~  'y  -+•  3^-  y1  -4-  4r^~y  &c. 

— axf'y  — azf y — ibzf  y 

— ib*c  y — 3«CV 

— x — —aï~y  — bxcy—cxcy 

— n = — « 

3°.  II  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  e'quation  égal 

à zéro,  ce  qui  fera  trouver  a — n , b — n3  e ~xïn 

n „ 

o 6 n '- 

4".  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a3  b , c,  6 Ce.  dans  I’cqua- 
tion  fùppofee,  6c  l’on  aura  x — nzf‘y  -+•  »£~y  ■+•  fniCy 
•+■  y»^_y  6cc.  C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 


Corollaires  qui  fuirent  de  U première  méthode 
du  fécond  Problème. 

Corollaire  I. 

(gui  contient  ce  qu'on  appelle  le  retour  des  fuites , ou  la  maniéré 
de  trouver  la  fuite  tnverjc  d'une  fuite  donnée. 

1 3 4-  Lo  R s qjj’o  n a la  valeur  de  x exprimée  par  une  fuite  des 
puilîànces  de^,  avec  des  coéficients  connus  dans  tous  les 
termes , par  exemple  x — ay  ■+■  byy  ■+•  ey'  •+■  ey*  -*-fy6  &c. 
ou  bien  x = ay-t-  by'  ■+ cy'  +■  ey 7 -r  ff  8c c.  ou  bien  x = aty 
-v  by + •+-  c y*  5cc.  ou  de  quelqu’autrc  maniéré  que  ce  puillc 
être  ; on  peut,  par  la  même  méthode,  trouver  la  valeur  de  y 
par  une  fuite  des  feules  puilîànces  de  x , dont  les  coéfi- 
cients connus  n’auront  que  les  grandeurs  connues  a , by  c, 
c,8cc.  de  la  fuite  fuppofée  connue.  C’eft  c’eft  ce  qu’on  ap- 
pelle le  retour  des  fuites. 

On  fuppofe,  par  exemple,  x—ay  a- byy  -c-  ey* -*-ey*  Jrfy'  &c. 
les  coéficients  a,  b , c,e,f  8cc.  font  fuppofés  reprefenter  des 
grandeurs  connues.  Pour  trouver  la  valeur  de^,  l’équa- 
tion propofée  fera  o = — x •+■  ay  •+■  byy  cy'  eyc 
•+-  / y1  Sec. 

1".  On  fuppofera  y = lx  -+•  mxx  •+■ nxs  +-px*  •+-  qx ' ■+•  rx(  ÔCc.  ___ 

les  coéficients  lt  m}  n , 6cc,  font  fuppofés  indéterminés. 

i°.  On 
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i".  On  déduira  de  cette  fuppofuion  y y = llxx  •+-  ilmx‘ 

«+-  mmx*  ■+■  twx6  &c. 

-4-  i/»x*  -4-  zmnx'  ilqx6 
-4-  impx6 

y'  ==  /V  .+•  j//otx4  •+■  3 Immx'  •+•  3 ///?x  ^ £cc. 

■+•  5//nx'  -+-  6lmnx( 

-4-  m'x6 

y*  = /4*4  -4-  4/’mx5  -t-  6llmmx(  &c. 

-H  4i'»xs 

y = /V  -4-  j/4mx4  &c. 
yt=zliX6  &C. 

On  fubftituera  ces  valeurs  àty,yy>  8tc.  à la  place  dcyjy,  &c. 
dans  la  propofée , & l’on  aura 


-«y  = 
-%  = 


*4-  y = 


■ X 

■ rf/x  ■ 


• amxx  • 
bllxx  ■ 


• 4«X* 

zblmx' 


■ cl'x » 


■ 4/>X4 
• bmmx* 
zblnx* 


- 4^XJ 

- zblpxs 
1 bmnxs 


• yllmx 4 >4-  ylmmx' . 

-4-  yllnx*  -4-  Gclmnx * 


- 47X® 

• Ænnx4 

• i blqx6 

• 1 bmpx6 

• jr///>x4 


-4-  y = 

+f/  — 
+ gy6  = 


■ el*x 4 


- 4 ellmxs 
-flsxs 


6el/mmx6 
4 cl'nx 6 
tfl*mx( 

gt‘*‘ 

30.  On  fuppofera  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro,  & l’on  trouvera  par  ces  équations  particulières 

, , b xbb  — « ^ f»4f  — fi  * — *« 

w=— — ; — , î>—  , 

îA* -*•  (.*»bt — Utbbi  \*tcc  — *'f  ,./»  _i_  tjub'e 

q -,  * T 

— ,j»»bbc  -4-  7«'»  -4-  7»'4/~  — «*f  _ 

4®.  On  fubftituera  ces  valeurs  des  coéficients  indétermi- 
nés l,m,n,  &c.  à leur  place  dans^  = Ix-t-mxx  -4-  nxs  &c. 

& I on  trouvera/  = - — * —, — * -t -, *4 

Ub*  -4-  ***<>•  — ll*bbc  -4-  \tUtt  — »>f  „i  . . 

‘4"  - — - * ** 


Kkk 
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410*  -+-  S 4 *b'c  — iR*. %hec  — i%aa Ibe  -4-  7 — **X 

C’cft  la  valeur  de  y que  l’on  cherchoit. 

R E M A R Q^U  E S. 

I. 

*3;.  Os  peut  de  la  même  maniéré  trouver  la  valeur  de^  dans 
les  équations  x = ay  -*•  by 1 cy1  &c.  x = ayy  -*-by* 
-+-  cy6  Sec.  Si  dans  les  autres  où  les  expolâns  des  puillances 
dc^  font  en  progrelîion  arithmétique. 

Quand  on  aura  les  valeurs  dey  dans  tous  ces  cas  differens, 
ces  valeurs  forviront  de  formules  pour  trouver  tout  d’un 
coup  la  réfolurion  des  Problèmes  qui  font  les  inverfos  de 
ceux  qui  font  exprimés  par  les  équations  où  l’on  a trouvé 
la  valeur  de  x par  une  foire  qui  conccnoit  les  puiflances  de  y, 
dans  les  exemples  précédais,  Si  dans  tous  les  autres  fom- 
. blablcs. 

Pour  en  faire  voir  ici  une  application  , on  fe  fervira  du 

* 117.  neuvième  exemple, *qui  fort  dans  la  Geometrie  à trouver  le 
logarithme  hyperbolique,  reprefonté  en  general  par  x,  de 
tout  nombre  donné  reprefonté  en  general  par  1 -*~y. 

L’on  a trouvé  le  logarithme  x =■  ly  — \yy  ■+•  -y'  — 
h-  \ y'  Sec. 

Pour  trouver  le  nombre  i + y,  qu'on  foppofe  à prefont 
inconnu , par  une  fuite  qüi  contienne  les  puillances  du  loga- 
rithme  connu  x,  il  ne  faut  que  foppofor  1 = a , — { = bt 
-+-  L = c , — ~ = e , ■+■  ÿ —f,  Sic.  Si  fobflituer  ce  valeurs 
de  a, b,  c, Sec.  dans  la  formule^  = ~ — -/,*  x ’ Sic. 

Se  l’on  trouvera  y = f — {«•+■  riix' 

Ajoutant  l’unité  à chaque  membre, on  aura  1 -iry~  i-*-y 
— j xx  ■+•  rîa-*’  &c-  011  x étant  foppofée  connue,  y l’eft 
aullî.  Ce  qui  étoit  propofe. 

IL 

136.  Sans  fopputer  de  nouvelles  formules  pour  le  retour  des 
fuites  dans  les  cas  où  les  expolâns  des  puilTances  des  y ; ne 
font  pas  dans  la  progrelîion  naturelle  1,1,3,  Sec.  mais  foi- 
vant  la  progreflion  1,  4,  6,  Sec.  ou  1,  1,7,  Sic.  ou  une  autre 

quelconque  dont  les  termes  font  des  nombres  entiers  ; on 
peut  fo  forvir  dans  ces  cas  de  la  formule  foule  du  1"  CoroL 
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laire*  par  exemple,  la  valeur  de/  = f — Sic, 

peur  fervir  de  formule  pour  trouver  tout  d'un  coup  la  valeur 
dey  par  les  puiflances  de  x,  dans  les  équations  infinies  où 
les  puiflances  de  / lêroient  y,  y\  y\  y 7,  &c.  en  fuppofanr, 

1°,  tous  lcs*termes  de  la  formule  où  fc  Trouvent  les  puiflan- 
ces  paires  de  x , comme  X*,  *4,  x‘.  Sic.  égaux  d zéro.  Ce 
retranchés  de  la  formule  ; & en  fuppofant , î",  égaux  d zéro 
tous  les  coeficients  b , e,g,  &c.  des  puiflances  paires  de/, 
comm  e/y,/4,/*,  &c.  de  l’équation  fuppolce  x = a y •+■  byy 
-+-  (y'  ey'  ■+■  fÿ  gy*  Sic. 

Pour  trouver,  par  exemple,  la  valeur  de/  dans  l’équa- 
tion **=/  I/'  -+-  jL/  H-  -ïffr/  par  le  * H9. 

moyen  de  la  formule  précédente,  on  fuppofera,  i°,  les  ter- 
mes — ~r  -+-  x*t  Si  les  autres  où  les  puiflances 

de  x font  paires , égaux  à zéro,  & retranchés  de  la  formule. 

On  fuppofera,  z",  afin  que  l’équation  propoféc  x =/ 

■+■  -’/'  Sic.  foit  reprefentée  par  x = a y -4-  byy  -+-  cy'  -+•  ey* 

-+  fy' gy6  Sic.  < = i,i=o,t  = {,<  = o,  / = :£>» 
g-=o,  A = Sic. 

3°.  On  fubftituera  dans  les  termes  de  la  formule  où  les 
puiflances  de  x font  impaires,  les  valeurs  précédentes  de  a , 

- b,  Cy  Sic.  Si  l’on  aura  y — x — £ •+-  ~ Sic.  C’eft  la  valeur 
de  y que  l’on  cherchoic. 

On  peut  de  même  fe  lêrvir  de  la  valeur  de  y = ~ — -b-f. 

-lUyf  x'  Sic.  pour  le  retour  des  fuites  dans  les  autres  cas. 

ni. 

i j 7.  Si  x n’étoit  pas  linéaire  dans  la  fuite  direéle  x — ay  -h  lyy 

cy'  Sic.  mais  qu’il  y eût  par  exemple  x'  =-ay  - 4-  byy 

-+- cy'  Sec.  ou  en  general  x —a y ■+■  byy  -t-  cy 1 &c.  il 

faudroit  dans  ce  cas  commencer  parélever  chaque  membre 
à la  puiflance  ou  î-,  ce  qui  rendroit  x linéaire  dans  le  pre- 
mier membre.  Si  enfuite  on  trouveroic  la  valeurde  y expri- 
mée par  une  fuite  où  il  n*y  auroit  que  les  puiflances  de  x 
avec  les  coéficients  de  l’équacion  propofëe  , comme*ians 
le  premier  Corollaire. 

CotOlLAIU  II. 

a,  3 8.  Soit  une  équation  dont  chaque  membre  contienne  une 
fuite  infinie , comme  ax  -*•  bxx  -t-  ex 1 ■+■  dx*  ■+■  ex'  -, ~fx*  Sic. 

Kkk  ij 
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e=  /v  myy  tiy'  •+■  pÿ  -+-  qy%  ry‘  &c.  dont  tous  les  cocfi- 
cients  font  fuppofés  reprefencer  des  grandeurs  connues , & 
donc  chaque  membre  ne  contient  qu’une  inconnue  , c’efl:  à 
dire,  que  l'inconnue  d’un  membre  ne  le  trouve  point  dans 
l’autre  membre:  On  peut,  par  la  meme  méthode,  trouver 
la  valeur  de  l’une  des  deux  inconnues , par  exemple  de  x, 
exprimée  par  une  fuite  infinie  qui  ne  contiendra  que  les 
puilfances  ae  y,  avec  des  coéficients  connus.  Cette  équation 
peut  Ce  marquer  ainfi  par  tranlpofition,  ax  -+-  bxx -4-  cxs  dx* 

-4-  ex'  -+-  fx‘  &c.  — ly  — myy  — nf  — py*  — qy'  — ry'-  &C. 
= o. 

Pour  trouver  la  valeur  de  * , i°,  il  faut  fuppolêr  x = Ay 
-+-  Byy  •+■  Cy1  Dy*  ■+■  £y ’ -+•  Fy ‘ &c.  les  coéficients  A,  JB, 

C,  &c.  font  indéterminés. 

On  fubftituera  cette  valeur  de  x , & les  puiflances  de  cette 
valeur  à la  place  de  x fit  de  lès  puilîinces  dans  la  propolèe , 
& l’on  aura  l’équation  changée  fuivante , 


/*  ax  = 

-+-  bxx  — 


-4-«'  = 

J 

1 

-4-  dx*  — 

•4-  ex*  = 
-+-/**  = 

L-  h-  myy -v‘-ry*  = — 


»Ay  -+-  aByy  -4-  *Cy<  -4-  sDy*  -4-  *E>’  -4-  4F/*  fcc. 

-4-  -4-  iMj,'  -4-  -y-ibAD y>  -4- JCCy* 

*4-  xbACy 4 -4-  ibBCy1  -4-  i bABy*  fcc, 

-4-  ibtiDy' 

•4*cA>y>  *4*  yA'By*  icABBy*  -y- cB’y'  fcc. 

-4-  fcAACy'  -4-  tcABCy * 

-4*  ]cAADy* 


b —myy  — »y< 


•4-  dA*y*  -4-  4 dA1  By'  -4-  6dAABBy*  fcc. 

-4-4<L<‘C/ 

-4-  f<v4*S|‘  fcc, 
•dr'fA'y'  fcc^ 

— fy*  — ?/.  —O*  &«■ 


i°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro. 

3n.  Il  faut  déterminer  par  ces  équations  particulières  les 
coéficients  indéterminés  A,B,C,&cc.  & l’on  trouvera  -, 


n — ibAB—cA> 
a 


p — bBB  — ibAC — \cABB  — iA' 

A 


On  trouvera  de  même  la  valeur  des  autres. 


Pow-  abréger  le  calcul,  on  laifle  les  capitales,-/).ff,c,D,&c* 
qui  font  les  coéficients  indéterminés , au  lieu  de  leurs  valeurs 
qui  les  précèdent,  Sc  ces  capitales  les  reprclêntent. 

4°.  Il  faut  fubftitucr  ces  valeurs  de  A , B,  C,  D,  &c.  dans 
* = Ay  -4-  Byy  Cy’  -4-  zy  &c. 
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» — il  AB  - 


44I 

y' 


■tA‘ 


L r V 

Sc  l’on  aura  x = -y  h 

p — IBB  — jMC  — ..4 

h-  ; y tx'-- 

C’efl  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoir. 

Remarques. 

I. 

1 3 9-  Cette  valeur  de  x peut  fervir  de  formule  pour  trouver 
tout  d’un  coup  la  valeur  de  x dans  les  cas  où  les  expofans 
des  puiflànces  des  x 6c  des^  font  dans  une  autre  progreflîon 
arithmétique  que  celle  des  nombres  naturels  i,  i , 3,  &c. 

Dans  les  cas , par  exemple,  où  les  expofans  des  puiflànces 
des  X 6c  des  y fônc  impairs , comme  1 , 3,  j,  7,  &c.  il  faudra 
fuppofer,  i°,  dans  l’équation  ax  -y-  bxx  -y-rx*  dx 4 -+-  ex* 

-t-  fx * 6c c.  — ly  -4-  myy  -+-  ny'  •+■  py + -+-  qy*  -+-  ry * &c.  les  coéfi- 
cients  b,d,f,Scc.  m,p,  r,6cc.  des  puiflànces  paires  des  x & 
desy,  égaux  à zéro  : Et,  i°,  retrancher  de  la  formule  x — +y 

h-  m-~^A-yy  &c.  tous  les  termes  où  les  puiflànces  de^  font 
paires , fijavoir  le  1,  le  4e,  le  6e,  Sec.  comme  étant  égaux  à 
zéro. 

S’il  étoit  propofe,  par  exemple,  de  trouver  par  le  moyen 
de  la  formule  precedente,  la  valeur  de  x dans  l’équation 

&c.  = ty 


6 

— y7 

ni/ 


u 

nrî  • 


•}rhy9  Scc-  ^ faudroic  fuppofer  , afin  que  cette 
équation  fuft  reprefêncée  par  ax  ■+-  bxx  ■+■  ex'  ■+-  dx ♦ -+-  ex * 
-t-  fx6  ÔCC.  — ly  •+•  myy  ny* 

b = o,  c = , d = o,  e = 

£,p=o,  f“^»r=o,  r = nî,  &c.  Il  faudroit  en- 


-py*-*-qy'  -+-  ry4  &c.  que  * -=  1, 
4 o > y — ~ o,  &c.  / — ty  tn  = o, 


1 4* 


core  fuppofer  que  les  termes  des  puiflànces  paires  de  y,  fçavoir 
le  ie,  le  4',  le  6e,  Sec.  de  la  formule  x = l-y  IszJddyy 

en  font  retranchés,  étant  égaux  à zero;  & fubftituer  enfuire 
les  valeurs  de  a,  b,  c,  d,  Sec.  dans  la  formule  , 6c  l’on  auroit 
la  valeur  de  x dans  l’équation  propofée  exprimée  par  une 
fuite  infinie  où  il  n’y  a que  des^i  ce  qui  eft  facile. 

1 1. 

Ce  fécond  Corollaire  contient  le  premier,  c’efl  à dire,  la 
formule  que  fait  trouver  ce  fécond  Corollaire,  contient  la 

K k k iij 
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formule  ou  la  valeur  de  x du  premier  Corollaire  -y  il  n’y  a 
qu’à  mettre  dans  lequation  ly  myx  ny'  -+-  ficc.  = ax 
-+-  bx'~  ex'  Ôcc.  x au  lieu  de  y dans  le  premier  membre, 
& y au  lieu  de  x dans  le  fécond  membre  -,  fie  fuppofér  dans 
le  premier  membre  / = i , &c  m — o,  n — o,  c’efl  à dire , 
fuppofér  que  le  premier  membre  ne  contrent  que  le  premier 
terme,  fie  cette  équation  deviendra  ix  = ay  byl  -+-  cy' 
•+-  dy f -+-  ey'  ficc.  qui  eft  l’équation  du  premier  Corollaire. 
Ce  qui  fait  voir  que  la  formule  du  fécond  Corollaire  devien- 
dra la  formule  du  premier,  en  fûppofant  dans  cette  formule 
du  fécond  Corollaire  x à la  place  dey  Scyi  la  place  dc.v, 
Si  l — i,»»  = o,  n — o,/>  = o,  q = o,  fiée. 


i4i. 


Corollaire  III. 

O»  peut  par  la  même  méthode  trouver  la  valeur  de  x dans 
l’équation  ly  -t-  myy  ny'’  py 4 qf  ficc.  = ax  -t-  Cyx 

4-  ytyx  Sy'x  ty'x  Sec.  -+-  bxx  (yxx  -4-  xyyxx  -+•  ^y'xx 
•+-k  }*xx  ficc.  4-  ex'  -t-  hyx*  pyyx'  -+-  iy'x'  -+-  py*x*  ficc. 
-4-  dx*  -t-  tj.v4  vyyx4  -4-  <fy*x4  ■+■  y^y'x4  Sic.  donc  tous  lerf 
coéficients  font  fûppofés  reprefenter  des  grandeurs  connues, 
fie  où  les  deux  inconnues  x Se  y font  mêlées  enfémble  ; on 
peut , dis- je,  trouver  la  valeur  de  .v  par  une  fuite  infinie  qui 
ne  contienne  que  les  puillinces  de  y avec  des  coéficienrs 
connus. 

Pour  trouver  la  valeur  de  x , après  avoir  mis  par  trans- 
pofition  le  premier  membre  dans  le  fécond , il  faut,  i°,  fup- 
pofer  x = Ay  -+■  Byy  •+■  Cy'  -+-  Dy 4 ficc.  les  coéficients  A,£, 
C,  ficc.  font  indéterminés. 

Il  faut  enfùite  fubflitucr  les  valeurs  de  x , xx,  a',  ficc.  qui 
fe  déduifent  de  cette  fuppoficion,  dans  l’équation  propofee, 
fie  I on  aura  l’équation  changée  qui  fuit , 


-4-  »*  = 

*Aj  -4-  *Byy 

-4-  .Cy» 

-4-  «r»f* 

Bec. 

-4-  fyx  =s 

-4-  Myy 

-4-(SByi 

-4-  «Cy* 

Bcc. 

-4-  > r>*  = 

-4-  yAy* 

-4-  >£>* 

-4-  êpx  = 

-4-  iAy* 

&C. 

-4-  fax  — 

•4*  bAAyy  •+■  ihABy1 

-4-  iBB;» 

AC. 

-4-  iMCy« 

*4-  fyxX  — 

•4-  f-My» 

-4-  zMBy* 

«ce. 

-4-  nyyxx  = 

-V  *AAy* 

Ac. 

-4-  r*>  = 

*4-  My 

-4-  yAABy*  «x. 

-4-  >yx'  = 

-4-  M’y* 

«cc. 

-4-  ix*  = 

«cc. 

— ly  — myy 

—t}' 

«cc. 
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i*.  Il  faut  lùppofer  chaque  tenue  de  l’équation  changée 
égal  à zéro. 

3°.  Il  faut  trouver  les  valeurs  des  coéficients  indéterminés 
B , C,  &cc.  par  le  moyen  de  ces  équations  particulières. 

4".  Il  faut  lubftituer  ces  valeurs  de  A,  B,  C,  &c.  à leur 
place  dans  x = jij  ■+■  Bjy  •+•  Cj'  &c.  & l'on  trouvera 

x=-y+ — i yy  + . — ' y 

^ f — $C — y B — JA  — tBB  — t b AC  — iÇAB  — «AA  — VAAB  — \A!  —ÀA*^A  ^ 


C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  chcrchoir. 

On  a laille , pour  abréger , les  lettres  capitales  à la  place 
de  leurs  valeurs. 

Cette  valeur  de  x peut  fèrvir  de  formule  pour  reloudre 
toutes  les  équations  qui  peuvent  être  rcprelcntccs  par  la 
propolëe. 


Remarque. 

1 4 Ce  rroifiéme  Corollaire  contient  le  fécond  Corollaire , de 
par  con&quent  il  contient  auffi  le  premier  Corollaire  ; c’eft 
a dire,  la  formule  de  ce  croifiémc  Corollaire  deviendra  celle 
du  fécond  Corollaire  , en  fuppolànt  dans  cette  formule  du 
troificme  Corollaire,  @ = o,  y = o,  <T-  = o,  * = o,  (=o, 
* = o,  9 -=o,  x.  ==  o,  A = o,  /*=  o,  » = o,  (=■  o,  t = o, 

*>=  o,  <P  — °,  X—  °>  &c- 


Corollaire  IV. 

1 4 J*  Pour  trouver  les  formules  des  Corollaires  precedents, 
on  peut  fe  fervirde  la  méthode  de  prendre  les  chiffes  d’une 
maniéré  indéterminée  de  M.  de  Lcibnits  , qui  eft  dans  les 
A&es  deLipfic*.  Par  exemple,  pour  avoir  la  formule  du  «Jeta* 
• fécond  Corollaire  qui  ferr  à trouver  la  valeur  de  x dans  tou-  ‘7°®* 
tes  les  équations  reprelcntées  par  ax  -t-  bxx  -t-  ex'  -4-  dx 4 &c. 

= ly  ■’r  tnyy  ny * -4-  ff  Scc.  qui  eft  l'équation  du  fécond 

Corollaire,  où  l'on  fuppofe  que  les  coéficients  a,  b,  c , &c. 

/,  m,  n , &c.  reprefentent  des  grandeurs  connues,  on  fup- 
pofera  toutes  les  mêmes  équations  reprefentées  par  io* 

■+-  îox*  jo**  40X4  -+-  jox',  &c.  = oi_y  -t-  oiyy-*~  o}y' 

047*  oy/,  &c. 

Le  premier  chifre  du  rang  le  plus  à gauche  dans  chaque 
terme  repre fente  le  cocfkient  de  la  puiflance  de  x dans  ce  , 
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terme  -,  par  exemple  dans  le  terme  30** , le  chilre  3 du  rang 
à gauche  reprefente  le  coeficienc  du  terme  où  eft  x\  dans  le 
terme  40*',  le  ebifre  4 reprelente  le  coeficienc  du  terme  où 
elt  x4,  Si  ainfi  des  autres  : Et  comme  il  n’y  a point  de  x dans 
Je  fécond  membre , il  n’y  a que  des  zéros  dans  le  rang  à 
gauclic  de  chaque  terme  de  ce  fécond  membre. 

Les  chifres  du  premier  rang,  c’eft  à dire  du  rang  le  plus 
à droite  dans  chaque  terme  , repreJentent  les  coéficients 
des  termes  où  font  les  puifl'ances  dey.  Par  exemple,  dans 
le  terme  03  y',  le  chifre  3 reprefente  le  cocficient  du  terme 
de  i équation  où  eft  y' , dans  le  terme  04^%  le  chifre  4 re- 
prefènte  le  cocficient  du  terme  où  eft  y4,  Si  ainfi  des  autres. 

Par  exemple  , l’équation  iox  -t-  xoxx-t-  30xJ  40X4 
h-  jox!  Sic.  = oiy  oiyy  o }y'  -t-  04^*  -+-  ojy’  Sic.  repre- 

fentant  l’équation  ax  -4-  bxx  ex ’ ■+•  dx*  -+-  ex' , &c.  = ly 

■+-  myy  ■+-  ny'  -+•  py 4 -+-  qy'  Sic.  le  chifre  1 du  terme  iox  re- 
prefente le  cocficient  a du  terme  ax  reprefente  par  tox.  Le 
chifre  x du  terme  îoxx  reprefente  le  coéficient  b du  terme 
-+-  bxx  reprefente  par  zoxx,  Si  ainfi  des  autres.  Dans  le  fé- 
cond membre  le  chifre  1 du  ccrme  oij,  reprefente  le  coéfi- 
cienc  / du  terme  ly  reprefente  par  oiy  ; le  chifre  x du  terme 
02 yy,  reprefente  le  coéiLient  du  terme  myy  reprefente  par 
oiyy  > Si  ainfi  des  autres. 

Les  valeurs  de  x,  3, 4,  &c.  des  chifres  de  l’équation  tox 
-t-  zo.vx  •+-  30X',  Sic.  =01 iy  •+■  01 yy  ■+■  03 y',  Sic.  férvent  feu- 
lement à faire  reconnoître  quels  font  les  coéficients  qu’ils 
reprefentent,  pareeque  x,par  exemple,  dans  xoxx  , étant 
égal  à l’expofànt  de  la  puiflance  xx  dans  xoxx,  quand  dans 
la  réfolution  on  aura  xo,  cela  fera  connoître  que  xo  repre- 
fénte  le  coéficient  du  terme  où  eft  xx. 

De  même  dans  03 y',  le  chifre  5 étant  égal  à I’expofânt  - 
de  la  puifTancey,  fera  connoître  dans  la  réfolution  que  03 
reprefente  le  coéficient  du  terme  où  eft  y,  & ainfi  des 
autres. 

Pour  trouver  une  formule  qui  reprefente  la  valeur  de  x 
dans  les  équations  reprefentées  par  iox-*-  xoxx-t-  3ox’  Sic. 
= oiy  ox^y  -t-  03y’  Sic. 

t°.  Ilfaut  fuppofer x = ioty ioxyy-+- 103^'  -t-  i04y4&c. 
les  coéficients  101 , iox,  Sic.  font  indéterminés  , Si  ils  ont 
trois  rangs  pour  faire  reconnoître  que  ce  fondes  coéficients 
indéterminés.  Les 


o 
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Les  chifres  1 , 1 , 3 , 4 , Scc.  du  premier  rang  à droite  , 
fervent  à faire  connoître  les  termes  Sc  à les  distinguer , le 
chifre  1 marquant  le  premier  terme  où  eft  v,  le  chifre  1 
marquant  le  iecond  terme  où  eft yy , le  chifre  3 marquant 
le  troificme  terme  où  efty,  Scc. 

Il  faut  fubftituer  dans  la  propofée  10*  -+-  toxx  30*'  &e. 
— 01  y — o lyy  — 03^’  — o,  à la  place  de  x,  xx,  xf,  & c. 
leurs  valeurs  prilës  dans  l’équation  fuppofêe  indéterminée 
x — ioiy-4-  toiyy-h  ÎO)/  Scc.  Si  l’on  aura  l'équation  chan- 
gée qui  fuit , 


10  X*  = loxioiy  -4-toxioj/y -4- loxiojx/1 

X 

-4-  to  X XX  = «4-  10  X 101  f]  +•  (l)  X lOXIOlXIOy* 


+ |6X*|  = 


-* 


JO  x 101  Jt1 


■+•  10  x to^y*  Scc. 
— 1 

+ IOX  10»  J* 

* (»)  x »o  x toi  x iojj4  Scc • 

■ (j)  X JO  X 101  x toiy*  Scc, 

+ *oX«'  = -+*  40x101  ;•  Scc. 

-OIJ-CVJ  — ot»1  — 04J4  &«.  — — oiy  — otyy  — OJJT*  —O0*  Scc. 

i°.  Il  faut  fuppofêr  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  particulières  qui 
fervent  à trouver  les  valeurs  des  coéficients  indéterminés 
101,  loi,  103,  &c. 

3"  Par  la  première  de  ces  équations  10  x ici  = or,  on 

* t \ 

trouvera  101  = ; par  la  féconde  10  x 101  -4-  10  x iox 

1 

= 01 , on  aura  ioz  = 01  -.jgAï.?..1  5 par  la  troifiéme  10  x 103 
(1)  x 10  x 101  x 101  -4-  30  x 101  = 03,  on  trouvera  103 
= -S?  T'UZIP  * \°0'  xiox  - 10 X -ü’,  pâr  |a  quatrième  IO  x iaf 
+ IOX  IOZ  -4-  (l)  XÎOX  101  * 103  -4-  (3)  X 30  x IOI  x IOI 

-4-  40  04,  on  aura  104  = «4-agg*-M)x«oxig xjg 

_niyicx^,1x,or- 40X^1*  Qn  laide  dans  ces  valeurs,  pour 
abréger  le  calcul , les  coéficients  indéterminés  ior,  101,  Scc. 
à la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées. 

40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  des  coéficients  indéter- 
minés 101 , 101 , Scc.  à leur  place  dans  l’equation  fuppofêe 
x — 101  y -4-  loiy  y -+- 103 y’  Sic.  Sc  l’on  aura 


X = SSy 

I VJ 


-1 


01-10X101  ...  . O}  — UÏXIO  X TOT  X TOI  -IOX  I 

x — tô — vy  — 75 H — 7 

. o4-*oxtcil -dixioxioixnj-dl*  îoxioiSaot— 4o  xtoi4„3 

-4-  10  ■ ■ * y 

C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , ou  plutôt  c’eft  la 

lu 
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formule  generale  qui  fert  à trouver  la  valeur  de  x dans  tou- 
tes les  équations  reprefentécs  par  iojc  ioxn  + 3ojc5  Sec. 
— or y ■+■  02  yy  03V*  &c.  Il  n’y  aura  plus  qu’à  fubftituer 

dans  cette  formule  les  coéficients  des  équations  qu’on  vou- 
dra refoudre,  à la  place  des  coéficients  de  la  formule  qui 
les  reprelêntent , 8c  l’on  aura  la  valeur  de  x que  l’on  cher- 
che exprimée  par  une  fuite  oit  il  n’y  aura  que  des  y. 

Avertissement. 

Le  s chifres  1 & 3 renfermés  par  des  parenthelës , ne  font 
pas  reprefentatifs  comme  les  autres , mais  véritables  5 par 
exemple  dans  la  grandeur  — (i)xio  x 101  x 101,  le  chifre  2 
marque  qu’il  faut  prendre  le  produit  20  x 101  x 102  deux 

fois  ; de  même  3 dans  — (3)  x 30  x 101  x 102 , marque  qu’il 

faut  prendre  trois  fois  le  produit  reprefenté  par  30  x 101  x 
102,  ôc  ainfi  des  autres. 

Corollaire  V. 

*44  P our  avoir  une  femblable  formule  qui  lêrve  à trouver  la 
valeur  de  jc  dans  les  équations  reprelèntées  par  celle  du  troi- 
fiéme  Corollaire,  où  les  jc  font  mêlés  avec  les  y , on  luppo- 
ferâ  que  ces  équations  font  reprcientécs  par  l’équacion  iojc 
H-iiy-c  -t-  nyyx  \}y'x  -4-  14/jc  &c.  -4-  20.C.V  -4-  21 yxx 
-4-  21  yyxx  -4-  tyy'xx  -4-  24 y'xx  Sec.  ■+•  30*’  -4-  3 lyx1  -t-  3 iyyx' 
-4-  35  yV  -+-  34/+a:i  8cc.  -4-  40JC4  -4-  4ycv4  -+•  42 yyx*  -4-  w'x* 
-4-  44y4x4  Sec.  = oiy  ■+■  dyy  -4-  o}yf  -4-  04y4  -4-  03  y'  Sec. 
.Les  coéficients  de  chaque  terme  reprefentent  les  coéficients 
donnés  des  termes  de  chaque  équation  donnée,  qui  eft  re- 
prefentee  par  celle-ci.  Pour  les  diftinguer  Se  les  reconnoîcre, 
il  y a deux  chifres  dans  le  coeficient  de  chaque  terme  , celui 
qui  eft  le  plus  à gauche  eft  égal  à l’expofant  de  la  puiiTance 
de  x,  Se  celui  qui  eft  le  plus  à droite  eft  égal  à l’expofant 
de  la  puiiTance  de  y par  laquelle  la  puiflancc  de  x eft  mul- 
tipliée. 

Par  exemple,  dans  34/ jc’,  le  chifre  3 eft  égal  à l’expofant 
de  la  puiiTance  x* , & le  chifre  4 eft  égal  à Tcxpofânt  de  la 
puiiTance  y4  5 mais  les  deux  enlcmble  34  marquent  fimple- 
ment,  ou  reprefentent  le  coeficient  donné  du  terme  de 
l’équation  donnée  où  le  trouve  le  produit  y^x'iSc  ainfi  des 
autres. 
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Pour  trouver  la  formule  qui  reprefente  la  valeur  de  x , 
exprimée  par  les  feules  puiflances  de  y,  Si  par  lescoeficiencs 
donnés  reprefenrés  par  ceux  de  l’équation  précédente, 

1".  Après  avoir  mis  le  fecond  membre  dans  le  premier 
par  tranfpofition  , on  fuppofera  .v  = ioiy-4-  ioîyy-t-  1037’ 
-4-  io4y4  &c  les  coéficients  101,  102,  &c.  fbnc  indéterminés, 
& ils  ont  trois  rangs  pour  les  faire  reconnoître.  Les  chifres 
j,  î,  3,  Sic.  du  rang  le  plus  à droite , fervent  à en  diftinguer 
les  termes,  le  chifre  1 marquant  le  premier  terme  où  eft/, 
2 marquant  le  fecond  où  eft  yy,  3 marquant  le  troifiéme  où 
eft;^'  Sec. 

On  fubftituera  enfuite  dans  la  propoféc  io.v  -+•  nyx 
-4-  iiyyv  Sic.  à la  place  de  x,  xx,  &c.  leurs  valeurs  prifes 
dans  l’équation  indéterminée  x=  10:7  ■+■  îoijy-*- 1037’  Sic. 
l’on  aura  l’équation  changée  qui  feit , 


10  x X 

= 

10  X ioiy  -4-  10  x lotry  -4-  10  x loi»' 

-4- 10  X 1047»  Sic. 

-4-  nxyx 

= 

-♦-11x1077  -4-iixioy* 

-4-lIX!o;7,  Si  c. 

-4-  'W* 

= 

-4-  11X1017' 

-4-  11  x 1017*  &c. 

= 

•4-ijxioiy*  &c. 

&c. 

— i 

— 1 

-4-  ioxx 

zxz 

-4-  10  x 101  77  4h  (t)x  10  X 101  x 1017* 
* — 1 

-4-  10  x loi  7*  Sec. 
-4-  (t)  X to  X IOI  X IO174  Sec. 

■4-  xxyxx 

-4-  11  x 101  7' 

-4- (1)  x 11  Xioi  x 10174  Sic. 

— 1 

■4-  il)) xx 

= 

-4-  11 X toi  y4  &c. 

&c. 

— 1 

— 1 

-h  )oxJ 

= 

-4-  jox  101  7*  -4-(j)x  jo  x 101  x 10174  3tc. 

-4-  31 yx* 

= 

-4-  31  X 101  y*  &C, 

ôr.C . 

— 4 

•4*  40** 

•4"  40  X loi  y 4 

L -“V-oyjr-oy'-o^&c.sr  — ci y — oiyy 


-O,/ 


— 04/*  &c. 


On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières  pro- 
pres à déterminer  les  coéficients  indéterminés  101, 101,  Sic, 
3°.  Par  la  première  de  ces  équations  particulières,  qui  efl: 
10  x 101  = 01 , on  trouvera  101  = j par  la  i‘  10  x 102 

11  x 101  -t- 10  x 101  = 01,  on  aura  102  = 01~l.’.y|-0-l~t?,x'0'  . 
par  la  3e  10  x 103  -4-11x102  12  x 101  -4-  { 2 ) x 20  x 

ioi  x 102  *4-  21  x 101  30  x 101  = 03  , on  aura  103 

— 1 — t 

— 1 1 x 101  - il  x 101  — fil  x 10x101x101  — tix  101  - io x 101 

10  ’ .} 

par  la  4'  -+- 10  x 104  •+■ 11  x 103  -4-  12  x 102  -t-  13  x îot 

LU  ij 
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1 

+ IOX  IOZ  ■+•  ( Z ) X ÎO  X IOI  X 103  H-  ( Z } X II  X IOI  X IOl 

-+-1ZX101  -t-(3)x3oxioi  x ioz  -*- 31  x 101  -*-40x101 

= 04,  on  trouvent  104  = sir.» *■*-» ' ' * '.<*=.«> x".1 

— & — 1 — J — 4 

(i>xioxroixioi-(i>X«xioixioL-uxïoi  -mxioxioi  XIOl-ÜX'Ol  -40X101 
' ‘ ‘ ' 10  ’ ” • 

4’.  On  fubftituera  ces  valeurs  des  coéficicnrs  indétermi- 
nés ioi,  ioz,  Scc.  à leur  place  dans  * = 101/  -*-  iozj^ 
h-  103/  &c.  Si  l’on  aura  * = ?t- ««xw.-xpxg 

0<  — II  X 101  — HX  IOI  — U>x  IOX  IOI  X 101—  11X101  -lOKIOl 
To  J 


yy 


4 

. û*-llX10{-ItXl0t-nXI0I-10Xln'-(l)Xl0X10IXI0| 

. I0-  — y 

1 1 1 4 

dix uxioixioi  — n x 101  -qixioxioi  xioi  — nxioi  — 4ox:ot 

- 2 Q 


-/SCC. 

C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , ou  plutôt  c'cft  la 
formule  generale  qui  l'ert  à trouver  la  valeur  de  x dans  tou- 
tes les  équations  reprcfentées  par  l'équation  propofée  iqx 
-4-  11  yx  nyyx  ijy'*  Sec. 

Il  n’y  aura  qu'à  fubftituer  dans  cette  formule  les  coéfi- 
cients  des  équations  qu’on  voudra  refoudre  , à la  place  des 
coéfkients  de  la  formule  qui  les  reprefentenc , Sc  l’on  aura 
la  valeur  de  x que  l’on  cherche  exprimée  par  une  fuite  où 
il  n’y  aura  que  des^. 

Il  faut  faire  ici  là  même  remarque  fur  les  chifres  1, 5,  Sec. 
renfermés  par  des  parenthefes , qu’on  a faire  dans  l’avcrrifTe- 
ment.  On  a laiflé  dans  la  formule  les  grandeurs  indétermi- 
nées roi,  ioz.  Sec.  à la  place  de  leurs  valeurs,  pour  abréger 
le  calcul. 

Corollaire  VI. 

z4j.  O n peut  rendre  plus  generaux  les  Corollaires  précedens, 
*106.  par  le  moyen  des  formules  generales  * pour  de  ver  deux 
grandeurs  2c  une  fuite  infinie  de  grandeurs  à une  puiilance 
quelconque  ; on  prendra  ici  pour  exemple  le  fécond  Corol- 
laire: car  au  lieu  de  l'équation  du  fécond  Corollaire  ax  bxx 
cxi  Sec.  t=a  /y  jkjj  -t-  ny'  &c.  on  peut  propofér  l’équation 
generale  ax'  -+•  bx'  •+■  ex'  * 1 dx'  * 5 Scc.  = ly  -* - nty 
-*-»/**  py'*i  Sic.  les  coéficients  <r,  b,  c , d.  I,  m,  Scc.  font 
donnés , ou  reprefenrent  des  cocficicnts  donnés,  Si  t repre- 
fente  en  general  une  puiilance  quelconque  de  x Si  de  y. 
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Pour  trouver  la  valeur  de  x dans  cette  éqdation  generale, 
ou  la  formule  generale  qui  reprefence  cette  valeur , 

i°.  11  faut  fuppofer  x = Ay  Byy  Cy’  - 1-  Dy 4 Sic.  les 
coéficiencs  A,  B,  C,  &c.  font  indéterminés. 

x°.  Il  faut  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  gencrale*les  * 106. 
valeurs  de  x‘,  x'*' , x'^'yx'*1  Sic.  dans  l’équation  x — Ay 
-♦*  Byy  -v-  Çy*  &c.  en  fubftituant  dans  la  formule  generale 
t , t -+- 1 , Sic.  à la  place  de  ». 

11  faut  enfuite  fubftituer  ces  valeurs  de  x\  x'*' , x'*1  Sic. 
à la  place  de  x\  x'*'  &c.  dans  l’équation  propoféc,  Si  l’on 
aura  l’équation  changée  fuivante  , 

mx  = *Ay'  + \dA'-'B)'~'  +\x^x*A'-lBBy~l 

+ i aA'-'C/~l6cc. 
•+bA'~'y'~\  -i-^éA'-'By'*1  Sic. 

•+■  cA'*1  y‘*1  Sic. 


■ bx'~'  = 


ex 


Sic. 

//-my'~' -ny~lSic.  = - lÿ  — my’~' 


— fty &c. 


30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
donc  on  a befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  cocficients 


indéterminés  : On  trouvera  par  la  première  A'  — 4 > & 

i.  c .<  > - > 

yi  — (1.  ; par  la  féconde,  B = — » Par  tro'^' 

*'  n-cA'~l  -'-Z1  bA'-'-l  x^xaA'-'BB 
,C  taA'~' 

On  laiflè,  pour  abréger  le  calcul , les  lettres  A y B y C,  Sic. 

à la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées. 

4".  Il  fauc  fubftirucr  ces  valeurs  d c A , B , C , Sic.  à la 
place  de  A,  B,  C,  Sic.  dans  x — Ay Byy  -s-  Cy'  Sic. 

m — b A'*' 

yy 


I 

r 


Si  l’on  aura  x = — y 
a 

n — c A 1 * 1 —±t±bA'-1 
tu  A' 


tuA'~\ 
±=±aA'~'BB 


y 5 &c. 


C’cft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoic , ou  plutôt  c’clt  la 
formule  generale  qui  la  reprefente  , Si  qui  fert  à la  trouver. 

Lll  îij 
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Il  n’y  aura  plus  , pour  la  trouver  , qu’à  fubflitucr  dans- 
cette  formule  les  coéficicnts,ôc  les  expolans  des  puillanccs 
de  x & de  y marqués  par  t des  équations  qu’on  voudra 
rc/oudre,  rcprefenrés  par  ceux  de  l’équation  generale  ax 
•+•  tx'~  ' •+*  c x'  * ' &c.  = ly  mÿ  * ' vy  * 1 &c. 

Remarques  ou  l'on  explique  la  maniéré  de  connottre  les 
expofans  des  puijfances  de  la  quantité  y qui  don  dijHnguer 
les  termes  de  la  fuite  qui  ejl  la  valeur  de  X. 

I. 

*46.  r.I  l faut  que  toutes  les  grandeurs  de  l'équation  propofée 
dans  lefquelles  l’inconnue  x,  dont  on  cherche  la  valeur,  ne 
fe  trouve  point , foient  employées  dans  l’équation  changée, 
c’eft  à dire,  il  faut  que  dans  les  équations  particulières  que 
l’on  trouve  en  fuppolànt  chaque  terme  de  l’équation  chan- 
gée égal  à zéro,  chacune  des  grandeurs  de  l’equation  pro- 
pose où  x n’elt  point , ferve  à déterminer  la  valeur  des 
indéterminées  s d’où  il  fuie  que  fi  quelqu’une  de  ces  gran- 
deurs ne  peut  lcrvir  à déterminer  ces  valeurs,  ce  qui  arrive 
lorfqu'cllc  fait  lèule  un  terme  de  l’équation  changée,  il  cfl 
certam  que  les  expofansdes  puiflances  de  y ne  font  pas^lans 
la  progrelfion  arithmétique  qu’il  faut  , dans  la  valeur  de  x 
que  l’on  a fuppofée  ; c’cft  à dire,  que  l’équation  propofée  ne 
peut  pas  être  refolue  par  cette  valeur  de  x qu’on  a luppofée  ; 
ou  bien  que  l’équation  propofée  a beloin  de  préparation 
pour  être  refolue  par  cette  méthode  du  fécond  Problème, 
& qu’elle  ne  le  peut  pas  être  dans  l’état  où  elle  eft. 

Il  faut  que  dans  l’équation  changée  on  puiflê  faire  une 
équation  de  chaque  terme,  qui  ferve  à déterminer  les 
valeurs  des  indéterminées  qu’on  a fuppofées;  & fi  cela  n’ar- 
rivoit  pas , on  en  concluroit  les  mêmes  chofes  que  dans 
l’article  précèdent  ; ainfi  il  faut  que  dans  chaque  terme  de 
l’equation  changée  il  y ait  au  moins  deux  grandeurs  diffe- 
rentes. 

3°.  Les  expofans  des  puiflances  de  la  quantité  qui  diftingue 
les  termes  font,  comme  on  l’a  vu  dans  les  exemples,  en  pro- 
greffion  arithmétique  , 8c  cette  progreflion  arithmétique  va 
en  augmentant  quand  ces  expofans  font  pofitifs , & en 
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augmentant  pour  ainfi  dire  en  négation,  quand  ils  font  tous 
négatifs:  mais  quand  les  premiers  expofans  des  mêmes  puif 
fances  font  pofitifs  8c  deviennent  au  fécond  terme  , ou  aux 
autres  termes,  négatifs  * les  pofitifs  vont  en  diminuant , 8c 
les  négatifs  en  augmentant  dans  leur  négation. 

4°.  On  voit  par  là  qu'il  fuffic  de  trouver  les  expofans  des 
puifiances  de  la  quantité  qui  diftingue  les  termes  de  la  valeur 
de  x dans  les  deux  premiers  termes , pour  avoir  tous  les 
autres. 

I I. 


rour  les  équations  qui  n'ont  pas  de  differentes. 

i°.Quand  il  y a une  quantité  toute  connue  dans  l’équation 
propofee,  comme  1 n'  dansle  premier  exemple, 8c  qu’on  veue 
chercher  la  valeur  de  x par  une  fuite  dont  les  termes  font 
diftingués  par  les  puifiances  de  y qui  ont  leurs  expofans  pofi- 
tifs ; il  faut  que  le  premier  terme  de  la  fuite  indéterminée 

3u’on  doit  fuppofer  pour  la  valeur  de  x , n’ait  qu’une  gran- 
eur  indéterminée  lans  aucun  /;  ou,  ce  qui  eft  la  même 
chofè,  l’expofantde/doit  être  zéro  au  premier  terme 5 ainfi 
on  fuppofèra  dans  ce  cas  x — ay"**-  Sic. 

Pour  trouver  dans  ce  cas  l’expofânt  dey  dans  le  fécond 
terme,  il  11’y  a qu’à  confiderer  attentivement  quel  expofant 
doit  avoir/  dans  le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée 
d t x— a by  ■+■  Sic.  afin  qu’on  puifie  avoir  par  la  fubfiiru- 

tion  des  deux  termes  a -+-  by  confidercs  comme  la  valeur 
de  at,  à la  place  de  x dans  l’équation  propofée,  un  fécond 
terme  de  l’équation  changée,  qui  étant  fuppofé  égal  à zéro, 
donne  une  équation  par  laquelle  on  puifiè  déterminer  la 
valeur  de  6;  8c  l’on  verra  dans  le  premier  exemple  qu’il  faut 
fuppofery1  dans  le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée 
de  x.  Ainfi  l'on  voit  dans  le  premier  exemple  qu’il  faut 
fuppofer  x — a •+■  by  -+-  cyl  s- Sic.  En  appliquant  le  même 
rayonnement  aux  cas  fcmblables , on  trouvera  la  fuite  des 
expofans  de/,  qu’il  faut  fuppofer  dans  la  valeur  indétermi- 
née de  x. 

j°.  Quand  il  n’y  a aucun  terme  qui  foit  tout  connu  dans 


l’équation  propofée  , comme  dans  le  huitième  exemple 

5 y 1 y * 

-^j-x'  •+■  — x * — 7 nnyyxx  -+- ppy 4 -4-  6n'y'  — o, 

71 
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qu’on  veut  trouver  la  valeur  de  x par  une  fuite  où  les 
expofans  dey  foient  pofitifs,  dans  ce  cas,^  doic  être  dans  le 

f>remier  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x.  Pour  avoir 
’expofant  de  y dans  le  premier  terme  de  cette  valeur  indé- 
terminée d e*  = <p  + &c.  il  faut  avoir  égard  à la  gran- 
deur 6n'y'  , dans  laquelle^1  eft  au  moindre  degré  fans 
qu’il  y ait  de  x , 6c  voir  quel  eft  l'expofant  qu’il  faut  donner 

à y dans  le  premier  terme  de  x = ay  £ & c.  afin  qu’en  éle- 

vant l’équation  indéterminée  x = ayl  -h  & c.  à la  fixiéme 
puiftance , x * — a* y'  & c.  l’on  puiflé  avoir  la  quantité  a* y > 
qui  fafïè  avec  la  quantité  6n'y'  de  la  propofée  le  premier 
terme  de  l’équation  changée,  de  maniéré  qu’en  fuppofanc 
ce  premier  terme  égal  à zéro,  on  puifle  déterminer  la  valeur 
de  la  première  indéterminée  a.  Or  il  eft  évident  dans  le 

huitième  exemple,  qu’il  fautfuppofer  x = ay*  -*-&cc.  L’ona 
donc  déjà  le  premier  expofant  dc^,  il  ne  faut  plus  trouver 
que  le  fécond. 

4°.  Pour  trouver  ce  fécond  expofant  de^  dans  la  valeur 

indéterminée  de  x = aÿ1  ky1  { 6cc,  il  faut  voir  quel 
eft  celui  qu’on  peut  fuppofér  pour  avoir  ces  deux  cho fes  : 
la  première,  que  la  grandeur  pjy'  de  l’équation  propofee 
dans  laquelle  je  n’eft  point , fe  puifle  trouver  dans  un  des 
termes  de  l’équation  changée  avec  quelqu’autre  grandeur 
qui  contienne  quelques-unes  des  indéterminées  ; car  fans 
cela  ppy 4 ne  pourroit  être  employée  dans  la  rcfolution  de 

l’équation  : La  féconde , qu’en  faifânt  la  fubftitution  de  ayî 

■+•  byl  T •+•  &c.  = x,  à la  place  de  x dans  la  propofée,  on 
trouve  un  fécond  terme  dans  l’équation  changée,  qui  étant 
fuppofé  égal  à zéro , donne  une  équation  particulière  par 
laquelle  on  puifle  déterminer  la  valeur  de  la  fécondé  indé- 
terminée b.  Or  l’on  découvre  aifément  qu’en  fuppofint 

x — ay*  -+■  b y1  "+"*  Sec.  l’on  aura  ces  deux  chofés;  ainfî 

* - eft  le  fécond  expofant  de  y dans  l’équation  indéter- 

mince  x = ay*  .+.  by  &c.  ce  qui  donne  tous  les 

autres  lüivans. 

Ces 
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Ces  Remarques  fuffifent  pour  apprendre  aux  Ledeurs  celles 
qu’il  faut  faire  dans  tous  les  cas  lemblables,  pour  découvrir 
les  expofans  qu’il  faut  donner  aux/,  dans  la  valeur  indé- 
terminée de  x,  qu’il  faut  fuppofer  pour  en  découvrir  la  vé- 
ritable valeur  par  cette  méthode  ; & après  s’être  rendu  cette 
méthode  bien  familière  en  l’appliquant  à beaucoup  d’exem- 
ples, ils  découvriront  aifément  les  expolans  qu’il  faut  don- 
ner aux/,  dans  la  valeur  indéterminée  de  x,lorfqu’on  veut 
chercher  cette  valeur  par  des  y dont  les  expofans  foient  né- 
gatifs ; 8c  ils  pourront  facilement  l’appliquer  A toutes  les 
équations  qui  auront  deux  ou  plufieurs  inconnues,  lins  qu’il 
foit  neceflaire  d’en  groffir  ce  Traité. 

I I I. 

Pour  les  équations  qui  ont  des  différences. 

Les  Réglés  que  l’on  a données  dans  les  articles  de  la  pre- 
mière remarque  pour  prendre  les  expofans  des  / tels  qu’il 
faut  dans  la  luire  indéterminée  que  l’on  doit  fuppofer  pour 
la  valeur  de  x , conviennent  aufli  aux  équations  qui  ont  des 
différences  > c’eft  à dire  que  pour  réfoudre  les  équations  dif- 
férentielles , il  faut  fuppofer  une  fuite  indéterminée  égale 
à x,où  les  expofans  des/ foient  en  progreffion  arithmétique, 
6c  aillent  en  augmentant,  quand  ifs  font  pofitifs,  6c  en  aug- 
mentant, pour  ainfi  dire,  en  négation,  quand  ils  font  néga- 
tifs ; 8c  que  s’ils  commencent  par  être  pofitifs,  ils  aillent  d’a- 
bord en  diminuant,  6c  enfuitc  en  augmentant  en  négation 
dès  qu’ils  deviennent  négatifs  5 que  ces  expofants  des/  dans 
la  fuite  indéterminée  qu’on  fuppofe,  foient  tels,  i°,  que  toutes 
les  grandeurs  de  l’équation  propofée  fe  trouvent  employées 
dans  l’équation  changée,  6c  y fervent  à déterminer  les  va- 
leurs des  indéterminées  j z°,  qu’on  puifîè  faire  de  chaque 
terme  de  l’équation  changée  une  équation  particulière  en  le 
fuppofant  égal  à zéro,  laquelle  ferve  à trouver  la  valeur  de 
quelque  indéterminée,  6c  qu’ainfi  chaque  terme  de  l’équa- 
tion changée  ait  au  moins  deux  grandeurs  differentes  ; 30, 8c 
qu’enfin  ii  on  ne  peut  trouver  de  progreffion  arithmétique 
des  y,  foit  polîtive,  foit  négative,  propre  à remplir  ces  deux 
conditions,  on  foit  affuré  que  l’équation  propofée  ne  peut 
pas  être  refolue  telle  qu’elle  cft: , du  moins  (î  l’on  n’y  fait 
quelque  préparation. 


M m m 
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Mais  c’eft  une  choie  particulière  aux  équations  différen- 
tielles, qu’en  prenant  la  différence  de  la  fuite  indéterminée 
x = ay  -+-  byl  cy'  ôcc.  ou  x ==  a by  ■+•  cyl  ef  -+-  &c. 
ou  x — ay'-r-  by°  -t-  cy~'  -*-ey~l  -*-&c.  ficladivifant  enfuite 
par  la  différence  dy , l’cxpofant  de  chaque  y diminue  d’une 
unité  dans  la  fuite  des  expofans  pofitifs,  & augmente  d'une 
unicé  négative  dans  la  fuite  des  expofans  négatifs  ; &:  que  fi 
l’on  fuppoic  pour  un  terme  une  grandeur  indéterminée 
fans  y,  elle  ne  fè  trouve  plus  dans  la  différence:  Cela  efteaufe 
que  la  grandeur  , où  y a pour  expofant  l’unité,  fe  trouve 
fans/  dans  la  différence , & que  celle  où  il  n’y  auroit  aucun/, 
ne  s’y  trouve  plus , & eft  devenue  zéro  : C’eft  pourquoi  quand 
il  y a une  grandeur  toute  connue  fans/  dans  l’équation  pro- 
poléc  , il  n’cft  pas  toujours  neceffàire  de  fiippofer  dans  la 
fuite  indéterminée,  qui  eft  la  valeur  de  x,  une  grandeur  in- 
déterminée fan sy,  comme  dans  les  exemples  9',  10',  11e,  11* 
& 13e.  Mais  dans  le  14'  exemple  on  a fuppofé  un  terme  qui 
contenoit  une  indéterminée  fan 
n’auroit  pas  pù  employer  dans  1’ 
deurs  + »/  — nn  de  la  propofée. 

Ces  Remarques  fuffiféntà  ceux  qui  fe  font  rendu  la  mé- 
thode bien  familière,  pour  découvrir  toujours  certainement 
quelles  doivent  être  les  expofans  des/' dans  la  fuite  indéter- 
minée , qu’on  doit  fuppofér  pour  la  valeur  de  x , dans  les 
équations  qui  n’ont  pas  de  différences,  & dans  celles  qui  ont 
des  différences. 


s y , parccque  ians  cela  on 
équation  changée  les  gran- 


SECTION  V. 

0«  l’on  explique  la  féconde  méthode  du  fécond  Problème 
par  le  moyen  de  la  transformation  qui  fert  a diminuer 
O1  * augmenter  les  racines  d'une  équation. 

Aveut  issement. 

i47*  La-  féconde  méthode  qu’on  va  expliquer,  fait  auffi  trouver 
pour  la  valeur  de  x une  fuite  infinie,  c’eft  à dire,  qui  a une 
infinité  de  termes  qui  font  diftingués  les  uns  des  autres  par 
les  puiflanccs  différentes  de  la  fécondé  inconnue/',  dont  les 
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expofans  font  en  progrelfion  arithmétique , qui  va  en  aug- 
mentant quand  ils  font  pofitifs,  qui  va  en  augmentant,  pour 
ainfi  dire, en  négation, quand  ils  (ont  négatib,  ôcqui  va  d’a- 
bord en  diminuant  quand  ils  font  au  commencement  pofi- 
tifs,  S:  qu’ils  deviennent  eofuite  négatifs,  & elle  augmente 
après  en  négation. 

On  donnera  une  méthode  uniforme  pour  trouver  chaque 
terme  de  la  valeur  de  x , c’eft  à dire,  la  maniéré  de  trouver 
le  premier  terme  de  cette  valeur,  fora  aulfi  celle  qu’on  çm- 
ployera  à trouver  le  fécond  terme , le  troifiéme  , ôc  tous  les 
autres.  Cela  rendra  la  méthode  plus  facile  à concevoir  5c  à 
pratiquer  ; cependant  on  enfeignera  dans  les  Remarques 
comment  apres  avoir  trouvé  le  premier  terme  de  la  valeur 
de  x , on  peut  trouver  le  focond,  le  troifiéme,  5c  tous  les 
autres  fiiivans  par  la  quatrième  & par  la  cinquième  méthode 
d’approximation  du  fixiéme  Livre,  art.  159  5c  166.  Voici  en 
quoi  conlifte  cette  foconde  méthode. 

Seconde  Méthode. 

Pour  trouver  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x ; in,  il 
faut  luppofor  une  indéterminée  a pour  le  coéficicnt  de  ce 
premier  terme  ; on  fuppofora  cette  indéterminée  foule , ou, 
ce  qui  eft  la  même  choie,  multipliée  par  y°,  s’il  y a quelque 
grandeur  toute  connue  fonsj  dans  l'équation  propofoe  , 5c 
qu’on  veuille  que  les  expofans  des  puillances  de  y,  qui  doi- 
vent diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x, 
foient  pofitifs,  5c  aillent  en  augmentant.  S il  n’y  a aucune 
grandeur  toute  connue  fans  y dans  la  propofoe  , on  fuppo- 
fora l’indéterminée/»  multipliée  par  une  puilTance  dey,  qui 
foie  telle  , qu’en  fubftituant  le  produit  de  a par  cette  puifo 
fonce  dey  à la  place  de  x dans  la  propofoe,  l’on  puiflè  trou- 
ver après  la  fubftitution  au  moins  deux  gfandeurs  differentes 
dans  lefqucllcs  la  foconde  inconnucy  foitau  même  moindre 
degré,  pour  en  faire  Imc  équation  propre  à déterminer  la 
valeur  de  l’indéterminée  a.  Cette  grandeur  indéterminée  a 
foule  ou  multipliée  par  une  puilTance  de^,  reprefonrera  le 
premier  terme  de  la  fuite  qu’on  cherche,  qui  doic  être  la 
valeur  de  x. 

1".  Il  faut  fubftiruer  cette  grandeur  indéterminée  qui  re- 
prefente  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x , à la  pla^e  de  x 
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dans  l’cquation  propofée  ; fuppofer  toutes  les  grandeurs 
dans  lefquelles^  ne  le  trouve  point,  après  la  fubftitution , 
égales  à zéro  ; 6c  Ci  y le  trouve  en  toutes,  fuppofer  égaies  à 
zéro  celles  où  y eft  au  même  moindre  degré  ■>  6c  trouver  la 
valeur  de  l’indéterminée  a par  l'cquation  que  donne  cette 
fuppofition  , & ce  fera  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche , fi  on  a fuppofé  l’indéterminée  a feule 
lans^j&fiona  multiplié  l’indeterminée a par^,  multipliant 
cette  valeur  de  a par  la  même  puiflànce  de  y par  laquelle 
on  avoit  multiplié  l’indéterminée  * , le  produit  fera  le  pre- 
mier terme  de  la  valeur  de  x. 

3".  Il  faut  fuppofer  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x 
qu'on  vient  de  trouver  plus  une  inconnue  f,  égale  à x , 6c 
lubftituer  cette  valeur  de  .v  à là  place  dans  l’équation  pro- 
pofée,  & l'équation  qui  en  viendra  fera  la  première  trans- 
formée , qui  fervira  à trouver  le  ic  terme  de  la  valeur  de  x: 
Pour  trouver  ce  fecond  terme  de  la  valeur  de  x,  i°,  il  faut 
prendre  une  indéterminée  b , 8c  la  multiplier  par  une  puife 
lance  de  y , qui  foie  telle , qu’en  lubftiruant  le  produit  de  b 
par  cette  puiflance  de  y , à la  place  de  f dans  la  première 
transformée  , on  ait  au  moins  deux  grandeurs  differentes 
dans  lefquelles  lôit  au  même  moindre  degré.  Ce  produit 
de  b par  cette  puiflance  de;»,  reprefentera  ïc  fecond  terme 
de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche.  x°.  Il  faut  fubftituer  ce 

(iroduit  qui  reprefente  le  fecond  terme  de  la  valeur  de  x,  à 
a place  de  f dans  la  première  transformée  * faire  une  équa- 
tion des  grandeurs  dans  lelquel les  y eft  au  même  moindre 
degré,  trouver  par  cette  équation  la  valeur  de  l’indétermi- 
née b,  6c  mulciplier  cette  valeur  par  la  même  puiflance  dc^ 
par  laquelle  b eft  multipliée -,  & le  produit  fera  le  fecond 
terme  de  la  valeur  de  x.  30.  Il  faut  fuppofer  ce  fecond  terme 
plus  une  nouvelle  inconnue  g,  égal  à l’inconnue /de  la  pre- 
mière transformée,  6c  lübftitucr  cette  valeur  de /à  là  place 
dans  la  première  transformée,  6c  l’équation  qui  viendra  de 
la  fubftitution  fera  la  féconde  transformée  ; on  trouvera  par 
Ion  moyen  le  rroifiéme  terme  de  la  valeur  de  *,de  la  même 
maniéré  qu’on  a trouve  le  premier  6c  le  fecond  ; 6c  ce  troi- 
fiéme  terme  fervira  à faire  une  troifiéme  transformée  , qui 
fera  de  même  découvrir  le  quatrième  terme  de  la  valeur 
de  x i 6c  ainfi  de  fuite  à l’infini. 
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Quand  les  expofans  des  puiflànces  dc^  qui  doivent  diftm- 
guer  les  termes  de  la  valeur  de*,  commencent  par  être 
politifs  ,5c  deviennent  enfuite  négatifs;  pour  trouver  le  pre- 
mier terme  de  la  valeur  de  x , il  Faut  multiplier  la  première 
indeterminee  a par  une  puiflànce  de  y,  qui  foit  telle,  qu’en 
fubftituanc  le  produit  de  «r  par  cette  puiflTance  de  y,  à la  place 
de  x dans  l’équation  propoféc  , on  puille  avoir  au  moins 
deux  grandeurs  differentes  dans  lefquellesj  foit  à la  même 
puiflànce  la  plus  élevee  : Si  pour  trouver  le  fécond  terme, 
il  faut  multiplier  la  féconde  indéterminée  b par  une  puiflànce 
de^.qui  foit  telle,  qu’en  fubftituant  le  produit  de^  par  cette 
puiflànce  de^,  à la  place  de  l’inconnue /de  la  première  trans- 
formée, dans  la  première  transformée,  on  ait  au  moins  deux 
grandeurs  dans  lefquellesj/  foie  à la  puiflànce  la  plus  élevée  j 
& faire  le  refte  comme  on  l’a  marqué  pour  la  recherche 
des  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  je,  quand  les  ex- 
pofans des  y de  cette  valeur  font  politifs. 

Les  expofans  des  puiffances  de^  qui  diftinguent  les  termes 
de  la  valeur  de  x,  devant  être  en  progreflion  arithmétique, 
il  fuflit  d’avoir  les  expofans  de  y dans  les  deux  premiers  ter- 
mes de  cette  valeur , pour  avoir  tous  les  autres  : C’eft  pour- 
quoi quand  on  a découvert  ces  deux  premiers  expofans,  il 
faut  fuppofèr  x égale  à une  fuite  indéterminée  dont  chaque 
terme  contienne  une  indéterminée  multipliée  par  la  puif. 
fànce  de  y qui  convient  à ce  terme.  Par  exemple,  pour  troii- 
ver  la  valeur  de  x dans  l’équation  x'-*-  vyx  — f =o,  après 

-+-  rmx  — i ri' 

avoir  trouvé  que  la  puiflànce  de  7 qui  doit  multiplier  le  pre- 
mier terme  de  la  valeur  de  x,  doit  être  y ",  celle  qui  doit 
multiplier  le  fécond  terme,  doit  être/jonfuppofera  x— *ym 
-i-  bÿ  -h  cyl  •+-  dys  -+-  ey 4 -t-  8ic.  <*,  b,  c,  Sic.  font  indétermi- 
nées. Si  n eft  moindre  que  y,  il  faudra  que  les  expofans  des  y 
commencent  par  être  pofitifs  à caufé  de  7',  Si  deviennent 
enfuite  négatifs  ; & après  avoir  trouve  que  les  expofans  d ey 
dans  les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  .v,  doivent 
être  aÿ  •+•  byn , on  fuppofera  x =aÿ  by°  cy~'  •*-  d)~k 
-4-  Sic.  a>  b,  c , Sic.  font  indéterminées. 

De  même  pour  avoir  la  valeur  de  x dans  l’équation  x 4 
— j yx'  -+•  — -jnnyyxx  ■+•  p/y*  -4-  6n'yl  = o , quand  on 

aura  trouvé  que  les  expofans  de^  dans  le  premier  Si  le  fécond 
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_ i_  , 2. 

terme  de  la  valeur  de  x,  font  y1, y\ on  fuppofcra  que  x=ay 

by'  -*•  cy'  » -4-  </yl  -i-  ey1  H'  r -t-  &c.  a,  b,  c , 8cc.  font  in. 
déterminées.  Il  en  eit  de  même  des  autres  exemples. 

On  aura  par  ce  moyen  la  fuite  indéterminée  qui  repre- 
fente  la  valeur  de  x * il  ne  faudra  plus  pour  avoir  la  valeur 
déterminée  de  x , que  trouver  la  valeur  de  chacune  des  in- 
déterminées, ou  de  chaque  cermc  indéterminé ; on  la  trou- 
vera cette  valeur  déterminée,  iu,  en  fùbftituant  ce  terme 
indéterminé  dans  la  propo(ee,à  la  place  de  x , fi  c’eft  le  pre- 
mier terme,  ou  dans  la  transformée  qui  convient  à ce  terme, 
/]  ce  n'eft  pas  le  premier , à la  place  de  l’inconnue  de  cette 
transformée  ; i°,  faifant  une  équation  des  grandeurs  dans 
lefquellcs  j fe  trouve  au  même  degré  le  moindre  de  tous,  fi 
les  expofans  des  y font  tous  pofitifs  ou  tous  négatifs;  & le 
plus  élevé,  fi  les  expofans  doivent  commencer  par  être  pofi- 
tifs, & devenir  cnfùite  négatifs , & qu'on  faflé  la  recherche 
des  premiers  : déterminant  par  cette  équation  la  valeur 

de  l’indéterminée  du  terme  que  l’on  cherche,  apres  quoi  ce 
terme  fera  connu  -,  & enfin,  4",  en  fuppofant  ce  terme  qu’on 
vienc  de  connoitre  plus  une  nouvelle  inconnue , égal  à l’in- 
connue de  la  transformée  qui  a fait  trouver  ce  terme  ; & 
fiibftituant  cette  valeur  à la  place  de  l’inconnue  dans  cette 
transformée,  on  aura  la  transformée  fuivante,  par  le  moyen 
de  laquelle  on  trouvera  le  terme  fuivant  de  la  valeur  de  x. 

On  ne  fera  la  recherche  des  deux  premiers  termes  que 
dans  le  premier  exemple,  pour  apprendre  la  manière  de 
trouver  les  expofans  de  y dans  les  deux  premiers  termes  -,  & 
pour  abréger  dans  les  autres  exemples,  on  fuppolera  la  fuite 
indéterminée  de  la  valeur  de  x.fie  on  déterminera  les  valeurs 
des  indéterminées  de  cette  fuite  de  la  maniéré  qu’on  vienc 
d’expliquer. 

application  de  U fécondé  metbode  aux  exemples. 

Exemple  I. 

149.  Soit  propofe  de  trouver,  par  cetre  féconde  méthode,  la 
valeur  de  x dans  l’équation  x ’ ■+■  nyx  — y'  = o. 

-t-  nnx  — 1 n' 

i°.  Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur,  il  faut  le 
fuppofer  reprefenté  par  l’indéterminée  a multipliée  par  y', 
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c’eft  à dire,  multipliée  par  l'unitc,  ou  féale  fans^y,  à cauiê 
de  la  grandeur  toute  connue  zn\ 
î Il  faut  fubftitucr  a dans  la  propofee  à la  place  de  x,  6c 
l'on  aura  l'equation  changée  a'  4-  nya  — ÿ = o.  Il  faut 

-t-  ma  — 1»‘ 

faire  une  équation  de  toutes  les  grandeurs  dans  Icfquelies  la 
fécondé  inconnue  ne  le  trouve  point  ; 6c  trouver  par  cette 
équation,  qui  eft  a ’ 4-  ma  — zn'  — o,  la  valeur  de  a , qui  eft 
4- h.  C’eft  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x qu'on  cherche: 
& l’on  a déjà  x = 4-  ny° , ou  x = 1 n. 

,j°.  Il  faut  fuppofer  n 4-/  = x , Sc  fubftituer  cette  valeur 
de  x à fa  place  dans  la  propofée , 6c  l’on  aura  la  première 
transformée  — y'  4-  nyf  4-  = o , qui  fervira  à 

4-  nny  4-  4 nnf 

trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  de  la  valeur  de  x , i®,  on  le 
fuppofera  reprefenté  par  l’indctermince  b multipliée  par  y\ 
parceque  fubftituant  b y'  à la  place  de  f dans  la  première 
transformée  , on  aura  les  deux  grandeurs  4-  my  4-  \nnby 
dans  lesquelles  y eft  au  même  moindre  degré.  i°.  On  fubfti- 
tuera  by  à la  place  de/ dans  la  première  transformée,  6c 
faifantune  équation  des  deux  grandeurs  4-  nny  4-  45^=0, 
dans  lefquelles^  eft  au  même  moindre  degré  après  la  fub- 
ftitution,  on  trouvera  par  cette  équation  b — — i ; mettant 
cette  valeur  de  b dans  le  fécond  terme  indéterminé  by'  de 
la  valeur  de  x , on  aura  pour  le  fécond  terme  de  cette  valeur 

— ^y' } l’on  a donc  déjà  x=4-  n — ~ y'.  j°.  On  fuppofera 

— 4 y+g  =/>  & fubftituant  cette  valeur  de  f à fa  place 

dans  la  première  transformée,  on  aura  la  fécondé  transfor- 
mée fuivante,  — Qÿ  4-  — {ygg  4-  g»  =0, 

— ïT»/  — 

-+-4  ”ng 

qui  fervira  à trouver  le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x. 

A prefent  qu’on  a trouvé  les  expofans  o 6c  1 de^  dans  les 
deux  premiers  termes  de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x, 
on  a tous  les  autres  ; 6c  pour  abréger,  on  fuppofera  que  la 
valeur  indéterminée  de  x eft  x = ayc  4-  bÿ  4-  cyx  4-  dy' 
4-  6cc.  les  valeurs  de  a 6c  de  b font  déjà  trouvées  ; il  faut 
trouver  les  valeurs  des  indéterminées  fuivantes , qui  font  c, 
d,  e,  6cc. 
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Pour  déterminer  le  troifiéme  terme  cyl  de  la  valeur  in- 
déterminée  de  x , il  faut  fubftituer  cy~  à la  place  de  g dans 
la  féconde  transformée  (il  fuilit  de  concevoir cyl  fubftitué  à 
la  place  de  g,  fans  qu’il  foit  neceffaire  de  le  fubftituer  actuel- 
lement, ce  qu'il  faut  remarquer  pour  la  fuite)  & faire  une 
équation  des  grandeurs  — n y1  -+■  4 nncy‘  = o , dans  lek 
quelles  y eft  au  même  moindre  degré  , & l’on  trouvera  par 
cette  équation  c = -t--^ri  ainfi  le  troifiéme  terme  de  la 
fuite  qui  eft  la  valeur  de  x,  eft  -+-  —-jr1,  & l’on  a déjà  x =.» 
— iy  + Tizy1- 

Il  faut  fiippofer  -fay1  -+-  h~  g t & fubftituer  cette 
valeur  de  g à fa  place  dans  la  fécondé  transformée,  & l’équa- 
tion qui  en  viendra  fera  la  troifiéme  transformée,  qui  ferrira 
à déterminer  le  quatrième  terme  -+-  dy ’ de  la  valeur  indé- 
terminée de  je. 

Il  eft  évident  qu’on  peut  continuer  à l’infini  l’approxima- 
tion de  la  valeur  de  x par  cette  fécondé  merbode,  les  ope- 
tions  qu’on  vient  de  faire  lufHfcnr  pour  la  faire  concevoir 
clairement. 

Seconde  maniéré  de  refondre  le  même  exemple. 

O.  S 1 la  grandeur  nétoit  moindre  que  y,  il  faudroir  trouver 
une  valeur  de  je  qui  fut  telle  , que  les  y fc  trouvafient  dans 
les  dénominateurs  des  termes  de  cette  valeur,  afin  que  ces 
termes  fuflent  des  fraéhons , & allaient  en  diminuant  de 
valeur  * ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe  , il  faudrait  que  les 
expofans  des  y qui  diftinguent  les  termes  de  la  valeur  de  x, 
fullênt  négatifs.  Voici  la  maniéré  de  trouver  cette  valeur 
par  cette  fécondé  méthode. 

Pour  trouver  le  premier  terme,  il  le  faut  fuppofèr  repre- 
fenté  par  l’indéterminée  a multipliée  pary,  c’eft  à dire , 
par  a y'  ; pareequ’en  fubftituant  a y à la  place  de  x dans  la 
propofée  -+•  nyx — y1  = o,  on  aura  dans  l’équation  chan- 
-+-  mx  — 1«’ 

gêe  a'f  -4-  nay1  — y'  = o,  les  deux  grandeurs  a'y 5 — jy\ 
-+-  rtJUiy  — ut' 

dans  lefquelles^  eft  au  même  degré  le  plus  élevé.  II  faut  en 
faire  l’équation  a'y'  — \ys , d’où  l’on  déduira  a = 1 , ainfî 
le  premier  terme  de  la  valeur  de  x eft  1 y. 

11 
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I!  faut  fuppofer  y -t-f—  xt  6c  fubftiruer  cctrc  valeur  de  x 
à fa  place  dans  la  propofec  , & l’on  trouvera  la  première 
transformée  fuivante  -t-  nyl  -+-  3 ylf  3 yff  *+-/*  — o , 

n 'y  -+-  nyf 
— za’  -4-  nlf 

qui  fervira  à trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme , il  le  faut  fuppofer  repre- 
fenté  par  l'indéterminée  £ multipliée  par/,c’eft  à dire  (ansyi 
pareequ'en  concevant  é fubftituce  à la  place  de  f dans  la 
première  transformée  , on  aura  les  deux  grandeurs  -4-  »/ 
-4-3 by\  dans  lefquclles^  eft  au  même  degré  le  plus  elevé, 
dont  faifànt  l’équation  5A/  =—ny\on  trouvera  A = — |». 
L’on  a donc  déjà  x — 1 y — j ». 

Il  faut  fuppofer  — ÿ » -4-  g =/,  5c  fubftituer  cette  valeur 
de  fi  fâ  place  dans  la  x"  transformée,  5c  l'on  trouvera  la  ze 
transformée  -t-  tfy  -4-  5 y1  g -4-  3 ygg  -4-  g'  =0, 
— f*»!  — nyg  — ngg 


-4-  f »‘g 

qui  férvira  à trouver  le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x. 

Les  expofans  de  y dans  le  premier  5c  le  fécond  terme  de 
la  valeur  de  x étant  connus , on  peut  fuppofer  pour  la  valeur 
de  x la  fuite  indéterminée  .v  = a y ■+•  byn  cy  — ‘ -* - dy~h 

-4-  ey-f  -t-  ôcc.  dont  les  deux  premiers  termes  fonc  connus. 
Pour  déterminer  le  troifiéme  terme  reprefénté  par  cy~\ 
il  faut  concevoir  cy~ 1 fubftitué  à la  place  de  g dans  la  fécondé 
transformée,  5c  fuppofer  égales  à zéro  les  deux  grandeurs 
*4 -n'y  -4-3  cy  = o,  dans  lcfquelles^  eft  au  meme  degré  le 
plus  élevé,  d’où  l’on  déduira  c ==  — {»’  ; ainfi  le  troifiéme 


terme  de  la  valeur  de  x eft  — 

Il  faut  fuppofer  — j n'y~'  *4 - h — g,  6c  fubftituer  cette 
valeur  de  g à fâ  place  dans  la  féconde  transformée  , 5c  l’on 
trouvera  la  troifiéme  transformée  qui  fuit , 

— Tjn‘y~'  -4 -\n*y~'h  — n'y~'hl  -4-  h'  = o, 

— s9n'y~l  •*-\n'y~'h  — nhl 

— jtt+y-’  — în'/j  -+-3  yhl 
— Tf»‘  —nyh 


-4-3/A 

qui  fervira  à trouver  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x. 

N n n 
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Pour  trouver  ce  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x,  il 
faut  concevoir  </>rlfubfticuéedansla  troifiéme  transformée 


à la  place  de  h,  & fuppofcr  égales  à zéro  les  grandeurs  — IL  «5 
h- 3 d=.  o,  dans leiquelles^  ne  fe  trouve  point,  ou  bien 
dans  lefquelles  l’expofanr  de^eft  j-ero,  & l’on  aura  d — Lf  n’. 
Ainfi  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x eft 
& l’on  a déjà  x=  ly  — \ ny°  — \”'y~'  -+-  ri'y~  \ 

On  peut  continuer  l'approximation  à l’infini , en  fuppo- 
fânt  -+•  %{-nxy~l  — & fubftituant  cette  valeur  de  A 

à fa  place  dans  la  troifiéme  transformée,  il  en  viendra  une 
quatrième  transformée,  dans  laquelle  concevant  cy~i  fub- 
ftituée  à la  place  de  /,&  faifant  une  équation  des  grandeurs 
dans  lefquelles  y aura  pour  expofânt  — i , c’eft  à dire,  dans 
lefquelles  il  y aura^-',  on  déterminera  par  cette  équation 
le  cinquième  ternie  de  la  valeur  de  x , 6c  ainfi  à l’infini.  Les 
operations  que  l'on  a faites  fuffifent  pour  faire  clairement 
concevoir  la  féconde  méthode. 


Remarques.  * 

I. 

xji.  O n peut  abréger  de  beaucoup  le  calcul  de  cette  méthode, 
i°,  en  n’ccrivant  point  les  équations  changées,  mais  en  con- 
cevant feulement  que  le  terme  de  la  fuite  indéterminée  qui 
reprefente  la  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche,  eft 
fubftitué  à la  place  de  l’inconnue  ; car  on  remarquera  aifé- 
ment  quelles  lônt  les  grandeurs  dans  lefquelles,  après  cette 
fubftitution  conçue,  l’inconnue^  ne  fe  trouvera  point,  ou 
bien  celles  où  y le  trouvera  au  moindre  degré  ; & les  fùppo- 
fant  égales  à zéro,  on  aura  l’équation  propre  à trouver  la 
partie  de  la  racine  que  l'on  cherche. 

z°.  On  peut  même  remarquer  qu’il  n’efl:  pas  neceflaire 
d’écrire  le  terme  indéterminé  dans  les  grandeurs  qui  étant 
fuppofëes  égales  à zéro , fervent  à faire  trouver  la  partie  de 
ld  racine  que  ce  terme  indéterminé  reprefente. 

Par  exemple,  au  lieu  d’écrire  a'  ■+■  vna  — in'  — o,  dans 
la  première  refolution , on  auroit  pu  former  l’équation  par- 
ticulière qui  fert  à trouver  la  première  partie  de  la  valeur 
reprefentée  par  a,  en  fuppolant  les  termes  x’’  -+•  nnx  — in' 
= o , fans  mettre  a au  heu  de  x j car  l’on  auroit  également 
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trouve  par  cetre  équation  , que  la  première  partie  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherche,  rcprelcntée  parrf,  eft  «,  puif- 
que  x — n = o eft  un  divifeur  cxa<ft  de  x'  nnx  — iu’=:  o, 
ainfi  x — n,  c’eft  à dire,  n eft  la  première  partie  de  la  valeur 
de  x. 

3°.  Dans  chaque  transformée  il  fuffic  de  divifer  la  gran- 
deurdu  dernier  terme, dans  laquelle/eft  au  moindre  degré, 
par  la  grandeur  du  pénultième  terme  où/  eft  aufli  au  moin- 
dre degré;  car  le  quotient,  après  en  avoir  changé  le  ligne, 
fera  la  partie  de  la  valeur  de  .v  que  l’on  cherche. 

Ainfi  dans  la  première  transformée  de  la  première  refo- 
lution,  en  divifant  •+■  nny  par  4 ntt,  on  a pour  quotient 
& changeant  le  ligne  -4-,  on  aura  — j/  pour  la  fécondé 
partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

De  même  dans  la  feconde  transformée  de  la  première 
relolution,en  divifant  — par  •4-411»,  on  aura  — 

& changeant  le  figne,  on  aura  -4 --fcvy  pour  la  troiliéme 
partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche  ; & ainfi  des  autres 
transformées.  La  railon  de  cet  abrégé  eft  évidente  par  l’ope- 
ration meme. 

Quand  on  le  fera  rendu  cette  méthode  bien  familière,  on 
verra  qu’on  peut  négliger  dans  le  calcul  beaucoup  de  gran- 
deurs dans  les  transformées , ce  qu’un  peu  d'ulâge  appren- 
dra mieux  qu’un  long  dilcours. 

II. 

zji.  Ce  qu’on  a dit  dans  le  troiliéme  article  de  la  Remarque 
précédente,  fait  voir  que  la  maniéré  de  trouver  la  fécondé 
partie,  la  troiliéme, & toutes  les  autres  parties  de  la  valeur 
de  x par  cette  feconde  méthode  , revient  à la  quatrième 
méthode  d’approximation  du  fixiéme  Livre,  art.  159,  c’clt'à 
dire,  qu’aprés  avoir  trouvé  la  première  partie  de  la  valeur 
de  x,  qu’on  nommera  a,  par  le  premier  article  de  la  feconde 
méthode,  pour  trouver  la  feconde  partie,  qu’on  nommera  b , 
il  faut  faire  la  première  transformée,  en  fubftituant 
= x à la  place  de  x dans  la  propofee , divifer  le  premier 
terme  par  le  coéficient  du  fécond  terme  de  cette  transfor- 
mée , & le  quotient,  après  en  avoir  changé  le  figne,  fera  la 
feconde  partie  b de  la  valeur  de  x.  ( On  nomme  ici  le  pre- 
mier terme  de  chaque  transformée  celui  où  n’eft  point  l’in- 

N n n ij 
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connue  f de  la  transformée } le  fécond,  celui  où  l’inconnue/* 
elt  linéaire;  & ainfi  des  autres.)  Pour  avoir  la  troifîéme  par- 
tie de  la  valeur  de  x,  qu’on  nommera  c,  il  faut  faire  la  leconde 
transformée , en  fubllituant  b -+-  g =/  à la  place  de  / dans 
la  première  transformée , divifér  le  premier  terme  par  le 
coéficient  du  fécond  terme  de  cette  féconde  transformée  , 
& le  quotient,  après  en  avoir  changé  le  ligne  , fera  la  troi- 
fiéme  partie  c de  la  valeur  de  x.  On  peuc  continuer  cette 
approximation  à l’infini , comme  on  l’a  expliqué  dans  la 
quatrième  méthode  1 59.  On  peut  même  rendre  chaque 
partie  de  la  valeur  de  x plus  approchante  , comme  on  l’a 
enfeigné  dans  cette  quatrième  méthode  d’approximation. 

III. 

2,  j j.  Après  avoir  trouvé  la  première  partie  de  la  valeur  de  x 
par  le  premier  article  de  la  féconde  méthode , on  peut  auffi 
trouver  la  féconde  partie,  la  troifîéme,  &c  toutes  les  parties 
fuivantes  de  la  valeur  de  x,  par  la  cinquième  méthode  d'ap- 
proximation 1 66.  Par  exemple,  ayant  trouvé  que  la  pre- 
mière partie  de  la  valeur  de  x dans  l’équation  -t-  nyx  —y' 

•+-  nnx  — ml 

= o,  eft  ■+•  n , pour  trouver  les  autres  parties,  il  faut  parta- 
ger l’inconnue  x en  deux  parties  e & & fuppofànt  c -+-  5^ 

= x , il  faut  fubflituer  cette  valeur  de  x à fa  place  dans  la 
propofce,&  l’on  aura  l’équation  tl  -+■  3 «*£.-»-  =0. 

-t-  my  -+-  ryz^ 

-+-  tint  •+■  nnz^ 

— ÿ 

— 1 n' 

Ce  fera  la  transformée  indéterminée  qui  fera  trouver,  la 
première  partie  étant  fuppofee  connue  , toutes  les  autres 
parties  de  la  valeur  de  x les  unes  après  les  autres  : e repre- 
féntera  toutes  les  parties  déjà  découvertes, & s^ce  qui  relie  à 
en  découvrir  ; & à mefûre  qu’on  découvrira  ces  parties,  pour 
trouver  la  fùivante,  il  n’y  aura  qu’à  fubflituer  la  fomme  de 
toutes  les  parties  déjà  découvertes  à la  place  de  e , & après 
la  fubflitution , divifér  le  premier  terme  par  le  coéfident  du 
fécond  terme  j le  quotient,  après  en  avoir  changé  le  ligne, 
fera  la  partie  ftiivante  que  l’on  cherche. 

Ainfi  pour  trouver  la  leconde  partie  de  la  valeur  de  x. 
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il  faut  fubftitaer  la  première  partie  n connue  par  le  premier 
article  de  la  fécondé  méthode , à la  place  de  « , 8c  l’on  aura 
-t-  nny  47»^-*-  ^ — oj  il  faut  divifér  le  premier 

—y'  ^-”y^ 

terme  nny  — y’  par  le  coéficienc  *+•  4»»  nj  du  fécond 
terme  ( il  fuffit  de  divifer  nny  par  4 nn)  6c  le  quotient 

■4-  -iy , après  en  avoir  changé  le  figne,  fera  la  féconde  partie 
— ‘ y de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche.  Pour  trouver  la 
troifiéme  partie  de  cette  valeur  de  x , il  faut  fubftituer  la 
fomme  des  parties  -+•  n — | y déjà  découvertes,  à la  place 
de  t dans  la  transformée  indéterminée  ; fie  après  la  fuMitu-  • 
tion,  on  trouvera  cette  troifiéme  partie  comme  l’on  a trouvé 
la  fécondé  partie  $ fie  ainfi  à l'infini. 

IV. 

zf  4-  S’il  arrivoic  dans  la  pratique  de  cette  féconde  méthode , 
que  le  premier  terme  de  quelque  transformée  , c’cft  à dire, 
le  terme  dans  lequel  l’inconnue  de  cette  transformée  ne  fe 
trouve  point,  fut  égal  à zéro,  toutes  les  grandeurs  dont  ce 
premier  terme  eft  compofe  iè  détruifânt  par  des  lignes  con- 
traires, il  eft  évident  * que  toutes  les  parties  de  la  valeur 
de  x déjà  découvertes , en  feroient  la  valeur  exa&e. 

Avertissement. 

Ap  Re’s  avoir  enféigné  dans  l’énoncé  de  la  féconde  mé- 
thode, la  maniéré  de  trouver  les  expofans  dey  dans  les  ter- 
mes de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x,  pour  abréger, 
dans  les  exemples  fuivans , on  fuppofera  d’abord  la  fuite 
indéterminée  qui  reprefente  la  valeur  de  x. 

Exemple  II. 

1 5 S'  T R.  O u v E R la  valeur  de  x dans  l’équation  xx-* - yy  — rr 
= 05  c’eft  l’équation  du  fécond  exemple  de  la  première 
méthode,  art.  184,  où  l’on  a changé  ^ en  xx,  fie  xx  en  yy. 

i°.  Il  faut  fuppofér  x = a -t-  iyy  -+-  cy*  -t-  df  ■+■  ef  Sic.  les 
grandeurs  a,  r,  d.  Sic.  font  indéterminées,  6c  elles  repre- 
fèntenc  avec  les  puiilances  de  j,  les  parties  de  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche , 6c  elles  ferviront  à les  faire  Trouver:  a eft 
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fans  j dans  le  premier  terme,  parcequ’il  y a rr  dans  la  pro- 

pofée,  qui  eft  une  grandeur  toute  connue  fans  y. 

i°.  Pour  trouver  la  première  partie  de  x reprefentée  par  a , 
il  faut  concevoir  a fubftituée  au  lieu  de  x dans  la  propoféc , 
& fuppofer  aa  — rr,  qui  font  les  grandeurs  où  3/  n’eft  point, 
égales  à zéro  ; & l’équation  aa  — rr  — o,  donnera  a = r, 
ainfi  r eft  la  première  partie  de  la  valeur  de  x qu’on  cherche. 

On  fuppofêra  r ■+■  f—  x , /eft  une  inconnue;  & fub- 
ftituant  r-t-/ dans  la  propofée,  on  aura  la  première  trans- 


formée 

• 

' 

+ 

li 

* . 

XX 

+ 77 
— rr 

=s  rr  -1-  crf-r-ff 

= +yy 

i‘e  trans- 
formée. 

3*.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  dex  par 
cette  première  transformée,  laquelle  partie  eft  reprefentée 
par  byy , il  faut  concevoir  byy  à la  place  de/ dans  cette 
transformée,  & faire  l’équation  y y •+*  i rbyy=  o des 

grandeurs -*~yy  ■+•  irbyy,  dans  lefquelles^  eft  au  même 
moindre  degré , d’où  l’on  aura  ■+-  irbyy  = — \yy  ; divi- 
fant  chaque  membre  par  iryy,  l’on  aura  b — — & la 

féconde  partie  byy  fera  — T?yy  Ü faut  fuppofer yy  g 

=/,  & fubftituant  — y y g à la  place  de  / dans  la 

transformée  , on  aura  la  fécondé  cranformée , 


-byy  + g = f 


ff 

■zrf 

vy 


y* 

4" 

—jj 

+ 77 


lr& 


1 trans- 
formée. 


21 
4 rr 


y f 


g 

irg 


■ffi  — o. 


4®.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  reprefentée  par  cyc , 
on  concevra  cy*  à la  place  de  g dans  cette  féconde  transfor- 
mée ; & faifant  une  équation  -4-  £ -+■  irey * = o , ou  bien 
•4-  irey ' = — by*i  ^cs  grandeurs  dans  lefquelles^  eft  au 
même  moindre  degré,  on  divifera  chaque  membre  par  iry*, 
S£  l’on  aura  c — — ^7  ; par  confequent  la  troifiéme  partie 
que  l’on  cherche  eft  cy'  = — -,y*. 
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Il  faut  fuppofèr  — ±-,y*  h — g , h eft  une  inconnue  ; 
& fubftituanc  — J^y*  -+-  h à la  place  de  g dans  la  fécondé 
transformée , on  aura  la  troifiéme  transformée  , 


—jh/ -*-*>= g 


gg 

\—yyyg 


■+*  irg 


j*  trans- 
formée. 


= ■+*  Tf7*->'8  — -h- y' h ■+■ hh 
= -+-TVT/  —7/^^ 

= — 4V/ 

= -*-4*-/ 

TïT»/  — &?h  -f-hh  — O' 

•*-  svî/  — éjst* 

■+*  irh 


j*.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  x, 
reprefèncée  par  dy* , il  faut  concevoir  à la  place  de  h 
dans  cette  çroifiéme  transformée,&  faire  l’équation  g y\y* 

*4*  = o , des  grandeurs  où^  eft  au  moindre  degré  5 ÔC 

divifant  chaque  membre  de  -4-  1 rdy‘  = — ~~,y‘  par  iry* , 
l’on  aura  d — — ~r , &cdy*  = — TZT? Y*  quatrième 
partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

Prenant  la  fomme  des  parties  de  la  valeur  dex  que  l’on  a 
trouvées , on  aura  x = r — Tryy  — ïtî y*  — ~ ~h^y*  &c. 
On  en  peut  continuer  l’approximation  tant  qu’on  voudra. 


Exemple  III. 

j j 6.  T rouvh  la  valeur  de  x dans  l’équation  o = xx  — 4 
— by  — cjj  — dy'1  — ej*  6cc.  c’eft  le  troifiéme  exemple  de 
la  première  méthode  , art.  18  j. 

i°.  Il  faut  fuppofèr  x = p •+-  qy  >77  •*-  if  *+■  ty 4 6cc.  les 
grandeurs  />,  4,  r,  s,  t , 6cc.  font  indéterminées  ; elles  repre- 
fentent , avec  les  puiflànces  de^,  les  parties  de  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche  , & elles  ferviront  à les  faire  trouver. 

2".  Pour  trouver  la  première  partie  de  x reprefèntée  par  p, 
il  faut  concevoir  p fubftituce  à la  place  de  x dans  la  propo- 
fée,  6c  faire  une  équation  des  grandeurs  pp  — a , dans 
lefquelles  y ne  fe  trouve  point , 6c  l’on  aura  pp  = ai  par 

par  confequent  p — a 1 . 

On  fuppofera  a » -*-f  = x,  <6C  en  fubftituant  a 1 -4 -fk 


j 

l 


] 

1 

1 
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la  place  de  x dans  la  propofée,  on  aura  la  première  trans- 
formée 4 1 -t-  f- 


XX 

= a •+-  24 

— a 

= — a 

- b 

=—b 

—en 

= — cyy 

&c. 

= «CC. 

Preinii’ie 

tnnslormce. 


— b ff 

— cyy 

&c. 


3°.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x,  re- 
prefentée  par  qy , il  faut  concevoir  qy  fubftituée  à la  place 
de  /,  & faire  une  équation  z a1  qy  ==  by  des  deux  grandeurs 
dans  lefquelles^  eft  au  meme  moindre  degré  ; Sc  divilâne 

chaque  membre  par  îa^y , on  aura  q = — y-  ; par  confè- 
, î«“ 
quent  qy  = — ,-y  eft  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x 
2 ai 

Il  faut  fuppofër  — Ty  g = /i  & fubftituant  — j y 
z a' 

-h  g à la  place  de  f dans  la  première  transformée , on  aura 
la  fécondé  transformée , 


— y y + g 

24  1 


Il 

bb  b ^ 

= yy  —y g *♦*  gg 

* 4* 

; ■+■  2 4t/ 

= + by  ial  g 

1 

<5N 

1! 

— by 

-cyj= 

— — cyy 

-df 

— — df 

6 cc. 

= &c. 

Seconde 
Mans  formée. 


bb 
4 * 


yy 


yg-*-gg 


— c JJ 
-df 
&c. 


4l 

Wrg 
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4°.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  valeur  de  xy 
reprefentée  par  ryy,  il  faut  concevoir  ryy  fubftituée  à la 
place  de  g dans  la  féconde  transformée  , & fuppofer  les 

l_ 

grandeurs  -—^yy  — cyy  -+-  iaxryy , dans  Jefqueiles  y eft  au 
même  moindre  degré, égales  à zéro,  ce  qui  donnera  l’équa- 

tion  i a1  ryy  = — y y -t-  cyy  i & divifânt  chaque  membre 

T bb  c r 

par  ia  yy,  on  aura  r = — -h  — p->  par  coniequent 

ial 

ryy  — ^—y-yy  ■+■  — ^ -y y eft  la  troifiéme  partie  de  la 

i*x  ial 

valeur  de  x. 

yb 

Pour  continuer  l'approximation,  on  fuppofera  — — ryy 

U* 

■+■  -^-y-yy  ■+■  h = g ; & en  fûbflituant — , yy  h — — , yy 

ittx  S<*1  ial 

•+•  h à la  place  de  g dans  la  féconde  transformée  , on  aura 
la  troifiéme  transformée,  Sec. 

Exemple  IV. 

ijy.  T R o u v e R la  valeur  de  x dans  l'équation  o = .v"  — ay 
— byy  — cÿ  — dy + — cy 1 &c.  c’eft  le  feptiéme  exemple  de 
la  première  méthode,  art.  m.  On  va  y appliquer  la  féconde 
méthode,  pour  faire  voir  qu’elle  peut  Rappliquera  routes 
les  équations  qu’on  peut  refoudre  par  la  première  méthode, 
cet  exemple  contenant  une  difficulté  particulière. 

i°.  Il  faut  fuppofér  x = fy  -+-  qyy  -+•  jy’  -t-  sy 4 -+-  tf  Sec. 
f,  y,  r,  r,  êcc.  font  des  grandeurs  indéterminées,  qui  repre- 
féntent  avec  les  puifïànces  de y dont  elles  font  les  coéficicnts, 
les  parties  de  la  valeur  de  x,  Se  fervent  à les  trouver. 

i°.  Pour  trouver  la  première  partie  de  la  valeur  de  .v, 
repreféntée par py,  il  faut  concevoir  py  fübftituéeà  la  place 
de*danslapropofée,  8c  l’on  aurapV — ay  — èyvSec.  = o. 

Afin  que  l’inconnue  y foitau  même  degré  linéaire  dans 
f"yn  6c  dans  — ay , il  faut  mettre  au  lieu  de/1/1,  la  grandeur 
f-'fy  qui  lui  eft  égale,  & fuppofér  les  deux  grandeurs 

O o o 


— = - 

— hy==' 
= ■ 
&c.  = 

* a*»/*  ?«* 

{4  grandeur 
que  cette  mar- 
que précédé,  ejt 
effacée. 
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/-»  — rfy»  dans  lefqueiles^  eft  au  même  moindre  degré, 
égales  à zéro;  ce  qui  donnera  l’équation  y1- yy  = ay,  d’où 

l'on  déduira  p = a"ya  , & par  confequenc py  = cft 
la  première  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoir 

XL  1 , 

Il  faut  fuppofer  <*"/  -t-/=  x , & fubftituer  <*“/-►. /à  la 
place  de  x dans  la  propofée,  & l’on  aura  la  première  trans- 
formée , 


n_— | H — I 


*ay+i*u  y\  f+  f*m-?-au  y ” V*  fx  “ ’/  0 / &c. 

-a<sy 


■by 

■ 

&c.  ri 

Plus  on  prendra  de  termes  de  la  puidance  a y*  -b  f =xu, 
& plus  on  trouvera  de  parties  de  la  valeur  de  x que  l’on 
cherche.  Les  quacre  termes  qu’on  en  a pris  dans  cette  trans- 
formée , fuffifent  pour  faire  concevoir  l’application  de  la 
féconde  méthode  a cet  exemple. 

3°.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x,  repre- 
fentée  par  qyy,  il  faut  concevoir  qyy  fubftituée  à la  place 
de/ dans  la  première  transformée, & fuppo/cr  les  grandeurs 

•+•-<*  u y “ qyy  — byy , dans  lefquclles^  eft  au  même 
moindre  degré , égales  à zéro  5 ce  qui  donnera  l’équation 

T a “ y “ qyy  — h y’*  & divifant  chaque  membre  par 

n — 1 n — x I— n 1—  n 

•f  x y “ xyy,  l’on  aura  q — \a  " y 11  b ',  par  coniëquent 

I — n j~n  I — n i-».n 

qyy  ~ » * y " by  — ia“  h " cft  la  féconde  partie  de 
la  valeur  de  x que  l’on  cherchoic. 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée,  il  faut  remarquer  que 
la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x qu’on  vient  de  trouver, 

î — n x — n 

peut  s’exprimer  de  ces  trois  maniérés  $ a “ y “ byy  = 

1 — n l*-n  1 — n X J J J 

v a " b>y  a — ~ a “ y"  by.  Cette  dernicre  eft  la  plus  com- 
mode pour  trouver  la  féconde  transformée.  Ainfi  on  fuppo- 

1 T,  n _I 

fera  7 <*  “ y'by-*-g<=f}£t  Qn  fùbftituera  cette  valeur  def 
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â la  place  de  f dans  la  première  transformée , & l’on  trou-  ■-* 

vera  la  fécondé  transformée , \4"  yx  -j-  x— y a y g 

V'%'2  ^-r^'y^WS 

n_j  n-i  -i  -A  "-«■  tà 

' x*r?au  y u ff  =+'*  **?■*' 


v - i p— i 

ï * “ 7 " / = -ftbyy 


— byy  = 

— <y  = 


— * *7 


Ti<*  ■>  y°& 

P- » n-l 

■*"ï*  “ 7“  S 


— f/ 


— d/  = — dy* 

Sec.  = &c. 

4°.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  valeur  de  x,  re- 
prefèntée  par  ty',  il  faut  concevoir  ry ’ fubftituée  à la  place 
de  ? dans  la  féconde  transformée,  Se  fuppolêr  égales  à zéro 

les  grandeurs  -q-\x.'L=ya~'bby'  f a " y " ry'  — r/,dans 
lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré  j ce  qui  donnera 


i flgnifii  qui  U imnJiur 
qui  itttt  put  qui  fricc.it . 
tfi  tjf*cic . 


l’équation  y a “ y “ ry'  = — A x ’Æ  üy’  •+•  f y'  j Se 

n — I 11  -I 

divifant  chaque  membre  par  ~a  " y “ xy,  on  trouvera 

l — in  I— n i — n 1 — n 

r = — “ b b y 11  -t- H a 11  cy  " ; par  confèquent 

l — i»  Hin  | n j-»m 

ry'  — — ~ x - a “ cy  “ = — A x 

I— »in  J_  1—  n I_ 

—■  a “ y*£y_y  s-^a  “ ÿ'cyy,  eft  la  troifiéme  partie  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  troifiéme  transformée  , il  faut  fuppolêr 

— i-x^fïr-a  “ /'  byy " y"  cyy-*-h  = g,&i  fubftituer 
cette  valeur  de  g â la  place  de  g dans  la  féconde  transfor- 
mée, Se  l’on  trouvera  la  troifiéme  transformée. 

Mais  comme  il  n’y  a plus  d’aurre  difficulté  dans  le  refte 
de  l’operation  , que  celle  qui  vient  de  la  peine  du  calcul , il 
eft  inutile  de  la  continuer  ici , les  operations  precedentes 
fuffilànt  pour  faire  concevoir  l’application  de  la  fécondé 
méthode  à cet  exemple. 

Remarques  où  l'on  donne  la  dèmoujlration  de  la  2 méthode. 

O n peur  appliquer  cette  fécondé  méthode  à tous  les  exem- 
ples de  la  première  ; 8c  apres  s’eftre  rendu  l’une  8c  l’autre 

O o o ij 
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bien  familière*,  on  verra  clairemçnc  qu’elles  reviennent 
l’uneàl’autre  ; ainfi  la  première cunt  demontree,  la  leconde 
eft  aufli  démontrée. 

? iji>  On  a aufli  vù  dans  la  féconde  &troifiéme  remarque,*que 
iJi-  cette  fécondé  méthode  , la  quatrième  méthode  d'approxi- 
i mationart.  159,  6c  la  cinquième  méthode  d’approximation 
art.  166 , reviennent  à une  même  méthode  ; ainfi  la  démon- 
stration de  ces  deux  dernieres  démontré  aufli  la  leconde 
méthode. 

Enfin  les  parties  ou  les  termes  de  la  valeur  de  x que  l'on 
trouve  par  cette  leconde  méthode,  deviennent  des  fractions 
qui  vont  toujours  en  diminuant  à inclure  qu'on  continue 
l’approximation  de  la  valeur  de  x>  d’où  l’on  voit  qu’apres 
des  approximations  infimes , le  dernier  terme  ou  le  terme 
infiniticme  , pour  ainfi  parler,  doit  être  zéro  j comme  dans 
une  progrelfion  géométrique  qui  va  en  diminuant.on  regarde 
le  dernier  terme  comme  devenant  zéro  : L’on  conçoit  donc 
qu’aprés  des  approximations  infinies  l’on  arriveroit  à la  ra- 
cine véritable  que  l’on  cherche;  par  confèquenc  plus  on 
continuera  l’approximation,  & plus  on  approchera  de  cette 
véritable  valeur  de  x. 

La  même  méthode  peut  s’appliquer  aux  équations  qui  ont 
plus  de  deux  inconnues. 

Avertissement. 

Co  mme  l’on  pourroit  trouver  de  la  difficulté  à refoudre 
par  cette  féconde  méthode  les  équations  qui  contiennent 
des  différences , on  va  faire  1 application  de  cette  féconde 
méthode  à ces  équations , &:  l’on  verra  qu’elle  peut  leur  être 
appliquée  avec  la  même  facilité  que  la  première  méthode. 

Exemple  V. 

259.  T rouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation  diffé- 
rentielle 1 — = o ; c’efl  l’onzième  exemple  de 

la  première  méthode  art.  229. 

1".  Il  faut  fuppofer  x—  ay  b?  •+■  cf  -t-  ef  Sic.  les  gran- 
deurs a,b,c,  c,  Sic.  font  indéterminées  , & elles  reprefentent 
avec  les  puiflancesde  ^,  les  parties  de  la  valeur  de  x que  l’on 
cherche , Si  elles  ferviront  à les  trouver. 

2".  Pour  trouver  la  première  partie  de  la  valeur  de  x. 
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repreféntée  par  ay,  il  faut  concevoir  ay  fubftiruée  â la  place 
de  x dans  la  propofée  de  cctce  manière  } il  faut  fuppofer 
x — *y,  en  prenant  les  différences  de  chaque  membre  on 
aura  dx  = ady , 6c  dj  = a , 6c  ~ = aa. 

11  faut  concevoir  aa  fubflituec  à la  place  de  les  deux 
grandeurs  où7  ne  fe  trouve  point  font  i — aa , il  faut  les 
fuppofer  égales  à zéro , 6c  l’on  aura  l’équation  aa~  1 5 par 
confequent  a = 1 ; ainfi  ay  — \y  eft  la  première  partie  de 
la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  il  faut  fuppofer  1 y 
-4- /=  x,  /"eft  une  inconnue  ou  variable;  en  prenant  les 
différences  de  chaque  membre,  on  aura  i dy -+  df —dx'>  6c 
divifanc  par  dy , on  aura  1 -+-  ~ = -fi  ; & quarrant  chaque 
membre,  on  aura  r -+■  -j-*~  H faut  fubftituer  dans 

la  propofée  1 — j~  -+•  = o,  les  valeurs  de  jjjr  à la  place 

de  jp,  6c  on  aura  la  première  transformée, 

W * 

dx'  __  1 df  df* 

dp  *y  *j' 

I = *+•  * 

30.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x,  re- 
prefentée  par^y’,  il  faut  concevoir  6y*  fûbftituéeà  la  place 
de  f dans  la  première  transformée. 

Pour  faire  cette  fubftitution,  on  fuppofêra  bp  —f>  pre- 
nant les  différences  de  chaque  membre,  on  aura  3 byydy  — df, 
6c  $byj  = pj>  6c  quarrant  chaque  membre,  on  aura  9 bby* 

df' 

Concevant  à prefent  3 byy  fubftituce  à la  place  de  db  dans 
la  première  transformée,  6c  ybbf  à la  place  de  ÿ, , les  gran- 
deurs dans  lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré  , font 
+.\yy  — n 3 byy  ; il  faut  les  fuppofer  égales  à zéro , & l’on 
aura  l’équation  6b)y=\yy>  divifant  chaque  membre  par  6yy, 
on  aura  b — \ i par  confequent  bp  =}/  eft  la  féconde 
partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée,  il  faut  fuppofer 

g eft  une  inconnue  ; en  prenant  les  différences 

de  chaque  membre  on  aura  \yydy  dg  = df,  6c  divifant 

O o o iij 


w 
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> \vy  ■+••5^  = -^}  quarrant  chaque  membre  , on 
aura  {/  21—  = ~i . Il  faut  à prelenc  fubftituer  les 

valeurs  de  ^ & de-*£  dans  la  première  transformée,  &i’on 
aura  la  féconde  transformée  , 

-4-  = + + jTAL 

iy'  *y  ^ dy 

_ AJL  C=3 — y4  _ V*1 

d?  4 y dy 


iyydf 


t 

fwf  U gr.in- 
dntr  ijut 
tau  mur- 


i + y 

— *yy 


^ tyydx 

+ ir 



dy 


. yy**' 

d t * 

* 3? 


dy 

_ î^ 

*y 

yy  =-*-*yy 

4"  Pour  avoir  la  troifiéme  partie  de  la  racine  reprefen- 
ÿe  Par  **'»  û faut  concevoir  r/  fübffituée  à la  place  de  * 
dans  la  fécondé  transformée  : mais  pour  faire  cette  fubftitu- 
tion,  il  faut  (uppofer  cy'  = g ; par  confequent  ^cy*dv~dv 

**'/=&.  7 7* 
Il  faut  à prefent  concevoir  j cy*  fubftituée  à la  place  de  ~ 
dans  la  fécondé  transformée,  & fi  l’on  veut  tjcey*  à la  place 
î*e  * -t-/  — ï y4  — io</,  ou  bien  1/  — jory4,  feront 
les  grandeurs  dans  lefquelles ^ eft  au  même  moindre  degrc, 
il  faut  les  fuppofer  égales  à zéro , ce  qui  donnera  l’équa- 
tion iory4  = i/jdivifant chaque  membre  par  io/,on  aura 
'=707  par  confequent  cy'  = ±/eft  la  troifiéme  partie 
de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche , l'on  a donc  déjà  x = iy 
~*~jy  + c>y  & Ion  peut  continuer  l’approximation 

tant  qu’on  voudra  ; il  n’y  a plus  de  difficulté  dans  le  refte  de 
l’operation  que  celle  qui  vient  de  la  peine  du  calcul. 

On  refoudra  de  la  même  maniéré  toutes  les  équations 
différentielles.  4 

Exemple  VI. 

a 6 o.  Pour  trouver  la  valeur  de  * dans  l’équation  différentielle 
xxdy1-  — yydydx  — nndy'  -4-  nydy1  = o,  il  faut  d’abord  divi- 
fer  chaque  terme  par  dy\  & l’on  aura  l’équation  préparée 
xx  -ns  + iyao,  dans  laquelle  la  différence  dy 

Cu^dîins  le  dénominateur.  Apres  cette  préparation , 
i . Il  faut  fuppofer  x — a -i-  by  -+-  cyy  -t-  ey’  Sic.  a,  6, r, e, &c. 
font  indéterminées,  Si  reprefentent  avec  les  puiffances  de  y 
les  parties  de  la  valeur  de  *,  & elles  fervent  .à  les  trouver/ ’ 
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i".  Pour  trouver  la  première  partie  reprefentée  par  a , il 
faut  concevoir  a fubftituée  à la  place  de  x dans  la  propofée, 

& luppofcr  aa  — rm  = o,  d’où  l’on  aura  a = ni  ainli  n eft 
la  première  partie  de  la  valeur  de  x. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  il  faut  fuppofer  n 
= x,  d’où  l’on  déduira  df  — dxs&c  fubftituant  les  valeurs 
de  x & de  dx  dans  la  propofée , on  aura  la  première  trans- 

f0ron^C-  , r . Première  transformée, 

j . Pour  trouver  la  ieconde  r rc 

partie  de  la  valeur  de  x , re-  xx  ~ * nn  *”/  "**  Jj  * 

prefentée  par  by , il  faut  con-  nn  ~ 1 ,m  S»r"*  «T* 

CCVUil  Ity  /ubfliiuww.  À la.  “4"  ® Y Cttt€  mtr- 

de /,  & fuppofer  enfuite  mby  — vy  r?‘,d* 

— ny  = o,  d ou  1 on  déduira  u 

£ = — &e  b y = — fera  la  fécondé  partie  de  la  valeur 

de  x que  l’on  cherche. 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée , il  faut  fuppofer  — \y 

-y-gr=.f,  d’où  l’on  déduira  — [ dy  dg  = df,  & — | 

-*-^-  = -^.11  faut  enfuitefubftitucrles  valeurs  de/&  de  jL 

à la  place  de  ces  grandeurs  dans  la  première  transformée,  & 

l’on  aura  la  lëconde  transformée.  _ . . , 

o « ‘ c ' Seconde  trcmsforincc. 

4 . Pour  trouver  la  troifie- 

me  partie  de  la  valeur  de  x , ff  ~ ■+■  \yy  — y g ■+■  g£ 

reprefentée  par  cyy , il  faut  znf  = — t ny-*-  ing 

concevoir  cyy  fubftituée  A la  •+■  ny  = t ny 

place  de  g dans  la  féconde  __  = -♦-{■  j y -Ui- 

transformée,  8e  fuppofer  incyy 

■+•  \yy  •+•  { yy  = o , d’où  l’on  déduira  c — — , & cyy  = 

— i^yy  ^era  *a  Part‘e  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

Pour  avoir  la  troifiéme  transformée,  il  faut  fiippofer--^^ 

h = g,  d’où  l’on  déduira  — fzydy  dh  = dg , & — 


jÿ  = îffaut  fubftiruer  dans  la  féconde  transformée 


les  valeurs  de  g & de  jj-,  & l’on  aura  la  trcifiéme  transfor 

m ‘ . . Troifiéme  transformée. 

j . Pour  trouver  la  4 partie 


de  la  valeur  de  x,  reprefentée 
par  ey' , il  faut  concevoir  ey' 
fubftituée  à la  place  de  h , & 
fuppofer  xneÿ  •+■  y'  -t-  ±y' 


SS  = d,nf  - h\yh  ■+■  hh 

—ys  = ■*-  1 t/  —yh 

■+■  zng  = — * ±yy  inh 

+î;r=+<^ 

_ o.  -!-«> Jidk 

dj — ^4"/  df 
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= o,  d’où  l'on  déduira  e = — 5c  ry’  = — T*~y'  fera 
la  4e  partie  de  la  valeur  de  x. 

On  a donc  x = n — [y  — &c. 

On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu’on  voudra. 


Seconde  manière  de  refendre  le  (ixième  exemple. 

*•  S1  «eft  moindre  que  y dans  l’équation  xx  — ~~  — nn-y-ny 
==  o , il  faut  que  les  expofâns  des  y qui  doivent  diftinguer 
les  termes  de  la  valeur  de  x , deviennent  négatifs  y c’eft  à 
dire,  que  les  y fe  trouvent  dans  les  dénominateurs  des  ter- 
mes de  la  valeur  de  x,  afin  que  ces  termes  aillent  en  dimi- 
nuant de  vaieui.  Yuiti  la  maulcic  Je  le  loi*»;  la  ièiondc 
méthode. 

Il  faut  fuppoferque  la  valeur  indéterminée  de  x c(lx=ay 
•+■  bya  cy~ 1 •+■  ey~l  ■+■  fy~'  -y-  &c.  ayb,  c,  Sic.  font  des  in- 
déterminées. Pour  en  trouver  les  pâleurs,  i°,  il  faut  conce- 
voir le  premier  terme  indéterminé  -t-  ay  fubfticué  à la  place 
de  x dans  la  propolée,  & la  différence  de  ay , qui  eft  ady, 
lùbftituée  à la  place  de  dxi  & faire  une  équation  des  gran- 
deurs aay'  — ayx  — o,  dans  lesquelles  y eft  au  degré  le  plus 
élevé  j l’on  en  déduira  a = 1,  ainfi  le  premier  terme  Je  la 
valeur  de  x efi:  ly , Sc  l’on  a déjà  x = 1 y. 

Il  faut  pour  faire  la  première  transformée,  fuppo/ërj'  ■+-  f 
= x,  d’où  l’on  déduira  dy  -y-df = dx,  6c  i dL  = ~,  & 
fubftituer  dans  la  propofée  ces  valeurs  de  x Si  de  — à leur 
place,  & l’on  aura  la  première  transformée  -y-ny  — 


■+-  iyf  -y-ff=  o. 


— nn 


Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x,  repre- 
fénté  par  ly",  il  faut  concevoir  by"  fubftituée  à la  place  d ef 
dans  la  première  transformée , 6e  la  différence  de  ly°,  qui  eft 
zéro,  à la  place  de  dx',  6c  faire  une  équation  des  grandeurs 
-t -ny  -y-  îby  — o,  dans  lesquelles  y eft  au  même  degré  le  plus 
élevé  ; on  trouvera  par  cette  équation  b — — \n>  ainfi  le 
fécond  terme  de  la  valeur  de  x eft  — 

Pour  faire  la  fécondé  transformée,  il  faut  fuppolèr  — ’ ny° 
-y-  g = f,  d’où  l’on  déduira  dg  = dfs  6e  fubftituer  les 
valeurs  de  f 6c  de  df  à leur  place  dans  la  première  transfor- 
mée , 6c  l’on  aura  la  fécondé  transformée  — ~nn  — 

ys  ss  ~ °* 

— «g  Pour 
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Pour  trouver  le  troifiéme  rerme  de  la  valeur  de  x,  repre- 
fenté  par  cy~\ il  faut  concevoir  cy~'  fubftitué  à la  place 
de  g dans  la  fécondé  transformée,  fie  la  différence  de  •+•  ey~', 
qui  eft  — cy~'dy , fubfticuée  à la  place  de  dg;  & faire  une 
équation  des  grandeurs  — -J  nn  ■+■  y — o , dans  lefquelles  y 
ne  fe  trouve  point , fie  l'on  en  déduira  c = nn  ; ainfi  le 
troifiéme  terme  de  la  valeur  de  k cft  + £ nny~' . 

Pour  faire  la  troifiéme  transformée , il  faut  fuppofér 
-♦-4 nny~'  s-b—o,  d’où  l’on  déduira  — kn*y tj 
— jj-  J & fubftituer  ces  valeurs  de  g fie  de  à leur  place 
dans  la  féconde  transformée  , fie  l’on  trouvera  la  troifiéme 


transformée  — ^ ri  y~'  — -t-  1 y h 


bh  = o. 


1 Tny 


— nh 

■ ~ nny~'h 


Pour  trouver  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x , re- 

{irefente  par  -+•  ey~',  il  faut  concevoir  -t-  ey~l  fûbftitué  dans 
a troifiéme  transformée  à la  place  de  h , fie  la  différence  de 
-+■  e y~l , qui  eft  — i ey~* , fubftituée  à la  place  de  dht  fie 
faire  une  équation  des  grandeurs  — ^ n'y~  ' -t-  4 ey~'  = o, 
dans  lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré  négatif;  fie  l’on 
en  déduira  e — ^ n'y  ~ 1 ; ainfi  le  quatrième  terme  de  la 

valeur  de  x eft  fie  l’on  a déjà  x = •+■  y — ±ny° 

^ n y~  ' •+■  tj-  n'y~l.  On  peut  continuer  l’approximation 
par  cette  féconde  méthode  tant  qu’on  voudra,  fie  les  ope- 
rations qu’on  vient  de  faire  fiiffifent  pour  faire  clairement 
concevoir  la  maniéré  d’appliquer  la  fécondé  méthode  aux 
équations  qui  contiennent  des  différences,  quand  les  expo- 
fans  des  y dans  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x,  doivent  êcre 
pofitifs,  fie  quand  ils  doivent  être  négatifs. 

On  peuc  facilement  appliquer  la  même  méthode  aux 
équations  qui  contiendront  des  fécondes  différences,  des 
troifiémes  différences,  &c. 


Remarques  pour  les  équations  différentielles. 

I. 


z.  fécondé  méthode  fait  trouver,  pour  les  équations  dif- 
férentielles la  fuite  des  expofans  des  y qui  doivent  diftinguer 
les  termes  de  la  valeur  de  x,  avec  la  même  facilité  Scia  même 
certitude  qu'elle  les  fait  découvrir  pour  les  équations  qui 
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n’ont  point  de  différences  ; & voici  ce  qu’on  doit  confiderer 
pour  les  avoir.  i°.  Les  expofans  des  y dans  la  valeur  de  x 
doivent  être  en  progreflion  arithmétique  , Sc  aller  en  aug- 
mentant quand  ils  font  tous  pofitifs,  8c  en  augmentant,  pour 
ainfî  dire,  en  négation,  quand  ils  font  tous  négatifs  * 8c  com- 
mencer par  diminuer  quand  ils  commencent  par  être  pofî- 
tifs,  & augmenter  enfuite  en  négation,  dès  qu’ils  deviennent 
négatifs.  ic.  Le  premier  & le  lecond  y,  8c  même  tous  les 
fuivans , la  méthode  étant  uniforme,  doivent  être  pris  tels 
que  les  quantités  où  l’inconnue  x ne  fe  trouve  point,  vien- 
nent à être  détruites  par  d’autres  femblables  qui  ayent  des 
lignes  contraires  dans  la  fuite  de  l’operation,  8c  qu’elles  fer- 
vent à former  les  équations  qui  doivent  déterminer  les  ter- 
mes de  la  valeur  de  je  les  uns  après  les  autres , de  maniéré 
qu’il  ne  refie  pas  de  ces  quantités  qui  foient  inutiles  k la  re- 
folution.  3°.  Il  faut  avoir  égard  à ia  propriété  particulière 
des  différences , qui  efl  que  la  différence  d’une  quantité 
confiante  efl  zéro  ; ainfî  étant  fubflituée,  elle  rend  égale  à 
zéro  la  quantité  où  elle  efl  fubflituée  ; que  la  différence  d’un 
produit  qui  contient  une  puiffance  dey,  divifée  par  dy , efl 
ce  produit  même  où  l’expofant  de  y efl  diminué  d’une 
unité  s’il  efl  pofitif,  Sc  augmenté  d’une  unité  s’il  efl  négatif } 
d’où  il  fuit  que  la  différence  de  ay,  divifée  par  dy,  efl  la  feule 
confiante  a fans  y. 

II. 

Après  ces  confédérations  on  n’aura  aucune  difficulté  à 
trouver  les  expofans  des  y dans  la  valeur  de  xi  par  exemple 
fi  les  expofans  des  / doivent  être  pofitifs  , qu’il  y ait  une 
quantité  toute  connue  fans  y dans  une  équation  propofée  , 
8c  que  la  quantité  où  efl  n’ait  que  des  confiantes,  le  pre- 
mier terme  de  la  valeur  de  x doit  avoir  y,  Sc  il  le  faut  fup- 
pofer  reprefenté  par  ay,  car  la  différence  de  ay  divifée  par  dy 
étant  a,  on  pourra  faire  une  équation  de  a Sc  de  la  quantité 
de  la  propofée  qui  efl  fans/,  laquelle  fèrvira  à déterminera. 
Mais  fi  les  mêmes  chofes  étant  fuppofées  , l’inconnue  y fe 
trouve  dans  la  quantité  où  efl  comme  dans  le  fîxiéme 
exemple  , où  l’on  a ~~  , il  faut  que  le  premier  terme  de  x 
foit  reprefèntc  par  la  feule  confiante  a fans  y. 

Dans  le  même  cas  des  expofans  pofitifs  de / dans  la  valeur 
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de  x,  pour  avoir  l’çxpofant  de  y dans  le  fécond  terme  de  la 
valeur  indéterminée  de  x , dont  le  coéficient  eft  reprcfenté 
par  b , il  faut  le  fuppofer  tel  cet  expofant  dey  dans  byy  qu’en 
fubftituant  by  à la  place  de  l’inconnue  / dans  la  première 
transformée , on  puifTe  avoir  au  moins  deux  quantités  dans 
lefquellesy  foit  au  meme  moindre  degré.  On  trouvera  de 
même  les  expofans  des  y dans  les  termes  fuivans  : mais  com- 
me ils  font  en  progreffion  arithmétique,  dont  on  a les  deux 
premiers  termes,  on  les  a tous  fans  les  chercher. 

Ces  remarques  fuffifent  à ceux  qui  fè  font  rendu  la  fécondé 
méthode  familière , pour  trouver  les  expofans  des  y dans  la 
valeur  de  x , dans  tous  les  cas  qui  peuvent  fè  prefènter. 

Quand  en  fuivant  les  réglés  qu’on  a preferites,  on  ne  peut 
pas  trouver  de  valeur  de  x,  c’cft  une  marque  que  l’équation 
ne  peut  pas  être  refolue,  du  moins  fans  préparation. 

Exemple  VII.  dans  lequel  il  y a trois  inconnues. 

Pour  trouver  par  la  fécondé  méthode  la  valeur  de  x dans 
l'équation  'jy  — x — b ==  o,  où  $-  ==  i -t-  C"  y S il  faut  fup. 
pofer  que  la  valeur  indéterminée  de  x eft  x =asÇ  'y  ■+■  btff  y1 
■+■  !y!  -t-  ezj  *y*  -t-  Sec.  a,  b,  c,  ôcc.  font  indéterminées. 

Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur  reprefènté 
par</£"ÿ,il  faut  fubftituer dans  la  propofee  asÇ’y,i  la  place 
de  x,  ôc  la  différence  de  qsÇ  'y  divifée  par  </y,(qui  eft  atf  ‘ 

} & qui , en  fubftituant  au  lieu  de  ~ fâ  valeur 

i -+-  ZT'y»  devient  az,~'  — — a*T'y'  , ) ü la  place 

de  & faire  une  équation  des  grandeurs  -t-  a — n = o, 
dans  lefquelles,  après  la  fubftitution  ,y  ne  fc  trouve  point  ; 
& l’on  déduira  de  cette  équation  a = •+■  n ; ainfî  le  premier 
terme  de  la  valeur  de  x eft  -+-  n^"y,  & l’on  a déjà  x 
•4-mC'y.  Pour  avoir  la  première  transformée,  il  faut  fup- 
pofer -+-  nzj'y  -*-/"==  xi  & prenant  les  différences,  8c  divi- 

r , HzT'ydz  if  ix  , 

fane  par  dy , on  aura  ■+•»*. = 

mettant  au  lieu  de  ^ fa  valeur  t -+-  Kj'y,  l'on  aura  — 

nÇ"  ' — mC  'y  — ,yl  •+■  > il  faut  fubftituer  dans  la 

Ppp  ij 


480  Analyse  démontré' e. 
propofce  les  valeurs  de  x 8c  de  ~ , & l’on  aura  la  première 
transformée  — wzj~  'y  •*•*££  -*•/—  o. 

_ — x 1 

— y 

Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x,  repre- 
fenté  par  •+•  bzÇ1yl , il  faut  fubftituer  -+-  b^~  1y'  dans  la  pre- 
mière transformée,  à la  place  de  A & la  différence  de  bz, ~ y 

divifée  par  dy , ( qui  eft  îbzj  ty  — jy  ^ » & clu'  > en 

fubftituant  la  valeur  de  , devient  -4-  ib\~'y  — ^z^'y1 

— iéCV>)  a la  place  de  ^-y  & faire  une  équation  des 
grandeurs  — wz^  'y  •+•  1 bz^'y  = o,  dans  lefquellesj/  eft  au 
même  moindre  degré , & l’on  en  déduira  b — -+-  n ; ainfi  le 
fécond  termq^de  la  valeur  de  t eft  + nz^lyl,  & l’on  a déjà 
x = -¥■  'y  -t-  nzj  y’. 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée,  il  faut  fuppofer  nt^y 
■4-g  =/ ; on  en  prendra  la  différence,  qu’on  divilêra  par  dy, 

& l’on  aura  — ■ inZ',  ?■—  -t- 

dz  dy  ’ 
mettant  la  valeur  de  — , on  aura  inz^  ly  — znz  'y'  — y 

-h  A = ; il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  / & de  dans 

dj  dy  ’ 

la  première  transformée , & l’on  trouvera  la  fécondé  trans- 
formée — y -+•  g — o. 

— i»C>’ 

Pour  trouver  le  rroifiéme  terme  de  la  valeur  de  x,  repre- 
fenté  par  -t-  czj'y' , il  faut  fubftituer  dans  la  fécondé  trans- 
formée -+-  cz,  ~ y au  lieu  de  g,  & la  différence  de  czj  ’y]  divi- 
fée par  dy , ( qui  eft  yzj  ’y' > & qui , en  y 

mettant  la  valeur  de  , devient  -t-3ry5y  — 3^z.~*y 

— 3 cz.~'y* ,)  à la  place  de  & faire  une  équation  des 
grandeurs  — 4 nzTlyl  •+•  30^“  *y  = o,  dans  lefquelles^-  eft 
au  même  moindre  degré  ; & l’on  en  déduira  c — \ n i ainft 
le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x eft  ■+■  $n^~*y'. 

Pour  avoir  la  troificme  transformée  , il  faut  fuppoler 
H-fwOy  -i-  h = g -,  on  en  déduira,  en  prenant  les  diftê- 
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rences  8e  divilant  par  dy,-*-4»g.  y ^ ■+' 

— • & mettant  au  lieu  de  fa  valeur  1 l’on 

aura  = •+•  4»C  ‘y1  — 4*C  Y — 4*0  ' y 4 ■**  "JT’ 11 

fubfticuer  dans  la  i‘  transformée  les  valeurs  de  g 5e  de 
8c  l’on  trouvera  la  3e  transformée  — -^«<7  y 

— 4*0  Y , 

On  trouvera  le  4'  terme  de  la  valeur  de  x,  reprefenté 

par  rg.-4/,  en  fubftituanr  dans  cette  3e  transformée  -t-  r<74/ 
à la  place  de  h,  8e  la  différence  de  ■+•  «C4/»  divifée  par  dy, 

(qui  eft  4rg._4/  “ & 1ui  » en  meccanc  la 

valeur  de  devient  -t-  4eg._y  — 4*0  Y — 4*00'*») 
à la  place  de  6c  en  faifant  une  équation  des  grandeurs 

ü nzp-  » y >y  = o,  dans  lelquelles/  eft  au  même 

moindre  degré , on  en  déduira  e = -H  « ==  -+“  V ” > a'n*‘ 
Je  y terme  de  la  valeur  de  x eft  -t-  -ÿ- ng- *y* , 8c  Pon  a déjà 

x = »c  y «c  y -*•  t *o  y •+■  v ®o  v ■ 

On  peut  continuer  l’approximation  de  la  valeur  de  x tant 
qu’on  voudra  j les  operations  qu’on  vient  défaire  luffifent 
pour  faire  clairement  concevoir  la  maniéré  d’y  appliquer  la 
féconde  méthode. 


SECTION  VI. 

application  des  méthodes  du  fécond  Problème  aux  équations 
déterminées , ce  fl  a dire  aux  équations  qui  ri  ont 
qu'une  feule  inconnue. 

Avertissement. 

Les  méthodes  du  fécond  Problème  peuvent  s’appliquer 
aux  équations  qui  n’ont  qu’une  feule  inconnue , en  prenant 
une  des  lettres  connues  de  l’équation  pour  tenir  lieu  de  la 
fécondé  inconnue/;  8c quand  les  lettres  connues  de  la  pro- 
pofée  n’ont  pas  les  difpofitions  qu’il  faut  pour  ces  méthodes, 
il  faut  la  leur  donner , 8c  préparer  l’équation  comme  on  le 
verra  dans  le  fécond  exemple. 
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Exemple  I. 

Ta  o u v e r.  la  valeur  approchée  de  * dans  l’cquation 
x ’ -+•  nfx  — f = o,  8c  continuer  l’approximation  à l’infini. 
-4-  nnx  — in ' 

On  prendra  la  lettre  connue  p pour  tenir  lieu  de  la  féconde 
inconnue 8c  enfuite  on  trouvera  la  valeur  approchée  de  x 
par  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  du  fécond  Pro- 
blème. 

PREMIERE  METHODE. 


ib.O  N fuppofêra  x = a -b  bp  -t-  cpp  dp'  -b  ep 4 &c.  a,  6,  c, 

d,  8cc.  font  des  grandeurs  indéterminées. 

On  prendra  les  valeurs  de  x par  le  moyen  de  cette  équa- 
tion indéterminée , on  les  fubflicuera  dans  la  propofce  à la 
place  de  x , 8c  on  aura  l’équation  changée  fuivante, 

x’  — -b  a1  -4-  }aaép  -b  yibbpp  -b  b'p1  Sec. 

-b  }aacpp  -b  G abc  p 
-4-  3 axdp' 

o = -b  tiap  -4-  nbpp  ncp>  8cc. 

- nnx  = -4-  nna  -4-  imbp  -4-  nncpp  -4-  nndp'  8cc. 

I—  ? = — i>' 

-2  n'  = — m ’ 


i°.  On  fuppofêra  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro  j ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  indéterminées 
a,  b,  c , &c. 

3°.  Par  la  première  de  ces  équations  a'  -4-  mut  — in'  = o, 
on  trouvera  a = w,  car  a — n = o , eft  un  divifêur  exact 
de  cette  équation. 

En  fubflituant  n à la  place  de  a dans  la  féconde  3 aab  -4-  nnb 
= — na , on  trouvera  b ■=  — | , 8c  bp  = — ~p. 

En  fubflituant  les  valeurs  de  * 8c  de  £ dans  la  troifiéiqc 
$dac  -b  une  = — 3 abb  — nb , on  trouvera  t = 

En  fubflituant  les  valeurs  de </,Æ,r,dansIaquatriéme  3 aad 
•b  nnd  = — b * — 6atc  — ne  -4-  1 , on  trouvera  d — -b 
4°.  On  fubftituera  les  valeurs  de  a,  b , c,  d,  8cc.  dans  x = * 
-b  bp  -b  cpp  -4-  dp'  8cc.  8c  l’on  aura  x = n — i P PP 
•*- nr hP'  &c-  On  peut  continuer  l’approximation  autant 
qu’on  voudra. 
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Livre  VII.  48$ 

Seconde  Méthode. 


Pour,  trouver  par  la  fécondé  méthode  la  valeur  approchée 
de  x dans  l’équation  x’  -t-  npx  — p'  = o , 

■+■  nnx  — in' 

1®.  On  fuppoféra  x = a ■+•  bp  -4-  cpp  -4-  if  &c.  les  gran- 
deurs a,b,c,  d,  &c.  font  indéterminées,  & elles  reprefentenc 
avec  les  puilTances  de  p,  les  parties  de  la  valeur  de  x que  l'on 
cherche,  & elles  fervent  à les  trouver. 

i°.  Pour  avoir  la  première  partie  de  la  valeur  de  x,  repre- 
fentée  par  a , il  faut  concevoir  a fubftituée  à la  place  de  x 
dans  la  propofée,  & fuppofer  les  grandeurs  «*!  -4-  rm a — in\ 
dans  lelquelles  p ne  fc  trouve  point,  égales  à zéro,  & l’on 
aura  l’équation  a ’ mut  — iri'  = o , dont  a — n =»  o eft 

un  divifeur  exad  ; ainli  a = n eft  la  première  partie  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  on  fuppofera  n -*-f 
=-  x i on  fubftirucra  n -+-/à  la  place  de  x dans  la  propofée, 
& l’on  aura  la  première  transformée  , 

n-*-  f—  x x*  = t n'  -y-  yinf  -+- 3 nff  -4- p 
-4-  npx  — -4-  xnp  ■+■  npf 
-4-  nnx  = +j«i- 4-  nnf 

— P =—  P' 

— 1»'  = — n»1 


l fifnifit 
que  UfrAn* 
dtur  que 
( et  te  mar- 
que précédé 
ejl  effacée. 


3*.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x,  rc- 
prefenrée  par  bp , il  faut  concevoir  bp  fubftituée  à la  place 
de  f dans  la  première  transformée,  & fuppofer  égales  à zéro 
les  grandeurs  4 jmbp  nnp  .-=  o $ ce  qui  donnera  b = — ‘ , 

te.  bp  — — i/ieftla  féconde  partie  delà  valeur  de  x que 
l’on  cherchoic. 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée , on  foppoféra  — ~ p 
•+•  g =/>  on  fubftituera  — ^ p-*-  g 1 la  place  de  f dans  la 
première  transformée , 6c  on  aura  féconde  transformée , 

P =~~'hP  +irPP£  — \t?&  + g' 

•*-3 }”$& 

-4-  npf  = — \npp  -hnpg 
-4-  4 nnf—  — t nnp  -4-  4W7g 
*4-  nr.p  = -4-  x nnp 

— P'  =—  f' 
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4S4  Analyse  démontré' e. 

4“.  Pour  trouver  la  troifiëme  partie  de  la  valeur  de  x , re- 
prefentée  par  cpp,  il  faut  concevoir  cpp  fubftituée  à la  place 
de  g dans  la  fécondé  transformée,  & iuppofer  égales  à zéro 
les  grandeurs  4 nncpp  — -ji^pp  = o j ce  qui  donnera  c = 
& cpp  = — , pp  fera  la  troifiëme  partie  de  la  valeur 
de  x que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  troiiieme  transformée,  on  fiippofera  £-.pp 
•+■  b =g  i & on  fubfticuera  ~ pp-*-  b à la  place  de  g dans  la 
fécondé  transformée,  & l’on  aura  la  troifieme  transformée, 

ÜÏT -dzr.p'h  -kppbh  h'  = O. 

Il)  8 4 « » ^ fis  np  h 4 fhb 

*+■  ïifa-p*  ■+•  -rrpph  l»hh 

— ni  t'  — ï”ph 

h-  4 nnh 

j*.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  delà  valeur  de  x , re- 
prefentée  par  dp' , il  faut  concevoir  dp'  fubftituée  à la  place 
de  b,  & fuppofer  égales  à zéro  les  grandeurs  4 nndp'  — if' p' 
= o,  d’où  l’on  déduira  d par  conlèquent  dp'  — 

'**-  y>'  eft  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on 
chercboir. 

L’on  a donc  x = -*-»  — \f  ■+■  ;£/»/>  jlr.irp’ 

On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu’on  voudra. 

Avertissement. 

Si  » croit  moindreque/>  il  faudroit  trouver  une  valeur  de  x 
dans  laquelle  les  p fufTent  au  dénominateur  } c’tft  à dire,  il 
faudroit  que  les  expofuns  des  p dans  la  fuite  qui  eft  la  valeur 
de  x,  fuflent  négatifs  t ce  qui  eft  fi  facile  à faire  par  la  pre- 
mière & par  la  fécondé  méthode  du  fécond  Problème,  après 
tous  les  exemples  aufquels  on  les  a appliquées, qu’il  eft  inu- 
tile de  s’y  arrêter. 

Cet  exemple  fuffir  pour  faire  entièrement  concevoir  1& 
manière  d’appliquer  les  deux  methodesdu  fécond  Problème 
aux  équations  qui  n’ont  qu’une  feule  inconnue,  lorfquc  la 
lettre  connue  qui  tient  lieu  de  la  fécondé  inconnue^,  le  trou- 
ve difpofée  comme  il  faut  dans  l’équation  propofée. 

Voici  un  fécond  exemple  où  il  faut  préparer  l’équation 
propofée,  où  l’on  apprendra  la  maniéré  de  la  préparer. 

Exemple  II* 
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Fautes  qutl faut  corriger  avant  que  de  lire  ce  premier  Volume. 
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